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Avertissements et conseils

Le présent document donne les énoncés d’un certain nombre de problèmes de mécanique céleste qui ont
été posés en devoir libre ou à l’examen aux étudiants de License de Mathématiques de l’USTL dans le cadre
de l’enseignement optionnel de Mécanique céleste. La plupart de ces problèmes correspondent à des épreuves
d’une durée de 4 heures pendant lesquelles la consultation du cours était autorisée.

Ils ont été classés ici dans l’ordre de la progresion naturelle du Cours de Mécanique céleste auquel il se
réfère. On trouvera donc d’abord des problèmes sur le mouvement képlérien (chapitres 1 à 3), puis d’autres sur
les perturbations d’orbite de satellites ou de sondes spatiales (chapitres 4 et 5), et enfin ceux relatifs au problème
desN corps (chapitre 6) qui nécessitent généralement la connaissance des chapitres précédents.

On ne fournit pas les solutions, mais on indique éventuellement des pistes par des références au parties du
cours concernées par chaque problème par une balise placée dans la marge et sur laquelle il suffit de cliquer pour
accéder au cours correspondant. Pour revenir à l’énoncé du problème lorsqu’on est parti consulter le cours, ilC
suffit de cliquer sur "Retour Doc" en bas de l’écran.

Chaque problème est aussi accessible directement depuis la partie du cours pour lequel ce problème constitue
une application (par une balise comme celle-ci) Le retour au cours s’effectue aussi par un clic sur "Retour Doc".Pb16
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1. Mouvement képlérien et chute des corps à la surface de la Terre

Dans ce problème, la Terre est supposée sphérique de centreO, de rayonR = 6370 km et de masseM .
Elle tourne sur elle-même à la vitesse angulaireω de 1 tour en 23h 56m 4s. En notantK la constante de la
gravitation universelle, la quantitéKM vaut398 600 109 m3s−2. On suppose en outre qu’un repère géocentrique
de directions fixes est galiléen.

Questions préliminaires :

(a) Calculer en m/s la vitesse d’entraînement des points de la Terre situés à l’équateur à l’altitude zéro.C(1.15)

(b) Calculer en m/s la vitesse qu’aurait un satellite de la Terre sur une orbite circulaire de rayonR. C(3.84)

A un instantt0, une masse ponctuelleA de massem est abandonnée sans vitesse dans un repère lié à la
Terre en un point situé à une altitudeH à la verticale du pointP de coordonnées géographiquesλ (longitude)
et φ (latitude). On considérera queA subit l’attraction gravitationnelle de la Terre, de module égal àKM m

r2 où r
représente la distanceOA.

1 − On suppose tout d’abord queH est très petit devantR. SoitPuvk le repère lié à la Terre tel quePu soit tangent
au petit cercle de latitudeφ et dirigé vers l’Est, quePv soit tangent enP au méridien et dirigé vers le Nord, et
quePk soit colinéaire àOP .

(a) En appelantx, y, z les coordonnées deA dansPuvk, écrire les équations du mouvement deA dans ce
repère. On fera apparaître dans ces équations les quantités finies :g0 = KM

R2 et c = ω2R3

KM
, ainsi que lesC(1.34)

quantités infiniment petites d’ordre 1 (du même ordre queε = H
R

) :
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(b) Développer les seconds membres de ces équations à l’ordre zéro et intégrer.

(c) Reporter cette solution d’ordre zéro dans les seconds membres des équations développées à l’ordre 1 et
intégrer de nouveau. En déduire que le pointA ne tombe pas verticalement mais subit une déviation vers
l’Est et une autre vers le Sud.

(d) Application numérique : Evaluer ces déviations pour une chute de 150 m.

2 − On suppose désormais queH pourra être non petit devant le rayon de la Terre et on étudie la trajectoireabsolue
de A c’est-à-dire dans le repère géocentrique galiléennon lié au globe terrestre. La vitesse initiale deA est
toujours supposée nulle dans un repère tournant avec la Terre.

(a) Montrer que la trajectoire deA est une conique de foyerO dont le point de départ est un sommet. Exprimer,
en fonction deφ, l’altitude H pour laquelle cette trajectoire est un cercle, puis celle pour laquelle c’est une
parabole. Evaluer dans ces deux cas le rapportH

R
pourφ = 0, φ = 45◦ etφ = 90◦.

(b) Exprimer, en fonction deφ et H, l’énergie cinétique initiale deA, son énergie potentielle initiale et sonC(1.42)

énergie totale (on montrera que celle-ci est une constanteh). Dans le cas où l’orbite deA est elliptique, en
déduire les distances apogée et périgée.

(c) Application numérique : pourφ = 45◦ déterminer l’altitude de départ pour que la distance périgée soit
égale àR.

3 − De ce mouvement absolu, on peut déduire le mouvement relatif deA dans un repère tournant avec la Terre.

(a) Dans le cas où la distance périgée est égale àR, déterminer les coordonnées (longitude et latitude) du point
de chute sur la Terre. Quelles sont alors les déviations vers l’Est et vers le Sud ?

(b) Dans le cas général, partant d’une altitudeH en un lieu de latitudeφ, déterminer le temps que met le point
A pour arriver à la distanceR du centre de la Terre sur son orbite absolue et en déduire les déviations versC(3.24)

l’Est et vers le Sud du point de chute.
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2. Développement des équations du mouvement képlérien au voisinage d’un mouve-
ment circulaire

On considère deux masses ponctuellesO etP , de masses respectivesm′ etm, en interaction gravitationnelle.
On étudie le mouvement relatif deP par rapport àO ; on noter et ṙ les vecteurs de position et vitesse relatives
deP . On donner0 et ṙ0 , les position et vitesse deP à un instant initial.

1 − Quelles conditions doivent satisfairer0 et ṙ0 pour que le mouvement deP soit circulaire de centreO et de rayon
a ? Que vaut alors le moyen mouvementn ? Exprimer la constanteC0 = |r0 ∧ ṙ0| en fonction dea et den. C(3.84)

2 − r0 et ṙ0 conservant des modules identiques à ceux de la question 1, on suppose que l’angle entrer0 et ṙ0 vaut
π/2− β , avecβ > 0. Le mouvement est alors elliptique.

(a) En utilisant les résultats du cours, justifier cette affirmation et donner le demi-grand axe de cette ellipse et
son moyen mouvement. Calculer la constante des airesC.

(b) En quelle position remarquable de l’ellipse se trouve le pointP à l’instant initial ? En déduire l’excentricité
de l’ellipse. Préciser la direction du péricentre, calculer l’anomalie vraiew0 deP à l’instant initial, ainsi
que les anomalies excentriqueE0 et moyenneM0 à cet instant, puis l’instant de passage au péricentre.

Avec ces éléments d’orbite on pourrait calculer la position deP à tout autre instant, par exemple en résolvant
numériquement l’équation de Kepler ou en utilisant les développements des coordonnées établis dans le cours
en fonction de l’anomalie moyenne.
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Au lieu de cela, on se propose ici de trouver des expressions de la distancer et de l’anomalie vraiew en
fonction du temps, développées directement à partir des équations différentielles du mouvement. On suppose que
les conditions initiales sont celles de la question 2, en considérant toutefois queβ est un angle assez petit pour que
l’on puisse développer une solution de ces équations au voisinage de la solution circulaire, par approximations
successives rapidement convergentes. On suppose donc connus le demi-grand axea, le moyen mouvementn et
l’excentricitée du mouvement.

3 − Soient(r, w) des coordonnées polaires deP , de pôleO, dans le plan contenantr0 et ṙ0 , telles qu’à l’instant
initial on ait : r0 = a etw0 = π/2 + β.

(a) Montrer qu’à cet instant, on a alors :ṙ0 = na sin β et ẇ0 = n cos β. C(3.28)

(b) Ecrire les 2 équations différentielles du mouvement deP associées aux composantes radiale et orthoradiale
de son accélération. En déduire les dérivéesr̈ et ẇ en fonction der .

(c) On poser = a(1 + ρ) , dM
dt

= n , C = C0(1 + η) et ε = w − M , où a, n et C0 sont les constantes du
mouvement circulaire de la question 1, et oùC est la constante des aires du mouvement elliptique.ρ et ε
sont des fonctions deM que l’on va rechercher, etη est une constante que l’on exprimera en fonction deβ.
Les quantitésρ , ε etη sont des quantités petites d’ordre 1, tout commeβ.

Montrer que les équations du mouvement prennent la forme suivante :

d2ρ

dM2
=

(1 + η)2

(1 + ρ)3
− 1

(1 + ρ)2
(1)

dε

dM
=

1 + η

(1 + ρ)2
− 1 (2)
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(d) A l’instant initial M vautM0 ; que valent alorsρ(M0) , dρ
dM

(M0) et ε(M0) ?

(e) Développer les seconds membres de (1) et (2) suivant les puissances croissantes deρ et deη ; on se limitera
aux termes de degré global inférieur ou égal à 3.

4 − En posante = sin β , on veut rechercher une solution de ces équations développée sous la forme :

ρ(M) = e ρ1(M) + e2 ρ2(M) + · · · + ep ρp(M) + · · ·
ε(M) = e ε1(M) + e2 ε2(M) + · · · + ep εp(M) + · · ·

η = e η1 + e2 η2 + · · · + ep ηp + · · ·
(3)

(a) Calculer les trois premiers coefficientsη1 , η2 etη3 .

(b) Développer les deux membres des équations obtenues en 3e suivant les puissances croisantes dee . On se
limitera également au degré 3 ene .
Par identification des termes de même degré ene , en déduire les équations différentielles que doivent
satisfaireρ1 , ρ2 , ρ3 , ε1 , ε2 et ε3 .
Préciser l’ordre dans lequel il faut prendre ces équations pour les intégrer.

5 − Intégrer l’ensemble de ces équations. On veillera à tenir compte des conditions initiales qui doivent s’appliquer

à chacune des quantitésρi , dρi

dM
et εi (pouri = 1, 2, 3).
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6 − En déduire le début du développement deρ et deε en série de Fourier deM .

Vérifier la valeur qu’ils donnent pourM = 0 et pourM = π. C(3.140)

Mettre ces développements sous la même forme que ceux obtenus dans le cours (en veillant notamment à leur
parité vis-à-vis de l’anomalie moyenneM ).
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3. Mouvement képlérien dans un repère tournant

On considère deux pointsO et P de masses respectivesM et m en interaction gravitationnelle suivant la loi
de Newton. Dans ce problème, on se propose d’étudier certains aspects du mouvement relatif deP par rapport à
O.

1 − On donne les vecteurs position et vitesse relative deP par rapport àO à un instantt1 : OP = r = r1 u1 et
ṙ =

√
K(M + m)/r1 u2 oùr1 est une constante positive et oùu1 etu2 sont deux vecteurs unitaires faisant entre

eux un angle notéα.

(a) Montrer que l’orbite deP est elliptique. Déterminer son demi-grand axea et son excentricitée en fonction
der1 et deα. Expliciter ensuitee, le vecteur de Laplace. En déduire l’anomalie vraiew1, puis l’anomalie
excentriqueE1 et l’anomalie moyenneM1 de P à l’instantt1, et enfin le temps écoulét1 − tp depuis le
dernier passage au péricentre. C(3.84b)

(b) SoitR0 = Oi0j0k0 un repère de directions fixes. Calculere, la longitude du nœud ascendantΩ, l’inclinaison
i et l’argument du péricentreω de l’orbite deP dans le cas oùu1 etu2 ont pour composantes dansR0 : C(3.92)

u1 = (0, 1, 0) et u2 = (1/2, 1/2,
√

2/2)

Dans toute la suite, on suppose que le pointP reste dans le plan fixeOi0j0 et on note(x, y, 0) ses coordonnées
dansR0.

2 − Exprimer les équations différentielles que vérifientx ety en fonction du gradient en(x, y) d’une fonctionF (x, y)
que l’on précisera.

Soit R = Oijk0 un repère en rotation uniforme autour deOk0, avec une vitesse angulaire donnén. On note
(X, Y, 0) les coordonnées deP dansR, etλ = nt + λ0 l’angle dont a tournéR à l’instantt par rapport àR0.
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3 − Exprimer les équations différentielles vérifiées parX et Y , en fonction du gradient en(X, Y ) de la fonction
F ′(X, Y ) définie par

F ′(X, Y ) = F (x(X, Y ), y(X, Y )) +
1

2
n2(X2 + Y 2)

4 − On poseρ2 = X2 +Y 2. Pour quelle valeur deρ le pointP est-il en équilibre relatif dans le repèreR (c’est-à-dire
fixe dans ce repère) ?

Dans la suite, on notea la valeur deρ correspondant à cet équilibre ; l’ensemble des positions d’équilibre
possibles deP est donc un cercle de rayona. On suppose maintenant queP est, à l’instant initial, au voisinage
d’une de ces positions d’équilibre et pour cela on pose :

X = a(1 + ξ) et Y = aη

oùξ etη sont des quantités variables que l’on suppose être toutes deux infiniment petites d’ordre 1. On supposera
que leurs dérivées première et seconde sont aussi des infiniment petits d’ordre 1. On se propose ainsi d’établir le
mouvementP au voisinage du point de coordonnées(a, 0, 0)

5 − Montrer que les équation différentielles vérifiées parξ etη peuvent s’écrire sous la forme :

d2ξ

dλ2 − 2
dη

dλ
=

∂U

∂ξ

d2η

dλ2 + 2
dξ

dλ
=

∂U

∂η

où

U(ξ, η) =
1

n2a2 F ′(a(1 + ξ), aη) (1)
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6 − Montrer que la fonctionU admet le développement suivant en puissances deξ et deη, limité à l’ordre 4 par
rapport à l’ensemble de ces variables :

U =
3

2
+

3

2
ξ2 − ξ3 +

3

2
ξη2 + ξ4 − 3ξ2η2 +

3

8
η4 (2)

En déduire les développements limités à l’ordre 3 de∂U
∂ξ

et de∂U
∂η

7 − On cherche une solution développée ordre par ordre sous la forme :

ξ(λ) = ξ1(λ) + ξ2(λ) + ξ3(λ) + · · ·
η(λ) = η1(λ) + η2(λ) + η3(λ) + · · ·

où lesξi(λ) etηi(λ) sont des quantités infiniments petites d’ordrei.

En reportant cette solution formellement dans les équations (1) et (2), et en identifiant les quantités du même
ordre, exprimer les équations différentielles que doivent vérifier successivementξ1 etη1, puisξ2 etη2, puisξ3 et
η3.

On devra trouver des expressions de la forme :

d2ξi

dλ2 − 2
dηi

dλ
− 3ξi = fi(ξ1, η1, . . . , ξi−1, ηi−1) (3)

d2ηi

dλ2 + 2
dξi

dλ
= gi(ξ1, η1, . . . , ξi−1, ηi−1) (4)

où fi et gi sont des polynômes ne comportant que des termes d’ordrei (sauf à l’ordre 1 où l’on a en particulier
f1 = g1 = 0).
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8 − Pouri = 1, intégrer une fois l’équation (4) en introduisant une constante d’intégrationC1 ; en déduire une équa-
tion différentielle ne dépendant plus que deξ1. Déterminer alorsξ1 en fonction deλ et de 2 nouvelles constantes
d’intégrationA1 etA2. Déterminer enfinη1 en fonction deλ et d’une quatrième constante d’intégrationC2.

CalculerC1 etC2 de façon à ce queη1 ne comporte ni terme constant, ni terme polynomial enλ, mais seulement
un terme trigonométrique enλ ; exprimerA1 etA2 de sorte qu’àt = 0 on ait :

[ξ1(λ)]t=0 = −e et [η1(λ)]t=0 = 0

où e est une constante positive supposée infiniment petite d’ordre 1 [ainsi,ξ1 et η1 pourront rester infiniment
petits d’ordre 1, et, si dans la suite on choisit comme conditions initialesξi = 0 et ηi = 0 pour i ≥ 2, on aura
finalementX = a(1− e) etY = 0 à t = 0].

9 − Reporter les solutions obtenuesξ1(λ) et η1(λ) dans les équations (3) et (4) pouri = 2 et intégrer ces équations
comme à l’ordre 1, en déterminant les constantes d’intégration pour queη2 ne comporte que des termes pério-
diques et pour qu’àt = 0 on aitξ2 = 0 et η2 = 0. Procéder de la même façon pour résoudre les équations (3) et
(4) pouri = 3.

La question 1 est indépendante des suivantes, et la question 8 peut être traitée en supposant acquise la question
7.
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4. Méthode d’Hamilton-Jacobi appliquée au mouvement képlérien

On considère un point matérielP de massem, mobile dans un plan fixe. SoientOi1i2 un repère fixe lié à ce
plan, et (x1, x2) les coordonnées cartésiennes deP dans ce repère. Le pointP est soumis uniquement à une force
qui dérive de la fonction de forces :

U(x1, x2) =
µ√

x2
1 + x2

2

(µ > 0)

1 − Calculer un lagrangien de ce système dynamique ; écrire les équations de Lagrange correspondantes.C(2.6)

2 − On notep1 et p2 les variables conjuguées respectives dex1 et x2. Calculer l’hamiltonienH correspondant ;
exprimer les équations d’Hamilton ; s’il y a une intégrale première, explicitez-la. C(2.11)

3 − On fait le changement de variables :(x1, x2, p1, p2) 7→ (X1, X2, P1, P2) défini par :

x1 = X2
1 −X2

2

x2 = 2 X1X2

p1 = (X1P1 −X2P2)/2ρ
2 avec ρ2 = X2

1 + X2
2

p2 = (X1P2 + X2P1)/2ρ
2

(a) Montrer que ce changement de variables est canonique. C8

(b) Montrer que le nouvel hamiltonien est alors :

H∗ =
1

4(X2
1 + X2

2 )

(
1

2m
(P 2

1 + P 2
2 )− 4µ

)
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(c) Montrer queH∗ est constant ; on noterah sa valeur.
(d) Exprimer les équations d’Hamilton associées àH∗. Transformer ces équations de façon à y faire apparaître

la constanteh.

4 − On pose :
dt = 4ρ2 du (1)

Montrer que les équations d’Hamilton précédentes peuvent alors s’écrire sous la forme canonique :

dXj

du
=

∂H1

∂Pj

et
dPj

du
= −∂H1

∂Xj

(2)

oùH1 est la fonction :H1 = 1
2m(P 2

1 + P 2
2 )− 4h(X2

1 + X2
2 )

5 − Intégrer les équations (2) en fonstion deu, puis l’équation (1) définissantt en fonction deu (on distinguera les
cash = 0, h > 0 eth < 0).

6 − Dans le cash < 0 , reprendre l’intégration des équations (2) par la méthode d’Hamilton-Jacobi transposée au
cas oùu remplacet : On cherchera une fonction génératrice

G1(X1, X2, α1, α2, u)

d’un changement de variables canoniques : C9.1

(X1, X2, P1, P2) 7→ (α1, α2, β1, β2)

tel que le nouvel hamiltonienH∗
1 soit nul ; on pourra poserH1 = α1 + α2 afin de rechercher une solution à

variables séparées de la forme :
G1 = F1(X1, α1, u) + F2(X2, α2, u)

TrouverF1 et F2, puis exprimer le changement de variables engendré parG1 ; on doit retrouver une solution
analogue à celle obtenue dans la question 5.
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5. Orbites de transfert et assistance gravitationnelle

Partie I.

On considère un corpsQ de massem, attiré selon la loi de Newton par le SoleilS de masseM . A l’instant
initial to, Q est situé à la distancero deS et possède la vitesse héliocentriquevo. On examine les trois situations
suivantes :

1 − La vitessevo est celle d’un mouvement circulaire. Exprimervo en fonction dero et des masses. Dans la suite,
cette vitesse circulaire sera désignée parVc0 et son module parVc0.

2 − La vitessevo est un vecteurVcβ déduit deVc0 par une rotation d’angleβ effectuée dans le plan du mouvement
circulaire précédent. Montrer sans calcul que le demi-grand axe de l’orbite deQ vautro. En déduire géométri-
quement l’anomalie vraie deQ à l’instantto, puis l’excentricité de l’orbite deQ et la durée écoulée à l’instantto
depuis le dernier passage deQ au périhélie. Que deviennent ces résultats pourβ = π/2 ? C(3.84b)

3 − La vitessevo est un vecteur égal àαVcβ , avec 0 < α <
√

2 . Exprimer le demi-grand axe et l’excentricité de
l’orbite deQ, en fonction dero, deα et deβ. Déterminer ensuite l’anomalie vraie deQ à l’instantto (par son
sinus et par son cosinus), et la durée écoulée à cet instant depuis le dernier passage deQ au périhélie. Montrer
que les vitesses au périhélie et à l’aphélie ont pour module :

V =
Vc0

α cos β

(
1±

√
1− α2(2− α2) cos2 β

)



•Sommaire •Page d’accueil •Précédente •Suivante •Retour •Retour Doc •Plein écran •Fermer •Quitter

�⊕
∅ Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez - Problèmes de Mécanique Céleste • Problème 5 • section 5.0.0 • Page 16 de 80

Partie II.

On considère maintenant, en plus du SoleilS de masseM , 2 corps ponctuelsT etP de massesm etµ telles
que µ � m � M ; on pourra alors négligerm devantM et µ devantm, et considérer queT et P suivent
des mouvements képlériens héliocentriques indépendants tant qu’ils ne sont pas très voisins l’un de l’autre. Ils
seront considérés comme très voisins l’un de l’autre dès queP entre dans la sphère d’influence deT elle-même
supposée très petite par rapport à la distance deT au Soleil. En passant à la limite, on supposera en fait queT n’aC
d’influence surP que lorsqueP est confondu avecT : l’effet surP consistera alors en un changement instantané
de la direction de la vitesse relative deP par rapport àT , sans modification de son module ; cette déviation sera
calculée par le formulaire du mouvement képlérien hyperbolique de foyerT , en faisant comme siP passait à une
distance péricentriquerm très petite mais non nulle, et en supposant que la vitesse asymptotique “à l’infini avant
le choc” est la vitesse par rapport àT possédée parP lors de son arrivée en coïncidence avecT . On considérera
enfin que tous les mouvements s’effectuent dans un même plan fixe.

Dans le cadre de ces hypothèses, on se propose d’examiner diverses trajectoires de transfert d’une sonde
spatiale entre la Terre et une planète : On cherche une trajectoire telle que la sonde, lancée depuis la Terre sur
une certaine orbite, revienne une fois vers la Terre et s’en serve alors comme d’un tremplin gravitationnel pour
être propulsée vers la planète visée.

Pour les applications numériques,T désignera la Terre etP la sonde spatiale ; on utilisera les données sui-
vantes :

- vitesse circulaire en repère héliocentrique à 1 ua :V1 = 29, 785 km/s
- vitesse circulaire en repère géocentrique à 1 rayon terrestre :v1 = 7, 905 km/s

4 − L’orbite héliocentrique deT est circulaire de rayonro et de périodeTo ; sa vitesse est doncVc0. A l’instant to, P
etT sont confondus etP quitteT avec une vitesse héliocentriquevo colinéaire à celle deT et de même sens ;P
amorce alors une première orbite héliocentrique (O1) et, pour queP revienne rencontrerT , on fait en sorte que
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la période de (O1) soit un multiple entierk deTo.

(a) Déterminervo en fonction dek et deVc0 pour qu’il en soit ainsi. Calculer aussi les distances périhélique et
aphélique et la vitesse héliocentrique deP au périhélie et à l’aphélie. Calculer enfin la vitesse relative deP
par rapport àT lorsqueP revient en coïncidence avecT au bout du tempskTo.

(b) A la suite de ce retour enT , le pointP amorce une autre orbite héliocentrique (O2). Montrer que, quelle
que soit la déviation subie (donc quel que soitrm), le demi-grand axe de (O2) est nécessairement plus petit
que celui de (O1). La vitesse héliocentrique au point de départ de cette nouvelle orbite peut être mise sous
forme d’un vecteurαVcβ (notations de la partie I). Déterminerα etβ en fonction dek, Vc0, rm etv1.

(c) Application numérique : Pourk = 2, ro = 1 ua etrm = 1,05 rayon terrestre , calculer les valeurs du
demi-grand axe et des distances périhélique et aphélique des deux orbites héliocentriques (O1) et (O2) (On
pensera à utiliser les résultats de la partie I). Suite à ce retour de la sonde vers la Terre, l’action de la Terre
permet-elle à la sonde d’atteindre ensuite l’orbite de Vénus ?

5 − L’orbite héliocentrique deT est toujours circulaire de rayonro et de périodeTo. Comme précédemment, à
l’instant to, P s’éloigne deT avec une vitesse héliocentriquevo colinéaire à celle deT et de même sens, mais
il amorce maintenant une orbite héliocentrique (O3) de périodeT3 légèrement supérieure au double deTo. Le
demi-grand axe de cette orbite est alors noté :a3 = ρro, avecρ > 22/3. Sur une telle orbite,P ne rencontrera
généralement plus le pointT mais, grâce à une correction de trajectoire adéquate, on va modifier ultérieurement
(O3) en (O4) pour faire revenirP versT .

(a) Calculer, en fonction deρ, de To et deVc0, l’excentricitée3 de l’orbite (O3), le temps écoulé depuisto
lorsqueP arrive pour la première fois à l’aphélie de (O3) et la vitesseV3aph au passage en ce point.
C’est à l’aphélie de (O3) qu’on effectue la correction de trajectoire : Une impulsion∆V , opposée àV3aph,
transforme (O3) en (O4), cette nouvelle orbite étant tangente à la précédente et sa périodeT4 étant cette fois
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légèrement inférieure àT3. Son demi-grand axe est noté :a4 = σro, avecσ < ρ. De cette façon, l’orbite
(O4) vient recouper l’orbite deT en 2 pointsI1 et I2. On supposera queP arrive pour la première fois
en ces points aux instants respectifst1 et t2 avect2 > t1. On se propose de trouver l’équation devant être
vérifiée parρ etσ pour queP etT arrivent en même temps en l’un de ces points.

(b) Calculer, en fonction deρ, de σ, de To et deVc0, l’excentricitée4 de (O4), la vitesseV4aph à l’aphélie,
l’impulsion ∆V , les anomalies vraie et excentrique deP aux pointsI1 et I2.

(c) En déduire les duréesd1 = t1 − to etd2 = t2 − to du trajet suivi parP depuis le départ jusqu’aux premiers
passages aux pointsI1 et I2. En déduire aussi les duréesd′1 etd′2 écoulées depuisto lorsqueT passe pour la
deuxième fois aux pointsI1 et I2. Vérifier que pourρ = 1, 64 etσ = 1, 57538094 , P etT se retrouvent en
même temps en l’un de ces points.

(d) Calculer la vitesse relative deP par rapport àT au moment de cette rencontre (module et composantes
radiale et orthoradiale). Faire l’application numérique pourρ = 1, 64 etσ = 1, 57538094.

(e) Pourρ = 1, 64 , σ = 1, 57538094, et rm = 1, 05 rayon terrestre, calculer la vitesse héliocentrique de
la sonde juste après cette rencontre avecT . En déduire le demi-grand axe et la distance aphélique de la
nouvelle orbite héliocentrique (O5) suivie désormais par la sonde. Quelles planètes la sonde peut-elle ainsi
atteindre ?

(f) Comparer l’énergie que la sonde a dû fournir pour atteindre l’aphélie de (O5) en suivant les orbites (O3),
(O4) et (O5), à l’énergie minimale qu’elle aurait dû fournir pour atteindre cette distance aphélique directe-
ment (c’est-à-dire sur une seule orbite képlérienne en partant de la Terre).

(g) Qu’y aurait-il de changé dans cette question 2 si, au lieu d’être circulaire, l’orbite deT était elliptique
d’excentricitée0, de périodeTo et de distance périhéliquero, les pointsP et T étant confondus à l’instant
to, chacun au périhélie de leur orbite ?

Dans la partie II, les questions 1 et 2 sont indépendantes.
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6. Assistance gravitationnelle de Jupiter pour la sonde Ulysse

On se propose d’examiner la possibilité d’envoyer une sonde spatiale dans un plan perpendiculaire à l’éclip-
tique, permettant ainsi l’observation des zones polaires du Soleil (mission ULYSSE). Pour économiser l’énergie
de lancement depuis l’orbite terrestre, on envoie d’abord la sonde passer tout près de Jupiter dont l’effet est de la
faire “rebondir” dans une direction qui dépend des conditions de vitesse dans lesquelles elle s’est approchée de
cette planète.

Dans tout le problème, on considèrera que la Terre décrit en 1 an une orbite circulaire de rayona0 = 1 ua,
et que Jupiter décrit dans ce même plan (écliptique) et dans le même sens, une orbite circulaire de rayonaJ =
5, 202 ua.

La masse des planètes étant très petite devant celle du Soleil, on peut considérer que le mouvement de la
sonde est régi par la seule attraction solaire, sauflorsqu’elle passe dans le voisinage immédiat des planètes ;
ce voisinage, ousphère d’influence, est la portion d’espace entourant chaque planète, à l’intérieur de laquelleC
les mouvements sont avantageusement décrits dans un repère lié à cette planète. On considérera que dans la
sphère d’influence d’une planète, les mouvements ne sont dus qu’à l’attraction de cette planète. On négligera la
durée du passage de la sonde dans la sphère d’influence d’une planète, mais on ne négligera pas le changement
d’orientation du vecteur vitesse subi lors de ce passage.

On aura besoin des seules données numériques suivantes :

- vitesse parabolique en repère héliocentrique à 1 ua :V0 = 42, 122 km/s
- vitesse parabolique en repère géocentrique à 1 rayon terrestre :v0 = 11, 180 km/s C(3.86)

- rapport des masses de la Terre et de Jupiter :µ = mJ
mT

= 317, 94

- rapport des rayons de la Terre et de Jupiter :ρ = RJ
RT

= 11, 194
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- rapport deaJ etRJ : aJ
RJ

= 10900.

Pour chaque question, on exprimera d’abord les réponses en fonction de ces quantités ou de celles introduites
dans le texte, et on terminera par l’application numérique.

1 − Quels sont, en km/s, les vitessesVT etVJ de la Terre et de Jupiter ?

2 − On suppose tout d’abord qu’entre la Terre et Jupiter, la sonde parcourt une orbite(T0) dite orbite de Transfert,
elliptique, tangente extérieurement à l’orbite de la Terre, et intérieurement à celle de Jupiter (et coplanaire à ces
deux orbites). Le sens de parcours sur(T0) est le même que celui de la Terre ou de Jupiter sur leur orbite.

(a) Déterminer, pour cette orbite de transfert, le demi-grand axea(T0), l’excentricitée(T0), la période de révo-
lution P(T0), les vitesses au périhélie (c’est-à-dire au voisinage de la Terre), et à l’aphélie (au voisinage de
Jupiter).

(b) En déduire la vitesse relative de la sonde par rapport à la Terre ou à Jupiter lorsqu’elle est au voisinage de
l’une ou de l’autre de ces planètes.

3 − L’orbite de transfert est maintenant(T1), exactement coplanaire à l’écliptique et tangente extérieurement à l’or-
bite terrestre, mais avec une distance aphélique très légèrement différente deaJ et valantaJ(1 + ε) . Ainsi,
le passage de la sonde à l’aphélie a lieu (ou aurait lieu en l’absence de perturbation par Jupiter) sur la ligne
Soleil-Jupiter, un peu en deçà ou au delà de Jupiter. Dans ces conditions, le passage de la sonde dans la sphère
d’influence de Jupiter s’effectue sur une orbite jovicentrique hyperbolique, coplanaire aux orbites précédentes,
de foyer Jupiter, et dont une asymptote est perpendiculaire à la direction Soleil-Jupiter et située à la distance

b = εaJ de Jupiter. La vitesse d’entrée sur cette orbite :
−−→
V (0)
∞ , est la vitesse relative de la question 2 - b) à

laquelle s’ajoute une petite correction provenant deb.
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(a) Déterminer cette correction en fonction deε ; on pourra pour cela effectuer un développement de la vitesse
aphélique limité à l’ordre 1 enε. Faire l’application numérique avecε = 10−3.
On négligera cette correction dans toute la suite, de sorte que la vitesse d’entrée sur l’orbite hyperbolique
est, quelque soitb, la vitesse relative de la question 2 - b).

(b) Déterminer la vitesse de sortie
−−→
V (1)
∞ par son module et par l’angle de déviationδ qu’elle fait avec la vitesse

d’entrée. On exprimera cette déviation en fonction derm (distance minimum du survol de Jupiter), dev0,
deρ et deµ. En déduire que, pratiquement, la déviation ne peut pas dépasser158◦ environ. Exprimer une
relation permettant de calculerb en fonction derm et deδ, et calculerb lorsquerm = RJ . C(3.88)

(c) Entre quelles limites est compris le module de la vitesse de la sondeen repère héliocentriqueaprès le survol
de Jupiter ?

(d) Entre quelles limites est compriseen repère héliocentriquela déviation de la sonde provoquée par ce sur-
vol ?

(e) La vitesse acquise par la sonde peut-elle être suffisante pour qu’elle soit éjectée du système solaire ? Sinon,
jusqu’à quelle distance du Soleil peut-elle aller ?

4 − On considère maintenant une orbite de transfert(T2) dont la distance aphélique est exactement égale àaJ (comme
(T0) ), mais(T2) n’est plus coplanaire aux orbites de la Terre et de Jupiter, de sorte que le passage de la sonde
à l’aphélie se produit un peu “au-dessus” ou “en-dessous” de Jupiter (survol des calottes polaires de Jupiter).
On désigne encore parb la distance à laquelle passerait la sonde au-dessus ou en-dessous plan orbital de Jupiter
si elle n’était pas perturbée par lui. La ligne des nœuds de cette orbite sur l’ecliptique est perpendiculaire à la
direction Soleil-Jupiter et son inclinaison sur l’écliptique vaut alors sensiblementb/aJ .

On peut considérer que l’orbite(T2) est issue d’une transformation de l’orbite(T0) : Lorsque la sonde passe,
sur(T0), à l’anomalie vraiew = 90◦, on lui donne une petite impulsion

−−→
∆V perpendiculairement à la direction
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Soleil-sonde et hors du plan de(T0), mais ajustée de façon à conserver le module de la vitesse ; cela revient à
“plier” (T0) autour de la direction Soleil-sonde, sans modifier la distance aphélique.

Lorsque, à l’aphélie de(T2), la sonde pénètre dans la sphère d’influence de Jupiter, elle décrit, en repère

jovicentrique, une orbite hyperbolique de foyer Jupiter, avec la même vitesse d’entrée
−−→
V (0)
∞ qu’avec(T0), mais

le plan de cette orbite est maintenant perpendiculaire à la direction Soleil-Jupiter. La déviation dans ce plan est
toujours limitée aux158◦.

(a) Préciser, en module et direction, les limites de la vitesse héliocentrique de la sonde après le survol de Jupiter.

(b) Après ce survol, la sonde décrit autour du Soleil une nouvelle orbite képlerienne(T ′) ayant une certaine
inclinaisoni par rapport à l’écliptique. Quelle est la valeur maximale dei ? A quelle déviationδ en repère
jovicentrique correspont-elle ? Pour quelle valeurb̄ deb obtient-on cette inclinaison maximale ?

(c) Montrer que pour avoiri = 90◦, il faudrait que
−−→
V (0)
∞ soit supérieur ou égal en module àVJ .

(d) Déterminer l’impulsion
−−→
∆V qu’il faut donner à la sonde pour transformer(T0) en une orbite(T2) dont

l’aphélie est situé à la distanceb̄ au dessus du plan de l’orbite de Jupiter.

5 − Pour obtenir l’inclinaison de90◦, on adopte finalement une orbite de transfert(T3) parabolique, tangente à
l’orbite terrestre et quasi-coplanaire à l’écliptique.

(a) Calculer la vitesse héliocentrique de la sonde à la distanceaJ (module, composantes radiale selon la direc-
tion Soleil-sonde et orthoradiale).

(b) Calculer la vitesse jovicentrique d’entrée
−−→
V (0)
∞ de la sonde dans la sphère d’influence de Jupiter (module,

composantes radiale selon Soleil-sonde et orthoradiale).
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(c) Après une trajectoire jovicentrique de la sonde dans un certain plan, la vitesse jovicentrique de sortie
−−→
V (1)
∞ a

même module qu’à l’entrée, et peut se décomposer en 3 composantesv1, v2, v3 (radiale selon Soleil-sonde,
orthoradiale dans le plan de l’orbite de Jupiter et orthoradiale perpendiculairement à ce plan). Il correspond
à cette vitesse de sortie une vitesse héliocentrique à trois composantes :v′1, v

′
2, v

′
3 .

Dans le cas oùv′1 = v′2 = 0, la nouvelle orbite héliocentrique(T ′) a la disposition cherchée (i = 90◦).
Calculerv′3 dans ce cas.
En déduire les caractéristiques de l’orbite(T ′) , notamment la distance à laquelle la sonde passe “au dessus”
des zones polaires du Soleil.

Les questions 3, 4 et 5 sont indépendantes.
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7. Envoi d’une sonde vers Vénus

On considère que la Terre et Vénus décrivent autour du Soleil des orbites circulaires et coplanaires, de rayons
respectifsat etav. Leurs masses sont très petites devant celle du Soleil mais très grandes devant celle de la sonde.
On appelle(T ) et (V ) les sphères d’influence respectives de la Terre et de Vénus. Le mouvement de la sonde
sera considéré comme képlérien héliocentrique à l’extérieur de ces sphères d’influence, et comme képlérienC
planétocentrique à l’intérieur de celles-ci. On négligera la durée du passage de la sonde dans(T ) et (V ), mais on
ne négligera pas les changements de vitesse (ou déviations) occasionnés par l’approche de ces planètes.

On aura besoin des seules données numériques suivantes :
- at = 1 UA et av = 0, 72 UA ; période de la Terre autour du Soleil : 1 an
- Vitesse circulaire héliocentrique à 1 UA :Vt = 29, 8 km/s C(3.84)

- Vitesse circulaire géocentrique à 1 rayon terrestre :v0 = 7, 88 km/s
- Rapport des masses de Vénus et de la Terre :mv

mt
= 0, 813

- Rapport des rayons de Vénus et de la Terre :Rv
Rt

= 0, 947, avecRt = 6370 km

1 − Au départ de la Terre, à la sortie de(T ), on donne à la sonde la vitesse minimale, parallèle à celle de la Terre,
suffisante pour atteindre l’orbite de Vénus. On demande :

(a) la vitesse héliocentrique de la sonde à la sortie de(T ) et à l’entrée de(V ),

(b) le temps mis par la sonde pour aller de la Terre à Vénus, ainsi que les positions relatives de la Terre, de
Vénus et du Soleil au moment du lancement de la sonde et au moment de son arrivée près de Vénus,

(c) la vitesse de la sonde par rapport à Vénus à l’entrée de(V ).
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2 − On désire que la sonde, après son survol de Vénus, ait une orbite héliocentrique elliptique dont la période soit
exactement 9/10 de celle de Vénus. On demande :

(a) le demi-grand axe de cette nouvelle orbite héliocentrique, la vitesse héliocentrique de la sonde à la sortie
de (V ) en module et en direction (angle que fait cette vitesse avec celle de Vénus), puis l’excentricité et
les nouvelles distances périhéliques et aphéliques [on pensera à représenter vectoriellement la composition
des vitesses à l’entrée et à la sortie de (V)],

(b) la déviation du vecteur vitesse de la sonde par rapport à Vénus durant la traversée de(V ) et l’altitude
minimale atteinte lors du survol de Vénus,

(c) au bout de combien de temps la sonde pourra-t-elle passer de nouveau au voisinage de Vénus ? Si, lors de
ce nouveau survol, la sonde passe exactement à la même altitude minimale qu’au premier passage, quels
seront le demi-grand axe et les distances périhéliques et aphéliques de l’orbite héliocentrique consécutive ?
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8. Perturbations d’un satellite par le frottement atmosphérique

On considère le système isoléconstitué d’un satelliteS de massem, en orbite autour de la Terre supposée
sphérique de centreO, de masseM , de rayonR et entourée d’une atmosphère possédant aussi la symétrie
sphérique : En un point situé à la distancer deO, la masse volumiqueρ ne dépend que der et, dans l’atmosphère,
elle suit la loi : C(5.27)

ρ(r) = ρ0 exp[−k(r − r0)] oùρ0, r0 etk sont des constantes positives.

L’effet du frottement atmosphérique surS est modélisé par l’accélération suivante :

F = −αṙ = −bρ(r)|ṙ|2 t où b est une constante positive

Dans ces expressions,r est le vecteurOS et r son module, ett est le vecteur unitaire de la vitesseṙ deS. C(4.38)

1 − Etablir, en la justifiant, l’équation différentielle vectorielle du mouvement relatif deS autour deO.

2 − Dans toute la suite, on considérera quem/M est une quantité négligeable et remplacée par zéro, et l’on pose
µ = KM où K est la constante de la gravitation universelle. On se propose d’établir certaines caractéristiques
du mouvement képlérien osculateur deS sous l’effet du frottement atmosphérique. On a obtenu en cours les
équations donnant les variations des “constantes” képlériennesh et e = e u0 en fonction de la perturbationF ;
avecF = −α ṙ, elles s’écrivent :

dh

dt
= −α |ṙ|2

µ
de

dt
= −2α

(
|ṙ|2 r − rṙ ṙ

)
En utilisant le formulaire du mouvement képlérien elliptique, en déduire que les équations aux variations pour le
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demi-grand axea et l’excentricitée peuvent s’écrire sous la forme :

1

a

da

dt
= −2α

2a− r

r
de

dt
= −2α

a(1− e2)

r
cos E

oùE est l’anomalie excentrique du mouvement képlérien osculateur.

3 − On effectue le changement de variables :n dt = r
a dE oùn est le moyen mouvement osculateur.

Exprimer da
dE

et de
dE

. En déduire que siq etQ sont respectivement les distances du périgée et de l’apogée, leurs
dérivées par rapport àE sont égales à :

dq

dE
= −2

α

n
q (1− cos E) et

dQ

dE
= −2

α

n
Q (1 + cos E)

En remplaçantα par son expression en fonction deb, ρ et |ṙ|, montrer qu’on obtient : C(5.28)

dq

dE
= −2baρ0 exp[−k(a− r0)] q (1− cos E)

√
1 + e cos E

1− e cos E
exp(kae cos E)

dQ

dE
= −2baρ0 exp[−k(a− r0)] Q (1 + cos E)

√
1 + e cos E

1− e cos E
exp(kae cos E)

(1)

On suppose quebaρ0 est une quantité très petite, de sorte que les variations dea, e, q et Q sont elles-mêmes
très petites. Alors, on peut considérer que dans les seconds membres des équations (1), ces variables sont des
constantes pendant tout le temps oùE varie de 0 à2π. Le développement de ces seconds membres en série de
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Fourier de la variableE possède un terme indépendant deE qui permet d’évaluer l’amplitude des variations∆q
et∆Q subies parq etQ sur un tour d’orbite :

∆q =

∫ 2π

0

( dq

dE

)
dE et ∆Q =

∫ 2π

0

(dQ

dE

)
dE

On suppose en outre que l’excentricité est suffisamment petite pour que l’on puisse développer les seconds
membres de (1) en puissances dee et ne conserver que les termes de degré inférieur ou égal à 1.

4 − Effectuer ces développements de façon à exprimer∆q et ∆Q en fonction des fonctions de BesselJ0 et J1,
sachant que, pourc réel, on a : C(3.116a)

1

π

∫ π

0

exp(c cos E) cosn E dE =


J0(ic) si n = 0 où i =

√
−1

1
i J1(ic) si n = 1

J0(ic)− 1
ic J1(ic) si n = 2

Application numérique: Le satellite est une sphère de 1 m de rayon et a une masse de 100 kg, de sorte queb

vaut π
100 m2/kg (b = 1

2
CD

A
m avecCD = 2, cf. cours). A l’instant initial, le périgée deS est à 300 km d’altitude

et l’apogée à 700 km (on prendraR égal au rayon équatorial donné dans le cours). Au périgée et à l’apogée, la
masse volumique de l’atmosphère vaut respectivement :ρ1 = 5. 10−11 kg/m3 etρ2 = 2. 10−13 kg/m3

5 − Calculera et e, puisρ0 etk en prenantr0 = q. Vérifier quebaρ0 est bien une quantité très petite.

6 − Calculer∆q et∆Q sachant que pourc = 2, 760 730, on a :

J0(ic) = 4, 029 935 et J1(ic) = 3, 186 121 i
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9. Perturbations d’un satellite par le J2 de la Terre

On se propose de construire et d’intégrer les équations du mouvement d’un satellite artificiel, dans le cas où
son orbite képlérienne osculatrice reste dans le voisinage d’un cercle lui-même proche du plan équatorial de la
Terre. On veut donc exprimer ces équations dans des variables adaptées aux faibles excentricités et aux faibles
inclinaisons. Dans tout ce problème, les notations utilisées sont celles du cours.

Partie A : Construction de quelques développements du mouvement képlérien elliptique.

On considère un pointS animé d’un mouvement képlérien elliptique de foyerO de demi-grand axea et
d’excentricitée. Dans toute la suite, on supposera que l’excentricité est suffisamment faible pour que l’on puisse
limiter les développements au degré 2 ene (degré 2 inclus). On connait le développement en série de Fourier de
la quantitéa/r : C(3.117)

a

r
= 1 +

∞∑
k=1

2Jk(ke) cos kM

A1. A l’aide du développement des fonctions de BesselJk(x) en série entière dex, exprimerar sous forme d’un
développement limité au degré 2 en excentricité. C(3.121)

A2. En posant :X = e exp
√
−1M et X̄ = e exp−

√
−1M , en déduire une expression dea

r sous forme
d’un polynôme enX et X̄, de degré 2 par rapport à l’ensemble de ces variables. C(3.145)
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A3. A partir de la loi des aires :r2dw = na2
√

1− e2 dt , déduire de (A2) une expression dedw
dM

sous forme

d’un polynôme de degré 2 enX et X̄. Par intégration, en déduire ensuite
√
−1(w −M) sous forme d’un

polynôme de degré 2 enX et X̄.

A4. En utilisant le développement limité de la fonction exponentielle au voisinage de zéro, exprimerθ =
exp

√
−1(w −M) sous forme d’un polynôme de degré 2 enX et X̄. On devra trouver : C(6.50)

exp
√
−1(w −M) = 1 + X − X̄ +

9

8
X2 − 1

8
X̄2 −XX̄

A5. Déduire des calculs précédents, les développements de
(a
r
)3

et de
(a
r
)3

θ2 sous forme de polynômes de
degré 2 enX et X̄. C(3.146)

Partie B : Développement du potentiel d’un corps sphéroïdal.

On considère une Terre sphéroïdale de centreO, de massem et de rayon équatorialR. Soit Ro un repère
principal d’inertie de la Terre. Le satelliteS est repéré dansRo par des coordonnées sphériquesr (distance au
pointO), λ (longitude),φ (latitude).

B1. Donner, sans démonstration, l’expression du développement en harmoniques sphériques du potentiel de
gravitation d’une telle Terre au pointS, exprimé en fonction des coordonnées sphériques deS. Ce dévelop-
pement est désigné dans la suite parU(S). C(4.30)

B2. Exprimer sin φ en fonction de l’inclinaisoni de l’orbite deS, et de l’angle ω + w que fait la direction
OS avec le nœud ascendant. C(5.30)
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B3. On pose :
L = Ω + ω + M = $ + M

Z = sin
i

2
exp

√
−1(L− Ω) et Z̄ = sin

i

2
exp−

√
−1(L− Ω)

Déduire de (B2.) qu’on a : √
−1 sin φ = (Zθ − Z̄θ̄)

√
1− ZZ̄

B4. En utilisant les résultats du (A), montrer que la partie perturbatrice du potentielU(S), développée jusqu’aux
termes de degré 2 en excentricité et inclinaison et limitée au terme enJ2, se met sous la forme : C(5.53)

U1(S) = Km J2
R2

a3

(
1

2
+

3

4
(X + X̄) +

9

8
(X2 + X̄2) +

3

4
XX̄ +

3

2
(Z2 + Z̄2)− 3ZZ̄

)
B5. On pose :x = e exp

√
−1$ et z = sin i

2 exp
√
−1Ω . On désigne encore parx̄ et z̄ les conjugués dex

et dez. ExprimerX, X̄, Z etZ en fonction de ces variables et deL. En déduireU1(S) exprimé en fonction
des 6 variables :a, x, x̄, z, z̄ etL.

Partie C : Equations du mouvement en variablesa, x, x̄, z, z̄ etL.

On prendra dans le cours les équations de Lagrange exprimées pour ces variables. C(5.52)

C1. Calculer les variationsda
dt

, dx
dt

, dz
dt

et dL
dt

en limitant leurs expressions aux termes de degrés 0 et 1 par
rapport à l’ensemble des variablesx, x̄, z et z̄. Déterminer aussi l’équation donnant les variations du moyen
mouvementn. C22.1.2
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C2. Effectuer sur ces équations le changement de variables suivant :

a = ao(t) + ∆a(ao, xo, x̄o, Lo)

x = xo(t) + ∆x(ao, xo, x̄o, Lo)

z = zo(t) + ∆z(ao, zo, z̄o, Lo)

L = Lo(t) + ∆L(ao, xo, x̄o, Lo)

On supposera que∆a, ∆x, ∆z et ∆L sont des fonctions infiniment petites du premier ordre enJ2, tandis
queao, xo, zo et Lo sont des fonctions du temps, d’ordre zéro enJ2 car elles dépendent avant tout des
constantes arbitraires qu’on introduira plus tard en intégrant les équations. On développera les seconds
membres des équations au voisinage deao, xo, zo et Lo, et on ne conservera, dans les deux membres de
chaque équation, que des termes d’ordre 0 et 1 enJ2.

C3. Dans les seconds membres de ces équations, on remarque que certains termes dépendent deLo : Ce sont
les termes périodiques. Ceux qui n’en dépendent pas sont qualifiés de termes séculaires. En identifiant les

variationsdao
dt

, dxo
dt

, dzo
dt

et dLo
dt

aux termes séculaires des seconds membres des équations établies en (C2),
on obtient des équations de la forme :

dao

dt
= 0 =⇒ ao(t) = aoo = constante

dxo

dt
=
√
−1ω1xo

dzo

dt
=
√
−1ω2zo

dLo

dt
= noo + ω3 = N = constante

oùnoo est une constante reliée àaoo par la loi de Kepler :n2
ooa

3
oo = Km.
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(a) Donnerω1, ω2 etω3 en fonction deaoo denoo deJ2 et deR.

(b) Avec les valeurs deKm, deJ2 et deR prises dans le cours, calculeraoo pour queN soit égal à 1 tour
en 12 heures.

(c) Calculer les valeurs deω1 etω2 pour cette valeur deaoo, puis les périodes correspondantes.

(d) Intégrer les équations donnantxo et zo. On déterminera les constantes d’intégration en supposant qu’à
l’instant t = 0, on ae = ‖xo‖ = 0, 02 et sin i

2
= ‖zo‖ = 0, 015 tandis que$ = arg(xo) = 20◦ et

Ω = arg(zo) = 135◦.

C4. Dans les équations établies en (C2), identifier les variationsd∆a
dt

, d∆x
dt

, d∆z
dt

et d∆L
dt

aux termes pério-
diques présents dans les seconds membres correspondants. Tenant compte des solutions obtenues en (C3),
calculer ensuite∆a, ∆x, ∆z et∆L en fonction du temps.
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10. Orbite héliosynchrone pour le satellite SPOT

Toutes les données numériques non précisées dans le texte du problème et nécessaires à sa solution, sont à
prendre dans le cours. Les notations sont aussi celles du cours.

On se propose ici d’examiner quelques aspects du mouvement du satellite SPOT, et notamment l’héliosyn-
chronisme de son orbite. Dans tout ce problème, pour les applications numériques, on prendra le demi-grand axe
de l’orbite de SPOT égal à 7000 km.

1 − Dans l’hypothèse d’une Terre sphérique, déterminer la période de révolution et le moyen mouvement d’un satel-
lite de la Terre, en fonction du demi-grand axe de son orbite. Calculer ces deux quantités pour le satellite SPOT.

2 − On considère que, dans toute la suite, la Terre a la forme d’un sphéroïde aplati et on suppose que, dans cette
question, on limite le développement de son potentiel de gravitation au terme enJ2.

(a) Donner, sans démonstration, l’expression d’ordre 1 enJ2, de la partie séculaire de la fonction perturbatrice,
notée< UJ2 >, exprimée en fonction des éléments orbitauxa, e et i. C(5.55)

(b) En déduire l’expression des variations séculaires des élémentsa, e, i etΩ. C(5.79)

(c) Calculer l’inclinaison moyenne sur l’équateur que doit avoir l’orbite du satellite SPOT, pour que le mou-
vement séculaire du nœud de son orbite s’effectue dans le sens direct, à raison de 1 tour en365.2563 jours
(orbite héliosynchrone). On supposera pour cela que l’excentricité moyenne de l’orbite du satellite est nulle.C(5.84)

3 − On suppose que, dans cette question, le développement du potentiel de la Terre est limité aux termes enJ2 etJ4.
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(a) Montrer que le terme enJ4 de ce développement, engendre un terme séculaire, noté< UJ4 >, égal à : C(5.58)

< UJ4 >= −Km J4
R4

a5

{(
105

64
sin4 i− 15

8
sin2 i +

3

8

) (
1 +

3

2
e2

)
+(

−35

16
sin4 i +

15

8
sin2 i

)
3

4
e2 cos 2ω

}
(1− e2)−7/2

Dans cette expression,ω est l’argument du péricentre. Pour l’obtenir, on pourra calculer la valeur moyenne
par rapport àM (anomalie moyenne), des quantités

(a
r
)n

sin pw et
(a
r
)n

cos pw (où w est l’anomalie
vraie) pour les quelques valeurs den et dep qui interviennent dans le terme enJ4. On pensera à effectuer
l’intégration surw plutôt que surM . C(5.56)

(b) En déduire l’expression de la contribution duJ4 au mouvement séculaire du nœud de l’orbite du satellite.

(c) Tenant compte des contributions duJ2 et duJ4 à ce mouvement, redéterminer l’inclinaison moyenne de
l’orbite de SPOT de façon à ce que son orbite soit héliosynchrone. On pourra déterminer cette inclinaison
par itérations, en partant de la valeur obtenue en 2c. On supposera encore que l’excentricité moyenne de
l’orbite est nulle.

4 − Dans cette question, on limite le développement du potentiel de la Terre à sa partie képlérienne et on consi-
dère que la perturbation du satellite SPOT est uniquement due au frottement atmosphérique. On suppose que
l’accélération perturbatrice due à ce frottement est de la forme :

γf = −α V 2 u

oùV est la vitesse képlérienne osculatrice du satellite,V son module etu son vecteur unitaire.α est un paramètreC(4.38)

physique et, dans les applications numériques, on prendraα = 10−13m−1.
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(a) Le frottement atmosphérique ainsi modélisé modifie-t-il le plan orbital du satellite ? Justifiez votre réponse.

(b) Montrer que le demi-grand axe varie suivant l’expression :

da

dt
= −2na2α

(
1 + e2 + 2e cos w

1− e2

)3/2

On pourra utiliser l’expression des variations dea issue directement des variations de l’intégrale première
de l’énergie. C(5.18)

(c) En déduire les variations séculaires du demi-grand axe et du moyen mouvement du satellite SPOT. Faire
l’application numérique en considérant que l’excentricité est nulle. De combien de mètres varie le demi-
grand axe du satellite SPOT en un tour d’orbite ?

(d) Ces variations séculaires s’écrivent :a = a0(1 + β1t) et n = n0(1 + β2t) . Du fait de ces variations,
on ne peut plus avoir une orbite héliosynchrone avec une inclinaison moyenne strictement constante. En
remplaçanta et n par a0(1 + β1t) et n0(1 + β2t) dans l’expression qui a permis, en 2c, de calculer
l’inclinaison de l’orbite héliosynchrone, déterminer cette inclinaison sous la forme d’un développement
limité : i = i0 + i1t , où i0 est l’inclinaison trouvée en 2c, et oùi1 est une quantité à déterminer. On
considérera toujours que l’excentricité est nulle.

5 − Dans cette question, on s’intéresse maintenant aux perturbations du satellite SPOT par le Soleil. On suppose que
l’orbite du satellite est héliosynchrone, circulaire, inclinée sur l’équateur de l’anglei déterminé en 2c (mouve-
ment du nœud dû au terme enJ2). On suppose en outre que l’orbite géocentrique du Soleil est circulaire, de rayon
a′, et située dans le plan équatorial de la Terre. Enfin, la période de révolution du Soleil est égale à365.2563 jours

(a) En utilisant les équations du problème des trois corps, montrer que la fonction perturbatrice du satellite due
au Soleil peut être réduite à l’expression : C(6.45)
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US =
K

a′

{( a

a′

)2
(

3

2
cos2 θ − 1

2

)
+ O

(
(a/a′)3

)}
oùθ désigne l’angle entre les directions géocentriques du Soleil et du satellite. On y a supposé aussi que laC(6.48)

masse du Soleil vaut 1.

(b) On donne :cos θ = cos2 i
2 cos(L − L′) + sin2 i

2 cos(L + L′ − 2Ω), où i et Ω sont l’inclinaison et le nœud
de l’orbite du satellite sur l’équateur, et oùL etL′ sont les longitudes moyennes du satellite et du Soleil.
Montrer que la partie séculaire deUS (partie indépendante de la longitude moyenneL du satellite) est
donnée par l’expression :

< US >= K
3a2

4a′3

(
cos4 i

2
+ sin4 i

2
+ 2 cos2 i

2
sin2 i

2
cos(2L′ − 2Ω)− 2

3

)
(c) En déduire la contribution du Soleil au mouvement séculaire du nœud du satellite.

Comment doit être placé le nœud de l’orbite du satellite par rapport au Soleil pour que cette contribution
soit nulle ? Calculer la valeur de cette contribution lorsqueΩ est égal àL′+π/4. La prise en compte de cette
contribution modifie-t-elle sensiblement la valeur de l’inclinaison de l’orbite héliosynchrone telle qu’elle a
été calculée en 2c ?
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11. Perturbations de l’orbite du satellite HIPPARCOS

On se propose d’étudier quelques particularités du mouvement d’ HIPPARCOS. Ce satellite devait être placé
sur une orbite géostationaire, mais, à cause de la défaillance de son moteur d’apogée, il se trouve “coïncé” sur une
orbite de transfert dont les caractéristiques sont : altitudes respectives du périgée et de l’apogée :hmin = 540 km
ethmax = 35900 km, inclinaison sur l’équateur :i = 6◦, 8.

1 − Dans cette question préliminaire, on suppose que la Terre est sphérique de rayonR = 6378 km, et que sa
constante d’attractionµ vaut 398600 km3.s−2.

(a) Déterminer le demi-grand axea, la périodeT et l’excentricitée de l’orbite actuelle d’HIPPARCOS. C(3.12)

(b) Déterminer la durée de chaque passage du satellite à une altitude inférieure à une quantité donnéeh. Faire
l’application numérique avech = 1000 km. C(3.24)

2 − Dans cette question, on étudie les impulsions instantanées qu’il aurait fallu donner à HIPPARCOS pour rendre
géostationnaire son orbite. La Terre est encore supposée sphérique.

(a) Soit ω l’angle entre la direction du nœud ascendant de l’orbite sur l’équateur et celle du périgée. En quels
points de son orbite doit se trouver le satellite pour qu’une certaine impulsion

−−→
∆1V donnée à cet instant

puisse rendre l’orbite coplanaire à l’équateur. Donner une condition devant alors être vérifiée par la nouvelle
vitesse :

−→
V +

−−→
∆1V . Calculer en ces points et en fonction deω, la distancer du satellite au centre de la Terre,

et les composantes radiale et orthoradiale de sa vitesse
−→
V , juste avant de donner l’impulsion.

(b) Déterminer
−−→
∆1V de façon à ce que l’ancienne et la nouvelle orbite aient même demi-grand axe. ExprimerC(3.83)−−→

∆1V dans la base localeu, v etk du mouvement képlérien suivi par le satellite juste avant l’impulsion. Pour
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quelle valeur deω le module de cette impulsion est-il minimal ? Calculer numériquement les composantes
du
−−→
∆1V correspondant à ce minimum.

(c) L’orbite étant maintenant supposée coplanaire à l’équateur, avec même demi-grand axe et même excentricité
qu’en 1a, en quels points de l’orbite peut-on donner au satellite une certaine impulsion

−−→
∆2V de façon à

rendre l’orbite géostationnaire. Calculer le vecteur
−−→
∆2V correspondant. On considérera pour ce calcul que

la Terre tourne sur elle-même en 86160 s.

3 − Dans cette question, on considère que la Terre, toujours sphérique, est entourée d’une atmosphère dont la masse
volumiqueρ décroît avec l’altitude selon la loi :

ρ(r) = ρπ exp(−α(r − q))

où ρπ et α sont deux constantes positives etr − q l’altitude au dessus du périgée. HIPPARCOS subit alors une
accélération due au frottement atmosphérique, dont l’expression est de la forme :γf = −CρV 2u1, oùC est une
constante positive,V le module de la vitesse du satellite sur son orbite géocentrique etu1 le vecteur unitaire de
cette vitesse.

(a) Montrer que le plan de l’orbite du satellite n’est pas perturbé par cette accélération.

(b) Montrer que les variations du demi-grand axe sont données par l’équation : C(5.18)

d
√

a

dt
= −√µ Cρ(r)

(
2a− r

r

)3/2

(c) Du fait de la très forte excentricité de l’orbite d’HIPPARCOS, les effets du frottement atmosphérique ne
sont sensibles que dans le voisinage du périgée, c’est-à-dire, d’après 1b, pendant une très courte durée.
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En développant le rayon vecteur képlérien en série de Taylor au voisinage d’un instant initialto quelconque,
montrer tout d’abord que l’on peut écrire :

r(t) = ro

(
1− µ

2r3
o

(t− to)
2 +

µṙo

2r4
o

(t− to)
3

)
+ ṙo (t− to)

(
1− µ

6r3
o

(t− to)
2

)
+ o((t− to)

4)

où ro et ṙo sont les vecteurs position et vitesse à l’instantto.
Appliquer cette relation au cas oùto représente l’instant de passage au périgée et, en introduisant la petite
quantitéu = (t − to)/T , en déduire que la distancer peut alors s’exprimer en fonction du temps, sous la
forme :

r(t) = q

[
1 +

2π2e

(1− e)3 u2 + o(u4)

]
(d) En déduired

√
a/dt au voisinage du périgée, exprimé en fonction du temps sous forme d’un développement

en puissances deu limité au degré 2. Intégrer cette équation entre les instantsto−δt etto+δt. On supposera
pour cela que l’excentricité est constante. Faire l’application numérique avecδt = 400 s, et les valeurs des
constantes :C = 10−3 m2.kg−1, ρπ = 2 × 10−10 kg.m−3 et α = 0, 01 km−1. En déduire la variation subie
par le demi-grand axe à chaque passage au périgée.

4 − Dans cette question, la Terre est considérée comme un sphéroïde, de rayon équatorialR et de constanteµ (mêmes
valeurs qu’en 1). On développe son potentiel de gravitation en harmoniques sphériques, mais on limite ce déve-
loppement au seul terme enJ2.

(a) Donner l’expression de la fonction perturbatriceU1 correspondante, en fonction des coordonnées sphériques
r, φ etλ d’HIPPARCOS, puis en fonction der, a, i, ω etw (anomalie vraie). Pourquoi n’a-t-on pas le droit
ici de développerU1 en puissances de l’excentricité ? C(5.53)
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(b) Calculer le terme constant du développement de Fourier deU1 en anomalie moyenneM , en fonction de
a, i et e, et en évitant de développer en puissances de l’excentricité. En déduire les variations séculairesC(5.55)

des élémentsω et Ω de l’orbite d’HIPPARCOS. Calculer numériquement ces variations (on prendraJ2 =
0, 00108). Avec quelle période la direction de l’apogée revient-elle en coïncidence avec celle d’un des
nœuds ? Que peut-on en déduire concernant la possibilité de réaliser la manœuvre évoquée dans la question
2a ?

5 − Dans cette question, on s’intéresse maintenant aux perturbations d’HIPPARCOS par la Lune. On suppose que
l’orbite géocentrique de la Lune est circulaire, de rayona′, située dans le plan équatorial de la Terre et parcourue
en27, 3215 jours.

(a) En utilisant les équations du problème des trois corps, montrer que la fonction perturbatrice du satellite due
à la Lune peut être réduite à l’expression : C(6.45)

UL =
Km

a′

{( r

a′

)2
(

3

2
cos2 θ − 1

2

)
+ o

(
(r/a′)3

)}
oùθ désigne l’angle entre les directions géocentriques du Soleil et du satellite. La massem de la Lune vautC(6.48)

la fraction 1/81,4 de celle de la Terre.

(b) Montrer que l’on a :

cos θ = cos2 i

2
cos($ + w − L′) + sin2 i

2
cos($ + w + L′ − 2Ω)

où i, $ etΩ sont l’inclinaison et les longitudes du périgée et du nœud de l’orbite du satellite sur l’équateur,C(6.56)

oùw est l’anomalie vraie du satellite et oùL′ est la longitude moyenne de la Lune.
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(c) Montrer que dans le développement en série de Fourier deUL par rapport à l’anomalie moyenneM , le
terme constant (indépendant deM et deL′) est donné par l’expression suivante (on pensera à intégrer par
rapport à l’anomalie excentriqueE au lieu deM ) :

< UL >= Km
3a2

4a′3

[(
cos4 i

2
+ sin4 i

2
− 2

3

) (
1 +

3e2

2

)
+ 5e2 cos2 i

2
sin2 i

2
cos 2ω

]
(d) En déduire les perturbations séculaires du nœud et du périgée de l’orbite d’HIPPARCOS sous l’influence

de la Lune.

Les questions 3, 4 et 5 sont indépendantes.
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12. Deux exemples de mouvements d’un satellite artificiel de Mars

On se propose d’examiner deux configurations particulières concernant un éventuel satellite artificiel placé
en orbite autour de la planète Mars. Cette planète ici est considérée comme un solide de massem, de centre de
masseO, et tournant sur lui-même autour d’un axeOk0 de direction fixe avec une vitesse angulaire constante
ω0 égale à 1 tour en 24h 37m 22s,7. On désigne parR = Oijk0 un repère liè à la planète, et parR0 = Oi0j0k0

un repère de directions fixes. On repère les points de l’espace par des coordonnées sphériques(r, λ, ϕ) dans le
repèreR lié à Mars, ou(r, α, δ) dans le repèreR0 ; on a alors notamment :α = ω0t + λ. La constanteµ = Km
représentant l’attraction gravitationnelle de Mars vaut4, 282 82 1013m3s−2.

On négligera l’influence du Soleil sur Mars et sur ses satellites, et on pourra ainsi considérer que le repèreR0

est galiléen.

Partie I : mouvement stationnaire d’un satellite de Mars

Il s’agit d’une situation dans laquelle le satellite reste fixe dans un repère lié à la planète Mars (comme les
satellites géostationnaires dans le cas de la Terre).

1 − La planète Mars étant ici supposée de forme sphérique, déterminer où il faudrait placer le satellite et avec quelle
vitesse pour qu’il soit stationnaire. Calculer la distance correspondante du satellite au pointO.

2 − Mars est maintenant un sphéroïde d’axeOk0 et de rayon équatorialae = 3 397, 2km.

(a) Donner, sans démonstration, l’expression du développement du potentiel de gravitation de Mars en un point
P , en fonction des coordonnées sphériques deP dans les repèresR etR0.
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(b) Exprimer les composantes, en coordonnées sphériques, du vecteur accélération deP par rapport àR0 ;
identifier ces composantes à celles issues du champ de gravitation de Mars.

(c) Montrer que si le satellite est lancé initialement dans le plan équatorial de Mars, avec un vecteur vitesse
lui-même contenu dans ce plan, la trajectoire du satellite reste dans ce plan.

(d) Avec quelle vitesse faut-il lancer le satellite dans ce plan pour que sa trajectoire soit circulaire de rayonρ ?

(e) Pour quelle valeur deρ un tel satellite est-il stationnaire ? Calculer cette valeur en limitant le développement
du potentiel au terme enJ2 (on utilisera la valeur :J2 = 0, 001 964).

3 − En fait, Mars n’est pas exactement un sphéroïde : On considère dans cette question et la suivante, que le déve-
loppement de son potentiel de gravitation est donné par l’expression suivante, dans le repèreR lié à Mars : C(4.35)

U(P ) =
Km

r
[1− J2

a2
e

r2 (
3

2
sin2 ϕ− 1

2
) + 3J22

a2
e

r2 cos2 ϕ cos(2λ− 2λ22)]

(a) Calculer les composantes de l’accélération deP par rapport àR0. C(4.36)

(b) En déduire les valeurs der, λ etϕ pour lesquelles un satellite placé enP avec une vitesse convenable, décrit
une orbite circulaire en restant stationnaire à la longitudeλ. Comparer ces valeurs der aux précédentes
évaluations (on utilisera les valeurs :J22 = 0, 000 063 13 etλ22 = 75◦, 3).

4 − On suppose désormais que le mouvement du satellite s’effectue dans le plan équatorial de Mars (ϕ = 0). Le mou-
vement du satellite dansR0 est représenté, au voisinage du mouvement stationnaire, par les éléments osculateurs
a, L, e et $ (notations du cours). Le développement de la fonction perturbatrice du satellite en fonction de ces
éléments osculateurs est alors donné par l’expression suivante, valable dans le cas d’une excentricité infiniment
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petite :

U1 = Km
a2

e

a3 {
1

2
J2 (1 +

3

2
e2 + 3e cos(L−$) +

9

2
e2 cos(2L− 2$))

+ 3J22 cos(2L− 2ω0t− 2λ22)}
Dans cette expression, les termes en(L −$) ou en(2L − 2$) sont à courte période tandis qu’au voisinage du
mouvement stationnaire, ceux en(2L− 2ω0t− 2λ22) ont une période beaucoup plus longue.

(a) Montrer qu’en ne prenant dansU1 que les termes séculaires et à longue période de plus bas degré en
excentricité, les variations correspondantes du demi-grand axe et de la longitude moyenne sont données par
les équations : C(5.51)

1

a

da

dt
= −12n J22

a2
e

a2 sin(2L− 2ω0t− 2λ22)

dL

dt
= n + n

a2
e

a2 [3J2 + 18J22 cos(2L− 2ω0t− 2λ22)]

(b) Un mouvement stationnaire (ou synchrone) à la verticale du point de longitudeλ0 est défini par la condition :
L = ω0t + λ0. Retrouver que les positions d’équilibre stationnaire sont données parλ0 = λ22 + kπ/2.

(c) En posant :L = ω0t + λ0 + q etn = ω0(1 + p), on introduit deux nouvelles variablesp etq remplaçanta et
L (en notantas le demi-grand axe synchrone vérifiantω2

0a
3
s = Km = n2a3, on a aussi :a = as(1+p)−2/3).

Exprimer les équations donnantdp
dt

et dq
dt

. Vérifier qu’elles admettent la solutionp = p0 constant etq = 0,
correspondant à un mouvement stationnaire. Calculeras et les valeurs possibles dep0 correspondant aux
différentes valeurs deλ0.

(d) En cherchant une solution voisine :p = p0 + ∆p et q = 0 + ∆q où ∆p et ∆q sont des quantités petites,
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montrer que l’on peut se ramener à l’équation du second ordre :

d2∆q

dt2
− 18ω2

0

a2
e

a2
s

J22 (1 + p0)
10/3 sin 2(∆q + k

π

2
) = 0

En linéarisant cette équation, exprimer les variations de∆q en fonction du temps. Déterminer lesquelles des
positions d’équilibre stationnaire sont stables, c’est-à-dire correspondent à des petites oscillations autour
d’une position d’équilibre. Calculer la période de ces petites oscillations dans les cas stables.

Partie II : mouvement héliosynchrone d’un satellite de Mars

Il s’agit d’une situation dans laquelle le plan de l’orbite osculatrice du satellite de Mars tourne en moyenne à
raison d’un tour en686,9798 jours (période sidérale de Mars autour du Soleil)

On considère que le développement en harmoniques sphériques du potentiel de gravitation perturbateur de la
planète Mars est limité aux seuls termes enJ2 et enJ3 ; pour Mars, on aJ3 = 0, 000 036 soit près de 2% de la
valeur deJ2 donnée plus haut. Une façon d’exprimer ce potentiel en fonction des éléments d’orbite d’un satellite,
consiste à développer chacun de ces termes en série de Fourier par rapport à l’anomalie moyenneM ; une telle
série comporte une partie moyenne (indépendante deM ), qu’on appelle ici partie séculaire.

1 − Donner, sans démonstration, l’expression exacte de la partie séculaire du terme enJ2, en fonction des éléments
osculateursa, e et i de l’orbite d’un satellite. En déduire qu’en limitant la fonction perturbatrice à cette partie
séculaire enJ2, ces 3 éléments osculateurs sont constants, tandis que les élémentsΩ, ω etM sont des fonctions
linéaires det. C(5.79)
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2 − Exprimer les vitesses angulaires moyennesnΩ et nω du noeud et du péricentre. Calculer la valeur qu’il faut
donner à l’inclinaison du plan orbital sur l’équateur de Mars, pour que le noeud tourne dans le sens direct à
raison d’un tour en686,9798 jours ; on fera ce calcul pour une orbite d’excentricité égale à0,1 et de demi-grand
axe égal à3 550km. Calculer la valeur correspondante denω. C(5.83)

3 − Exprimer le terme enJ3 en fonction des coordonnées sphériquesr et ϕ du satellite. Exprimer ensuitesin ϕ en
fonction des élémentsi, ω etw. Montrer enfin que la partie séculaire du terme enJ3 vaut :

UJ3 = −Km J3
a3

e

a4

e

(1− e2)5/2
(

15

8
sin3 i− 3

2
sin i) sin ω

4 − Appliquer les équations de Lagrange à cette partie séculaire enJ3. En déduire que seula demeure constant, tandis
que les autres éléments admettent maintenant des variations périodiques. Calculer l’amplitude de ces variations
en supposant, pour intégrer ces équations, que leurs seconds membres sont donnés en fonction du temps grâce à
la solution issue de la partie séculaire enJ2 trouvée dans la question 1. On utilisera les données numériques deC(5.79)

la question 2.

On rappelle les formules classiques :

sin3 a =
3

4
sin a− 1

4
sin 3a et cos3 a =

3

4
cos a +

1

4
cos 3a

Les parties 1 et 2 sont indépendantes l’une de l’autre, mais on ira prendre dans la partie 1 les valeurs
numériques deJ2 etae utiles pour traiter la partie 2.
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13. Problème des 3 corps : sphère d’influence d’une planète

On considère le système des 3 corps constitué du SoleilS, de masse 1, d’une planèteP , de massem, et d’un
planétoïdeQ de masseµ négligeable (on prendraµ = 0). On note−→r ,−→ρ et

−→
∆ les vecteurs respectifs

−→
SP ,

−→
SQ et−→

PQ ; r, ρ et∆ sont les modules respectifs de ces vecteurs.

1 − Quelle est la nature du mouvement héliocentrique deP ?

2 − Ecrire l’équation du mouvement héliocentrique deQ. On la mettra sous forme d’une somme d’une accélération
képlerienne

−→
A0 et d’une accélération perturbatrice

−→
A1. C(6.17)

3 − Ecrire l’équation du mouvement planétocentrique deQ. On la mettra également sous forme d’une somme d’un
terme képlerien

−→
B0 et d’un terme perturbateur

−→
B1. C(6.18)

4 − La Sphère d’influenced’une planète est définie comme étant le volume contenant la planète, à l’intérieur duquel

on a : |
−→
B1|

|
−→
B0|

≤ |
−→
A1|

|
−→
A0|

. L’égalité de ces deux rapports définit une surface(Σ) qu’on se propose de déterminer ; pour

cela, on pose :u = ∆
r

etφ = angle(
−→
PS,

−→
PQ).

(a) Montrer que l’on a :

|−→A1| =
Km

∆2

(
1− 2 u2 cos φ + u4

)1/2

et

|−→B1| =
K

r2

[
1 + (1− 2 u cos φ + u2)

2 − 2 (1− u cos φ)
√

1− 2 u cos φ + u2
]1/2

1− 2 u cos φ + u2
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Pour obtenir|−→B1|, on pourra d’abord évaluerρ2 et−→r · −→ρ en fonction der, ∆ etφ.

(b) En déduire, en fonction dem, u et φ, les rapports|
−→
B1|

|
−→
B0|

et |
−→
A1|

|
−→
A0|

, puis l’équation de la surface(Σ), qu’on

mettra sous la forme :
m2 = f(u, φ)

5 − Si m est petit devant 1, il apparaît que, sur(Σ), u est également petit ;
(a) montrer que le développement def(u, φ) selon les puissances deu, limité à son terme de plus bas degré

vaut :u5 (1 + 3 cos2 φ)1/2 C(6.38)

(b) En déduire que(Σ) est sensiblement sphérique.

(c) Calculer la valeur commune des rapports|
−→
B1|

|
−→
B0|

et |
−→
A1|

|
−→
A0|

lorsque le pointQ est sur(Σ), au premier ordre

significatif enm.

6 −m étant désormais quelconque, on s’intéresse au pointM de(Σ) situé sur la droiteSP , entreS etP (correspon-
dant àφ = 0).

Montrer que la valeur deu correspondant à ce point est donnée par l’équation :

m2 =

(
u

1− u

)5
2− u

1 + u

7 − Il existe d’autre part, entreS et P , un pointL (point de Lagrange) tel que siQ est placé enL avec une vitesse
convenable, son mouvement héliocentrique est homothétique de celui deP , avec le Soleil comme centre d’ho-
mothétie. On cherche à montrer l’existence d’une telle solution au problème des trois corps, et à situer le point
L.
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(a) Particulariser l’équation donnant
d2−→ρ
dt2

obtenue en 2), dans le cas oùQ est homothétique deP ; on a alors−→ρ = (1− u)−→r , u étant une constante.C(6.20)

(b) L’équation du mouvement deP est :

d2−→r
dt2

= −K(1 + m)−→r
r3

Avec−→ρ = (1− u)−→r , en déduire une autre expression ded2−→ρ
dt2

.

(c) Par identification de ces deux expressions ded2−→ρ
dt2

on obtient l’équation :

m =

(
u

1− u

)3
3− 3u + u2

1 + u + u2

qui définit la position deL. Que peut-on dire de la position deL par rapport au pointM de la question 6),
notamment lorsquem est petit ?
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14. Problème des 3 corps : coordonnées de Jacobi, application à la Lune

On considère un système isolé composé de 3 corps ponctuelsP0, P1 et P2, de massesm0, m1 et m2, en
interaction gravitationnelle.

Dans la suite, pour toute fonction scalaire des pointsPi, calculable en fonction de vecteurs−→ρi qui repèrent
Pi dans un certain repère :Φ(P0, P1, P2) ≡ Φ(−→ρ0 ,−→ρ1 ,−→ρ2), on notera∂Φ

∂−→ρk
le gradient deΦ au pointPk dans ce

repère, c’est-à-dire le vecteur de composantes( ∂Φ
∂xk

, ∂Φ
∂yk

, ∂Φ
∂zk

) où (xk , yk , zk) sont les composantes de−→ρk dans

ce repère.

SoientG le centre de masses du système des 3 corps,R0 un repère galiléen d’origineG, etK la constante de
gravitation. On note−→ρi les vecteurs

−−→
GPi , de composantes (xi, yi, zi) dans ce repère, pouri = 0, 1, 2.

1 − Ecrire la relation existant entre les−→ρi .

2 − Exprimer l’énergie potentielle des 3 corps sous forme d’une fonction scalaire des vecteurs−→ρi notée :U(−→ρ0 ,−→ρ1 ,−→ρ2).

A quoi s’identifient les gradients∂U
∂−→ρ0

, ∂U
∂−→ρ1

, ∂U
∂−→ρ2

? Justifier votre réponse.

3 − On définit les mouvements relatifs suivants : le mouvement deP1 est rapporté à un repèreR1 d’origine P0, et
celui deP2 à un repèreR2 d’origine G1 , centre de masses deP0 et deP1. Ces deux repères sont en translation
par rapport àR0.

On note−→r1 =
−−→
P0P1 et−→r2 =

−−−→
G1P2, etr1 et r2 leurs modules. Cjacobi

(a) Les vecteurs
−−→
P0P1,

−−→
P0P2 et

−−→
P1P2 s’expriment, soit en fonction des−→ρi (i=0,1,2), soit en fonction des−→rj (j=1,2).

En déduire−→r1 et−→r2 en fonction de−→ρ0 ,−→ρ1 et−→ρ2 .
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(b) SoitΦ une fonction scalaire des vecteurs
−−→
P0P1,

−−→
P0P2 et

−−→
P1P2 ; Φ peut être considérée comme fonction des

vecteurs−→ρ0 ,−→ρ1 ,−→ρ2 , ou comme fonction des vecteurs−→r1 et−→r2 .

Calculer, pouri = 0, 1, 2, les gradients∂Φ
∂−→ρi

aux pointsPi dansR0, en fonction des gradients∂Φ
∂−→r1

enP1

dansR1 et ∂Φ
∂−→r2

enP2 dansR2.

(c) Montrer que les équations du mouvement relatif deP1 dansR1 et celui deP2 dansR2 peuvent se mettre
sous la forme :

m0 m1

m0 + m1

−̈→r1 = − ∂U

∂−→r1

(m0 + m1) m2

m0 + m1 + m2

−̈→r2 = − ∂U

∂−→r2

avec

U = −

Km0 m1

‖−→r1‖
+

Km0 m2∥∥∥∥−→r2 +
m1

m0 + m1

−→r1

∥∥∥∥ +
Km1 m2∥∥∥∥−→r2 −

m0

m0 + m1

−→r1

∥∥∥∥


où‖−→x ‖ désigne le scalaire
√−→x · −→x

4 − On suppose queP0 représente la Terre,P1 la Lune etP2 le Soleil. On a alorsm2 = 1 etm0 etm1 sont très petits
devantm2. Le rapportr1

r2
est lui aussi toujours petit devant l’unité. Soitθ l’angle entre

−−→
P0P1 et

−−−→
G1P2. Notons que

les repèresR1 et R2 sont bien adaptés au problème du mouvement géocentrique de la Lune car, dans la théorie
du mouvement des planètes, c’est le mouvement du barycentre Terre-Lune autour du Soleil qui est connu plutôt
que celui de la Terre seule.
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(a) En développantU selon les puissances croissantes der1
r2

jusqu’au degré voulu, montrer que les équations
du mouvement prennent la forme :

−̈→r1 =
∂

∂−→r1

(
K(m0 + m1)

r1

+ U1

)
−̈→r2 =

∂

∂−→r2

(
K(m0 + m1 + m2)

r2

+ U2

)
avec

U1 = K m2

[
r2
1

r3
2

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
+

m0 −m1

m0 + m1

r3
1

r4
2

(
5

2
cos3 θ − 3

2
cos θ

)]
U2 =

K m0 m1 (m0 + m1 + m2)

(m0 + m1)
2

r2
1

r3
2

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
Remarque : Le termeU2 manifeste l’influence perturbatrice du système Terre-Lune sur le mouvement os-
culateur du Soleil autour deG1 , (mouvement défini par le termeK (m0 + m1 + m2)/r2 ), ou inversement
sur le mouvement osculateur du barycentre Terre-Lune autour du Soleil.
Avec les valeurs numériques :r1 ≈ 380. 103 km, r2 ≈ 150. 106 km, m1 = m0/81, 3 , comparer l’ordre de
grandeur des 2 termes deU1 à celui deU2.

(b) Montrer que la partie séculaire deU2 vaut :

n2
2 a2

1

m0 m1

(m0 + m1)
2

(
1

4
− 3

8
sin2 i

) (
1 +

3

2
e2
1 +

3

2
e2
2 + O(e4)

)
où n2 et a1 sont le moyen mouvement du Soleil et le demi-grand axe de l’orbite lunaire, oùi représente
l’inclinaison du plan de l’orbite lunaire sur l’écliptique, et oùe1 et e2 sont les excentricités respectives
de l’orbite géocentrique de la Lune et de l’orbite barycentrique du Soleil. On pourra calculer cette partie
séculaire, d’abord pour des orbites circulaires inclinées, puis pour des orbites coplanaires excentrées, et
faire le produit de ces deux résultats limités à l’ordre 2.
En déduire la partie séculaire du premier terme deU1 .
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(c) En applicant les équations de Lagrange, en déduire la perturbation séculaire du nœud de l’orbite lunaire, et
celle de la longitude du périgée de l’orbite barycentrique du Soleil. C(5.51)

Avec les moyens mouvementsn1= 1 tour en 27 jours, etn2= 1 tour par an, avec les demi-grands axes
a1= 384000 km eta2= 149,6106 km, avec l’inclinaisoni = 5◦, 129 et les excentricitése1 = 0, 0549 et
e2 = 0, 0163 , calculer ces perturbations séculaires en secondes de degré par an.
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15. Problème restreint des 3 corps : planétoïde autour d’une étoile double

On considère un couple d’étoiles doubles assimilable à 2 points matérielsE et E ′, de masses respectivesm
et m′, en interaction gravitationnelle. SoientO leur centre de masse,ρ et ρ′ les distancesOE et OE ′. Ces deux
corps tournent dans un plan fixe et soitO

−→
i
−→
j un repère orthonormé galiléen de ce plan. On suppose que les

mouvements absolus deE et E ′ dans ce plan sont circulaires, de centreO et de rayonsρ et ρ′ ; on notea0 la
distanceEE ′ etn0 la vitesse angulaire des deux corps. La direction du vecteur

−−→
OE est repérée dansO

−→
i
−→
j par

l’angleα = (O
−→
i ,
−−→
OE) = n0 t.

1 − Exprimerρ, ρ′ etn0 en fonction dea0 et des masses.

2 − ExprimerU(r, θ), potentiel de gravitation des massesm et m′ en un pointP du planO
−→
i
−→
j , en fonction des

coordonnées polaires(r, θ) deP dans ce repère, et en fonction des quantitésρ, ρ′ etα qui repèrent les pointsE
etE ′ dans ce plan.

3 − Développer ce potentiel en polynômes de Legendre en considérant que les rapportsρ
r et ρ′

r sont des infiniments
petits d’ordre 1. On limitera ce développement aux termes d’ordre 3 inclus. C(4.19)

4 − Montrer que ce développement peut être réduit à l’expression :

U(r, θ) = U0 + U2 + U3
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avec :

U0 =
K(m + m′)

r

U2 =
Kmm′

m + m′
a2

0

r3 (
3

2
cos2(θ − α)− 1

2
)

U3 =
Kmm′(m′ −m)

(m + m′)2

a3
0

r4 (
5

2
cos3(θ − α)− 3

2
cos(θ − α))

Dans toute la suite, on négligera le termeU3. On suppose désormais que le pointP est un planétoïde de masse
µ très petite, qui subit l’attraction des 2 étoiles mais qui ne perturbe pas le mouvement circulaire de celles-ci. On
suppose encore que le mouvement deP s’effectue dans le planO

−→
i
−→
j , à une distancer suffisamment grande

devanta0 pour queU = U0 + U2 représente convenablement le potentiel de gravitation des 2 étoiles au pointP .

5 − Calculer les composantes radiale et orthoradiale de la force de gravitation exercée surP [c’est-à-dire compo-
santes dans la base locale des coordonnées polaires(r, θ)].

6 − Le potentiel de gravitation étant la somme d’une partie képlérienneU0, et d’une partie perturbatriceU2, on consi-
dère qu’à chaque instant, le mouvement deP est représenté par un mouvement képlérien osculateur de foyerO et
situé dans le planO

−→
i
−→
j ; ce mouvement osculateur est supposé elliptique, de demi-grand axea, de excentricité

e (supposée petite), de longitude du péricentre$, de longitude moyenneL ; on note aussi respectivementw et
M = L−$ les anomalies vraie et moyenne deP ; on a alors :θ = $ + w = L + (w−M). On introduit encore
les variables complexes

X = e exp
√
−1M = e exp

√
−1 (L−$) et X̄ conjugué deX
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On donne enfin les développements dea
r et de l’équation du centre(w−M), limités au degré 2 en excentricité :

a

r
= 1 + e cos M + e2 cos 2M

w −M = 2e sin M +
5

4
e2 sin 2M

(a) Exprimer les développements limités au degré 2, dea
r et de(w − M) en fonction des variablesX et X̄,

puis construire ceux de(ar )3 et de(ar )3 exp
√
−12(w −M), exprimés dans ces mêmes variables. C(3.145)

(b) En déduire que le développement deU2 peut s’écrire sous la forme :

U2 =
Kmm′

m + m′
a2

0

a3

[
1

4
(1 +

3

2
(X + X̄) +

9

4
(X2 + X̄2) +

3

2
XX̄)

+
3

8
(1 +

7

2
X − 1

2
X̄ +

17

2
X2 − 5

2
XX̄) exp

√
−1 (2L− 2α)

+
3

8
(1 +

7

2
X̄ − 1

2
X +

17

2
X̄2 − 5

2
XX̄) exp−√

−1 (2L− 2α)
]

soit encore, finalement :

U2 =
Kmm′

m + m′
a2

0

a3

[
1

4
(1 +

3

2
e2 + 3e cos(L−$) +

9

2
e2 cos(2L− 2$))

+
3

4
((1− 5

2
e2) cos(2L− 2α) +

7

2
e cos(3L− 2α−$)

− 1

2
e cos(L− 2α + $) +

17

2
e2 cos(4L− 2α− 2$))

]
7 − Le mouvement du planétoïde peut être représenté par le lagrangien suivant :

L(r, ṙ, θ, θ̇, t) =
1

2
µ (ṙ2 + r2θ̇2) +

Kµ(m + m′)

r
+

Kµmm′

m + m′
a2

0

r3 (
3

2
cos2(θ − n0t)− 1

2
)
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(a) Expliquer brièvement la signification des divers termes présents dans ce lagrangien.

(b) Exprimer les équations d’Euler-Lagrange relatives aux variablesr et θ. C(2.6)

(c) Posantpr = ∂L
∂ṙ

etpθ = ∂L
∂θ̇

, on définit l’hamiltonienH :

H = prṙ + pθθ̇ − L

ExprimerH en fonction des variables canoniques(r, θ, pr, pθ), puis écrire les équations canoniques d’Ha-C(2.9)

milton correspondantes.

8 − On considère maintenant l’hamiltonien réduit ou “moyenné” :

Ĥ =
1

2µ

(
p2

r +
p2

θ

r2

)
− f(r)

où

f(r) =
Kµ(m + m′)

r
+

1

4

Kµmm′

m + m′
a2

0

r3 (1)

Appliquer la méthode d’Hamilton-Jacobi à cet hamiltonien, c’est-à-dire, expliciter le changement de variablesC(2.35)

canoniques que l’on peut engendrer à partir d’une fonction génératriceG2(r, θ, β1, β2, t), qu’il faudra déterminer
de telle sorte qu’avec les nouvelles variables(α1, α2, β1, β2), le nouvel hamiltonien soit nul. On pourra se conten-
ter d’exprimerG2 en fonction def(r), sans remplacerf(r) par son expression (1) ; on explicitera le changement
de variables, mais on ne cherchera pas à intégrer les fonctions intégrales dont il dépend.

Les questions 5, 6, 7 et 8 sont indépendantes les unes des autres.
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16. Perturbations à très longues périodes du couple Jupiter-Saturne

On considère le système des 3 corps constitué du Soleil, de masse 1, et des planètes Jupiter et Saturne,
de masses respectivesmj = 1/1047, 355 et ms = 1/3498, 5 . Ces trois corps sont assimilés à des masses
ponctuelles, désignées respectivement parO, J et S , qui s’attirent mutuellement suivant la loi de Newton. On
noteK la constante de la gravitation universelle.

On représente le mouvementhéliocentriquede ces planètes par des éléments osculateurs, notés respective-
ment (aj, ej, ij, Ωj, $j, Lj) et (as, es, is, Ωs, $s, Ls) [les notations sont celles du cours].

On se propose de mettre en évidence quelques unes des perturbations à très longues périodes de ces éléments.

1 − Exprimer les moyens mouvements osculateursnj et ns correspondant à ce mouvement, en fonction des demi-
grands axes et des masses.

En adoptant les valeursnj = 299′′, 1487 par jour etns = 120′′, 1543 par jour, calculer, en unités astronomiques,
les demi-grands axes correspondants (on adoptera pour K la valeur qui convient le mieux à ces unités (cf. annexe
1)).

2 − La perturbation du mouvement osculateur de Jupiter (due à Saturne) dérive d’une fonction perturbatriceUj ; de
même celle de Saturne (due à Jupiter) dérive d’une fonction perturbatriceUs.

ExprimerUj etUs , en fonction des masses et des vecteurs
−→
OJ ,

−→
OS et

−→
SJ ou de leur module . C(6.45)

Pour obtenir les variations des éléments osculateurs au moyen des équations de Lagrange, il faut exprimerUj

et Us en fonction des éléments osculateurs des 2 planètes. On trouvera pour cela en annexe les développements
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limités de(a′/∆) et de(r/a)(a′/r′)2 cos θ, qui reprennent sous une forme légèrement condensée et avec les
notations du cours, les développements donnés dans le cours. C(6.69)

C(6.90a)
L’application de la méthode de LeVerrier, limitée à l’ordre 1 des masses, conduit à rechercher chaque élément

osculateurσ sous la formeσ = σ̄ + σ̃ , c’est-à-dire :

aj = āj + ãj , ej = ēj + ẽj , · · · Lj = L̄j + L̃j

as = ās + ãs , es = ēs + ẽs , · · · Ls = L̄s + L̃s

σ̃ représente l’ensemble des termes périodiques à courtes périodes deσ et σ̄ représente la partie constante et
séculaire deσ.

On peut considérer que les termes périodiques sont donnés par les équations de Lagrange appliquées à la partie
périodique deUj et deUs (dépendant explicitement des longitudes moyennes), tandis que les termes constants et
séculaires résultent de ces mêmes équations appliquées aux parties séculairesŪj etŪs deUj et deUs (c’est-à-dire
les autres termes).

3 − En utilisant les développements donnés dans l’annexe 2, exprimer les parties séculairesŪj et Ūs jusqu’au degré
2 inclus en excentricités et inclinaisons (à la place des notations du cours, on introduira les notations de ce
problème, de sorte quēUj et Ūs soient exprimés en fonction dēaj , ās , n̄j, n̄s , ēj , ēs , īj , īs , Ω̄j , Ω̄s , $̄j , $̄s C(6.91)

et des masses).

Que peut-on dire dēaj et deās ? C(5.51)

4 − Montrer que si les plans d’orbite de Jupiter et de Saturne sont confondus (ce qui revient à adopter les valeursīj
= īs et Ω̄j = Ω̄s), alorsŪj et Ūs sont des fonctions ne dépendant ni des inclinaisons ni des longitudes des nœuds.

(a) En est-il de même des fonctionsUj etUs ? Pourquoi ?

(b) Que peut-on en déduire pour le mouvement de ces plans d’orbite ?
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5 − En application des équations de Lagrange, exprimer

dēj

dt
, ēj

d$̄j

dt
,

dēs

dt
, ēs

d$̄s

dt

en fonction de ces éléments eux-mêmes (on limitera les seconds membres aux termes de degré 1 par rapport àC(5.51)

ēj, ēs, īj et īs).

6 − En déduire qu’avec les notations suivantes :

pj = ēj sin $̄j qj = ēj cos $̄j puis xj = qj +
√
−1pj

ps = ēs sin $̄s qs = ēs cos $̄s puis xs = qs +
√
−1ps

les variablesxj etxs vérifient les équations suivantes :

dxj

dt
=
√
−1 n̄j

ms

1 + mj

α (Axj + Bxs)

dxs

dt
=
√
−1 n̄s

mj

1 + ms

(Bxj + Axs)

(1)

où α = āj/ās et où A et B sont des coefficients, constants commeα, calculables à partir des expressionsC(6.168)

suivantes (obtenues en évaluant lesA
(k)
i définis dans l’annexe 2 par identification avec la page 215 du cours) :

A = 4 ϕ
(0)
1,2(α) + 3 ϕ

(0)
1,1(α)

B = −2 ϕ
(1)
1,2(α)− 5

2
ϕ

(1)
1,1(α)

7 − Pourα = 0, 54450045 (correspondant aux valeurs deaj et deas calculées dans la question 1), on donne les
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valeurs suivantes :
ϕ

(0)
1,2(α) = 0, 025650909 ϕ

(0)
1,1(α) = 0, 109777233

ϕ
(1)
1,2(α) = 0, 024089071 ϕ

(1)
1,1(α) = 0, 093505423

(a) En déduire les valeurs numériques des coefficients du système différentiel linéaire (1).

(b) Intégrer ce système en recherchant pourxj et xs une solution sous forme de termes périodiques ; on mon-
trera notamment que les valeurs propres de la matrice de ce système linéaire sont les fréquences de ces
termes périodiques. C(6.169)

(c) Calculer ces valeurs propres et les périodes correspondantes (que l’on devra trouver supérieures à 50 000
ans). Pla2.3

(d) Sachant qu’au1er Janvier 1900 , on a les valeurs :

ēj = 0, 04833475 $̄j = 12o43′15′′, 50

ēs = 0, 05589231 $̄s = 91o05′53′′, 57

calculer les constantes d’intégration de la solution, puis les amplitudes des termes à très longues périodes
des solutionsxj etxs .

(e) En déduire les valeurs extrêmes que peuvent atteindre les excentricités de Jupiter et de Saturne.

Annexe 1

La constante de la gravitation universelleK est donnée par :
√

K = 0, 01720209895 soit encore :
√

K =
3548′′, 1876069651 = 0◦, 985607668601425

L’unité de masse est celle du Soleil, l’unité de temps est le jour et l’unité de distance est l’unité astronomique.
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Annexe 2

Développements de la partie indirecte de la fonction perturbatrice du problème des 3 corps, limités au degré 2
en excentricités et inclinaisons (notations du cours(6.69)) :

r

a

a′2

r′2
cos θ = cos(L− L′) +

1

2
e [cos(2L− L′ −$)− 3 cos(L′ −$)]

+ 2 e′ cos(L− 2L′ + $′)

+
1

8
e2 [−4 cos(L− L′) + cos(L + L′ − 2$) + 3 cos(3L− L′ − 2$)]

+
1

8
e′2 [−4 cos(L− L′) + cos(L + L′ − 2$′) + 27 cos(L− 3L′ + 2$′)]

+ ee′ [cos(2L− 2L′ −$ + $′)− 3 cos(2L′ −$ −$′)]

+ sin2(i/2) [− cos(L− L′) + cos(L + L′ − 2Ω)]

+ sin2(i′/2) [− cos(L− L′) + cos(L + L′ − 2Ω′)]

+ 2 sin(i/2) sin(i′/2) [cos(L− L′ − Ω + Ω′)− cos(L + L′ − Ω− Ω′)]

Développements de la partie directe de la fonction perturbatrice du problème des 3 corps, limités au degré 2
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en excentricités et inclinaisons (voir :(6.90))

a′

∆
=

∞∑
k=0

{ [A
(k)
1 + (e2 + e′2)A

(k)
2 ] cos k(L− L′)

+ e [A
(k)
3 cos ((k + 1)L− kL′ −$) + A

(k)
4 cos ((k − 1)L− kL′ + $)]

+ e′ [A
(k)
5 cos (kL− (k − 1)L′ −$′) + A

(k)
6 cos (kL− (k + 1)L′ + $′)]

+ e2 [A
(k)
7 cos ((k + 2)L− kL′ − 2$) + A

(k)
8 cos ((k − 2)L− kL′ + 2$)]

+ e′2 [A
(k)
9 cos (kL− (k − 2)L′ − 2$′) + A

(k)
10 cos (kL− (k + 2)L′ + 2$′)]

+ ee′ [A
(k)
11 cos ((k + 1)L− (k − 1)L′ −$ −$′) + A

(k)
12 cos ((k − 1)L− (k + 1)L′ + $ + $′)

+ A
(k)
13 cos ((k + 1)(L− L′)−$ + $′) + A

(k)
14 cos ((k − 1)(L− L′) + $ −$′)]

− [sin2(i/2) + sin2(i′/2)] A
(k)
15 [cos(k − 1)(L− L′) + cos(k + 1)(L− L′)]

+ sin2(i/2) A
(k)
15 [cos ((k − 1)L− (k + 1)L′ + 2Ω) + cos ((k + 1)L− (k − 1)L′ − 2Ω)]

+ sin2(i′/2) A
(k)
15 [cos ((k − 1)L− (k + 1)L′ + 2Ω′) + cos ((k + 1)L− (k − 1)L′ − 2Ω′)]

+ 2 sin(i/2) sin(i′/2) A
(k)
15 [cos ((k − 1)(L− L′) + Ω− Ω′) + cos ((k + 1)(L− L′)− Ω + Ω′)

− cos ((k − 1)L− (k + 1)L′ + Ω + Ω′)− cos ((k + 1)L− (k − 1)L′ − Ω− Ω′)] }

LesA
(k)
i sont des fonctions deα(= a/a′) que l’on identifiera en fonction desϕ(k)

n,m explicitées dans le cours en
(6.83).
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17. Perturbations des satellites de Saturne

On s’intéresse dans ce problème aux satellites de Saturne. On considère que cette planète est un sphéroïde aplati
de centreO, de masseM , de rayon équatorialae et on limite son potentiel perturbateur au seul terme enJ2. Soit
Ro = O

−→
i 0
−→
j 0

−→
k 0 un repère saturnicentrique, avecO

−→
k 0 porté par l’axe de révolution de la planète etO

−→
i 0
−→
j 0

dans son plan équatorial ; on suppose que les axesO
−→
i 0, O

−→
j 0 et O

−→
k 0 sont de directions fixes. On repère un

satelliteS de Saturne par son rayon-vecteur−→r =
−→
OS, ou par des coordonnées sphériques(r, α, δ) dansRo, ou

par des éléments d’orbite osculateurs saturnicentriques(a, e, i, Ω, $, L) dansRo (notations du cours). C(3.46)

1 − On considère dans cette question que Saturne et ses satellites forment un système isolé, et que chaque satellite a
une masse négligeable devantM .

(a) Donner sans démonstration le potentiel de gravitation de Saturne sur un satellite, en fonction des coordon-
nées sphériques de ce satellite. Préciser quelle est la partie perturbatrice de ce potentiel. Ecrire l’équation
différentielle que doit vérifier le vecteur−→r . Exprimer la troisième loi de Kepler vérifiée par le mouvement
osculateur. C(4.30)

(b) On suppose que l’excentricité et l’inclinaison de l’orbite de ce satellite sont très petites.
Extraire du cours une expression du potentiel perturbateur en fonction des éléments(a, e, i, Ω, $, L), dé-C(5.62)

veloppée en puissances dee et desin i et limitée aux termes de degré inférieur ou égal à 2 par rapport à
l’ensemble des variables(e, sin i).

(c) On définit les variables complexesz et ζ : z = e exp
√
−1$ et ζ = sin i

2 exp
√
−1Ω

et soient̄z et ζ̄ leurs conjuguées.
Exprimer le développement trouvé en 1-b en fonction des variables(a, z, z̄, ζ, ζ̄, L).
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(d) Montrer que la partie séculaire de ce potentiel vaut :

ŪJ2 =
KM

a
J2

a2
e

a2

(1

2
+

3

4
zz̄ − 3 ζζ̄

)
(1)

Appliquer à ŪJ2 les équations de Lagrange relatives aux variables(a, z, ζ, L). On développera les secondsC(5.55)

membres de ces équations en puissances de(z, z̄, ζ, ζ̄) et on les limitera aux termes de degré 0 et 1 par
rapport à l’ensemble de ces variables. C(5.52)

Intégrer ces équations. On trouvera notamment que les points représentatifs dez etζ dans le plan complexe
décrivent chacun un cercle d’un mouvement uniforme dont on exprimera la période en fonction den, J2 et
ae/a (oùn est relié àa par la troisième loi de Kepler).

(e) Application numérique: Calculer, en années, la période de variation dez et deζ pour les satellites Rhéa et
Titan dont les orbites respectives vérifient :

a = 527 202 km et n = 79, 690 047 degrés par jour

a′ = 1 221 876 km et n′ = 22, 576 678 degrés par jour

On prendra dans le cours les valeurs duJ2 et deae concernant Saturne. Dans la suite, on noteraz′ et ζ ′ les
variables relatives à Titan.

2 − On considère dans cette question que Saturne tourne autour du Soleil, de masseM�, sur une orbite circulaire
de rayonr�. On peut aussi dire que le Soleil décrit autour de Saturne une orbite circulaire de même rayon. On
suppose que cette orbite saturnicentrique du Soleil est située dans le plan équatorial de Saturne. Les satellites de
Saturne sont toujours considérés comme ayant une masse négligeable, mais ils sont maintenant perturbés par le
Soleil.
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(a) Montrer que, en ne tenant pas compte des perturbations parJ2, le mouvement saturnicentrique du satellite
S est donné par l’équation :

d2−→r
dt2

=
−−→
gradS

{KM

r
+ KM�

( 1

∆
− r cos θ

r2
�

)}
∆ représente la distance du satellite au Soleil,−→r � est le vecteur joignant Saturne au Soleil,r� son moduleC(6.45)

et θ l’angle entre−→r et−→r �.

(b) r� est toujours très grand devantr. Montrer que le développement du potentiel perturbateur en puissances
de r

r� peut être réduit à l’expression :

U� =
KM�

r�

r2

r2
�

(3

2
cos2 θ − 1

2

)
(c) On donne :cos θ = cos2 i

2 cos(`− L�) + sin2 i
2 cos(` + L� − 2Ω) C(6.56)

où ` = L + (w −M) est la longitude vraie du satellite [(w −M) est “l’équation du centre”], et oùL� est
la longitude moyenne du Soleil dans son mouvement saturnicentrique.
Exprimer le carré decos θ en fonction d’arguments de la formek1`+ k2L� + k3Ω, puis en extraire la partie
indépendante deL�, notée 〈〈cos2 θ〉〉.
Posant :Y = sin i

2 exp
√
−1 (L − Ω) et Ȳ son conjugué, exprimer〈〈cos2 θ〉〉 en fonction deY et deȲ ,

et développer cette expression en puissances de ces variables (on limitera ce développement aux termes de
degré inférieur ou égal à 2 par rapport à l’ensemble de ces variables).
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(d) PosantX = e exp
√
−1M = e exp

√
−1 (L−$) et X̄ son conjugué, on donne les développements limités :

r

a
= 1− 1

2
(X + X̄)− 1

4
( X2 − 2XX̄ + X̄2)

exp
√
−1 (w −M) = 1 + (X − X̄) +

1

8
(9X2 − 8XX̄ − X̄2)

Exprimer r2

a2

(
3
2 〈〈cos2 θ〉〉 − 1

2

)
sous forme d’un développement en puissances deX, X̄, Y et Ȳ ; on le

limitera aux termes de degré inférieur ou égal à 2 par rapport à l’ensemble de ces variables.

(e) Opérant le changement de variables :X = z̄ exp
√
−1L etY = ζ̄ exp

√
−1L, montrer que la partie séculaire

deU� (indépendante deL), limitée au degré 2, a pour expression :

Ū� =
KM�

r�

a2

r2
�

(1

4
+

3

8
zz̄ − 3

2
ζζ̄

)
(2)

(f) Appliquer à (ŪJ2 + Ū�) les équations de Lagrange relatives àz et àζ ; on limitera leurs seconds membres
aux termes de degré 0 et 1 par rapport à l’ensemble des variables(z, z̄, ζ, ζ̄).
Intégrer ces équations.

(g) Application numérique: Calculer la nouvelle période de variation dez et deζ pour les satellites Rhéa et
Titan, sachant que l’on a :

r� = 1, 4294 109 km et
M�

M
= 3498, 5

3 − On considère maintenant que les satellites de Saturne n’ont plus une masse négligeable et qu’ils se perturbent
mutuellement. On s’intéresse plus particulièrement aux deux satellites Rhéa et Titan dont les masses respectives
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sont :
m

M
= 4, 40 10−6 et

m′

M
= 236, 64 10−6

On peut montrer que la partie séculaire du potentiel perturbateur de Titan sur Rhéa est de la forme :

Ūtitan =
Km′

a′
(A0 + A1(zz̄ + z′z̄′) + A2(zz̄

′ + z̄z′))

On a limité ici le développement du potentiel aux seuls termes dépendant des excentricités et de degré inférieurC(6.92)

ou égal à 2.A0, A1 et A2 sont des constantes sans dimension dépendant du rapport des demi-grands axes et
égales à :

A0 = 1, 052 151 213 A1 = 0, 102 891 149 A2 = −0, 054 120 362

La partie séculaire du potentiel perturbateur de Rhéa sur Titan ne diffère que par la masse qui est en facteur :

Ūrhea =
Km

a′
(A0 + A1(zz̄ + z′z̄′) + A2(zz̄

′ + z̄z′))

(a) Appliquer à (ŪJ2 + Ū� + Ūtitan) l’équation de Lagrange relative à la variablez de Rhéa.

(b) Appliquer de même à(Ū ′
J2

+ Ū ′
� + Ūrhea) l’équation de Lagrange relative à la variablez′ de Titan (oùŪ ′

J2

et Ū ′
� sont les expressions (1) et (2) relatives à Titan, c’est-à-dire où l’on a remplacéa, z et ζ para′, z′ et ζ ′

respectivement).
Dans ces deux équations on limitera les seconds membres aux termes de degré 1 par rapport aux variables
z et z′. Dans l’équation relative à un satellite, on pensera à remplacerK par son expression tirée de la
troisième loi de Kepler relative à ce satellite :K = n2a3/(M + m) ouK = n′2a′3/(M + m′).
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(c) Intégrer ce système d’équations linéaires en recherchant pourz et z′ une solution sous forme de termes

périodiques ; on pourra exprimer ce système sous forme matricielle en posant :V =

(
z
z′

)
; on montrera

notamment que les valeurs propres de la matrice de ce système sont les fréquences de ces termes pério-
diques. C(6.168)

(d) Application numérique: Calculer ces valeurs propres et les périodes correspondantes.
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18. Perturbations solaires d’un satellite de la Terre

On se propose d’étudier quelques aspects du mouvement géocentriqued’un satellite de la Terre perturbé par
le Soleil. On se place pour cela dans le cadre d’un modèle de trois corps ponctuels (ou sphériques) dans lequel
le satelliteS, la TerreT et le SoleilS ′ ont pour masses respectivesµ, m et M avecµ � m � M ; on note−→r ,−→
r′ et

−→
∆ les vecteurs respectifs

−→
TS,

−−→
TS ′ et

−→
SS ′, de modulesr, r′ et∆ ; on désigne parθ l’angle entre−→r et

−→
r′ , et

parK la constante de la gravitation universelle.

On supposera que la masseµ du satellite est negligeable, de sorte que l’intéraction Terre-Soleil est purement
képlérienne ; on pourra donc considérer que dans un repère géocentrique de directions fixesRo, le Soleil décrit
autour de la Terre une orbite képlérienne fixe dont le plan est l’écliptique et dont les éléments sont, avec les
notations du cours :a′, e′, $′, i′, Ω′ et L′ = n′t + L′o (on supposera quei′ = 0 et Ω′ = 0, et qu’ainsi le plan
fondamental du repèreRo est l’écliptique). Pour les applications numériques on prendra :a′=1 ua,e′ = 0, 0167 ,
n′=1 tour par an etM/m = 330000.

1 − Exprimer la constanteK en fonction des éléments du Soleil et des masses.

2 − Exprimer les équations différentielles vectorielles du mouvement absoludeS et deT . En déduire l’équation dif-
férentielle vectorielle du mouvement géocentriquedeS. Transformer cette equation de façon à y faire apparaîtreC(6.1)

le gradient enS d’un potentiel képlérien et celui d’un potentiel perturbateurU . On exprimera ces potentiels en
fonction deK, r, r′, ∆, θ et des masses. C(6.45)

Comment serait modifiée cette équation si la Terre, au lieu d’être sphérique, avait la symétrie sphéroïdale ?

3 − Dans toute la suite on supposera que la Terre est sphérique et qu’ainsi le satellite est perturbé seulement par le
Soleil. La distancer étant supposée très petite devantr′, on pourra développer les fonctions der/r′ en séries



•Sommaire •Page d’accueil •Précédente •Suivante •Retour •Retour Doc •Plein écran •Fermer •Quitter

�⊕
∅ Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez - Problèmes de Mécanique Céleste • Problème 18 • section 18.0.0 • Page 72 de 80

entières der/r′ qui soient rapidement convergentes.

(a) Exprimer1/∆ sous forme du produit de1/r′ par une fonction der/r′ et deθ. Développer cette fonction en
puissances der/r′.

(b) En limitant ce développement aux termes de degré inférieur ou égal à 3, montrer que le développement du
potentiel perturbateurU peut se réduire à l’expression suivante :

U =
n′2a′3

M + m

[
r2

r′3

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
+

r3

r′4

(
5

2
cos3 θ − 3

2
cos θ

)]
(1)

C(6.48)

4 − On suppose dans toute la suite que le plan de l’orbite osculatrice du satellite est confondu avec l’écliptique ; ses
éléments osculateurs dansRo sont notésa, e, $ etL = nt+Lo. On donne les termes suivants du développement
deU en fonction des éléments orbitaux du satellite et du Soleil (ce n’est pas un développement deU limité au
degré 2 en excentricités car il manque certains termes de degré 1 et 2, mais les termes donnés sont parmi les plus
significatifs dans le cas du mouvement de la Lune) :

U ≈ n′2a2

M + m

[
1

4
+

3

4
cos(2L− 2L′)− 1

2
e cos(L−$)

− 9

4
e cos(L− 2L′ + $) +

3

4
e cos(3L− 2L′ −$) +

3

4
e′ cos(L′ −$′)

+
3

8
e2 +

15

8
e2 cos(2L′ − 2$) +

3

8
e′2 +

3

8

a

a′
cos(L− L′)

+
5

8

a

a′
cos(3L− 3L′)− 15

16

a

a′
e cos(L′ −$)− 15

16

a

a′
ee′ cos($ −$′)

]
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(a) Montrer que les termes indépendants des excentricités correspondent bien à l’expression (1) deU dans le
cas où les orbites du satellite et du Soleil sont circulaires.

(b) Montrer que, compte tenu des degrés ene et e′ conservés dans le développement deU , les équations de
Lagrange du satellite peuvent ici se réduire aux suivantes :

da

dt
=

2

na

∂U

∂L
dL

dt
= n− 2

na

∂U

∂a
+

e

2na2

∂U

∂e
de

dt
= − 1

na2e

∂U

∂$
− e

2na2

∂U

∂L
d$

dt
=

1

na2e

∂U

∂e C(5.51)

(c) Calculer les seconds membres de ces équations. On séparera bien dans ces seconds membres la partie
“séculaire” (indépendante des variables angulairesL, L′, $ et$′), de la partie “périodique” (dépendant de
ces variables).

5 − On cherche à ces équations une solution de la forme :a = ā+ ã , n = n̄+ ñ , e = ē+ ẽ , $ = $̄+$̃ , L = L̄+L̃.
Les variables̄a et n̄ sont supposées reliées commea et n par la troisième loi de Kepler :n2a3 = n̄2ā3 = Km.
On suppose en outre queã, ñ, ẽ, $̃ et L̃ sont des infiniment petits d’ordre 1 devant respectivementā, n̄, ē, $̄ et
L̄, ce qui permet de développer toute fonction dea, n, e, $ etL en série de Taylor au voisinage deā, n̄, ē, $̄ et
L̄.

(a) Montrer qu’à des quantités d’ordre 2 près, on peut écrire :ñ = −3
2

n̄
ā ã. C(5.96)



•Sommaire •Page d’accueil •Précédente •Suivante •Retour •Retour Doc •Plein écran •Fermer •Quitter

�⊕
∅ Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez - Problèmes de Mécanique Céleste • Problème 18 • section 18.0.0 • Page 74 de 80

(b) En réduisant les équations à leur partie séculaire et en supposant tout d’abordã = 0, ñ = 0, ẽ = 0, $̃ = 0
et L̃ = 0, trouver les solutions de ces équations, c’est-à-direā, ē, $̄ et L̄. On introduira le petit paramètre :
ε = (n′/n̄)2 et les constantes d’intégration arbitraires nécessaires.

(c) Exprimerdã
dt

, dẽ
dt

, d$̃
dt

et dL̃
dt

à l’ordre 1 enε ; on pourra montrer que ces expressions représentent la partie
périodique des équations initiales dans laquelle on a simplement remplacé les variablesa, n, e, $ et L
respectivement par̄a, n̄, ē, $̄ et L̄.

(d) Intégrer ces équations. Certains dénominateurs dans cette solution dépendent deε ; on les développera en
puissances deε et on ne gardera dans la solution que les termes d’ordre 1 enε. Commenter ces solutions,
en indiquant notamment quels sont les termes dont la période est longue par rapport à la période de révo-
lution du satellite. Calculer numériquement l’amplitude de ces termes à longue période pour un satellite
“géostationnaire” (̄n=1 tour par jour) ayant une excentricité de0, 001.

6 − On s’intéresse maintenant à l’effet des perturbations périodiques des éléments osculateurs (ã, ẽ, $̃, L̃) sur les
coordonnées polaires (r, `) du satellite dans le plan de l’écliptique. Comme on a obtenu seulement la première
approximation de ces perturbations périodiques, on peut se limiter à l’expression suivante der et de` en fonction
des éléments osculateurs :

r = a(1− e cos(L−$))

` = L + 2e sin(L−$)

On doit alors remplacer dans ces expressionsa par ā + ã , e par ē + ẽ, . . .etc.

(a) Développer ces expressions der et de` en séries de Taylor au voisinage de (ā, ē, $̄, L̄), limitée aux termes
de degrés 0 et 1 en (ã, ẽ, $̃, L̃).

(b) En déduire les variations périodiquesr̃ et ˜̀der et ` en fonction dẽa, ẽ, $̃ et L̃.

7 − Dans la théorie de la Lune, certaines de cesinégalitéssont désignées par les noms suivants :
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(a) La variation est l’inégalité périodique des coordonnées dont l’argument est2L̄− 2L′ .

Montrer qu’elle provient dẽa et L̃ par l’intermédiaire du terme deU : 3
4

n′2a2

M + m cos(2L − 2L′), et deẽ et

$̃ par l’intermédiaire des termes deU : n′2a2

M + m(−9
4 e cos(L− 2L′ + $) + 3

4 e cos(3L− 2L′ −$))

Calculer la variation dans̃r et ˜̀ . Vérifier qu’elle est d’ordre 1 enε.

(b) L’ évectionest l’inégalité périodique des coordonnées dont l’argument estL̄− 2L′ + $̄ .
De quels termes deU provient-elle ?

Montrer que le plus important d’entre eux est :15
8

n′2a2

M + m e2 cos(2L′ − 2$)

Calculer l’évection dans̃r et ˜̀ . Quel est son ordre enε et en excentricité ?

(c) L’ équation annuelleest l’inégalité d’argumentL′ −$′. De quels termes deU provient-elle ?

Montrer que dans̀̃, le plus important est :34
n′2a2

M + m e′ cos(L′ −$′) ; quel est son ordre enε et en excen-
tricité ?
Montrer que dans̃r, cette inégalité est d’ordre 1 enε et 1 en excentricité.
Calculer l’équation annuelle dans˜̀.

(d) L’ inégalité parallactiqueest celle ayant en facteura
a′

et en argument̄L− L′.

De quels termes deU provient-elle ? Quel est le plus important ? Calculer l’inégalité parallactique dansr̃ et
˜̀ . quel est son ordre enε et en excentricité ?



•Sommaire •Page d’accueil •Précédente •Suivante •Retour •Retour Doc •Plein écran •Fermer •Quitter

�⊕
∅ Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez - Problèmes de Mécanique Céleste • Problème 19 • section 19.0.0 • Page 76 de 80

19. Changements de variables canoniques : crochets de Poisson

On considère un système matériel décrit parn variables indépendantesqi et dont l’énergie cinétique dans un
repère galiléen estT (q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n). On suppose que ce système est soumis à un ensemble de forces,
les unes dérivant d’une fonction de forcesU(q1, · · · , qn), les autres, de nature quelconque, étant simplement
représentées parn composantes de forces généralisées :Φi(q1, · · · , qn).

1 − En appliquant le principe des travaux virtuels, exprimer les équations de Lagrange du mouvement deP . C(2.3)

2 − L représentant le lagrangienT + U , on définit les variablespi conjuguées desqi :

pi =
∂L

∂q̇i

puis l’hamiltonien :
H(qi, pi) =

∑
i

pi q̇i − L

Montrer que les équations donnant les expressions desq̇i et ṗi sont des équations d’Hamilton généralisées (de la
forme des équations (1) ci-dessous, avec certains des seconds membres dépendant desΦi). ExpliciterH. C(2.11)

Soit plus généralement un système matériel représenté par2n variables canoniquement conjuguéesq1, · · · , qn,
p1, · · · , pn satisfaisant aux équations suivantes, diteséquations d’Hamilton généralisées:

dqi

dt
=

∂H

∂pi

−Qi et
dpi

dt
= −∂H

∂qi

+ Pi pour i = 1 · · ·n (1)

où H(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) est un hamiltonien indépendant du temps et où lesQi et Pi sont des composantes
de forces appeléesforces canoniques(fonctions également des2n variablesqi etpi).
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Si f etg sont deux fonctions dérivables des2n variablesq1, · · · , qn, p1, · · · , pn, on définit lecrochet de Poisson
de ces 2 deux fonctions, noté{f, g}, par l’expression :

{f, g} =
n∑

j=1

(
∂f

∂qj

∂g

∂pj

− ∂f

∂qj

∂g

∂pj

)

3 − Soitu(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) une fonction des solutionsqi etpi des équations (1). Montrer que l’on a alors :

du

dt
= {u, H} −

n∑
j=1

(
∂u

∂qj

Qj −
∂u

∂pj

Pj

)

On considère la transformation ou changement de variables suivant :

qi = fi(x1, x2, · · · , xn, y − 1, y2, · · · , yn) pour i = 1 · · ·n
pi = gi(x1, x2, · · · , xn, y − 1, y2, · · · , yn) pour i = 1 · · ·n

(2)

où lesfi et gi sont2n fonctions de2n nouvelles variablesx1, · · · , xn, y1, · · · , yn. En remplaçant dansH les
variablesqi etpi par leur expression (2), on obtient une fonctionH∗ :

H∗(x1, x2, · · · , xn, y − 1, y2, · · · , yn) = H(f1(x1, · · · , yn), · · · , gn(x1, · · · , yn))

4 − Montrer, par dérivation des équations (2), que si les variablesxj etyj vérifient les équations :

dxj

dt
=

∂H∗

∂yj

−Xj et
dyj

dt
= −∂H∗

∂xj

+ Yj pour i = 1 · · ·n (3)
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où lesXj etYj sont définis par :

Xj =
n∑

k=1

(
Qk

∂gk

∂yj

+ Pk
∂fk

∂yj

)
et Yj =

n∑
k=1

(
Qk

∂gk

∂xj

+ Pk
∂fk

∂xj

)
(4)

alors les variablesqi etpi vérifient les équations suivantes pouri = 1 · · ·n :

dqi

dt
=

n∑
k=1

[
{fi, fk}

(
∂H

∂qk

− Pk

)
+ {fi, gk}

(
∂H

∂pk

−Qk

)]
dpi

dt
=

n∑
k=1

[
{gi, fk}

(
∂H

∂qk

− Pk

)
+ {gi, gk}

(
∂H

∂pk

−Qk

)]

5 − En déduire les conditions que doivent vérifier les crochets de Poisson dans ces expressions pour que les équations
(3) et (4) fournissent la solution des équations (1) transformées par (2). Par extension du cas où lesQk etPk sont
tous nuls, on dira alors que la transformation (2) est canonique, le système (1) étant transformé en (3) (lorsque
lesPk etQk sont tous nuls, on pourrait montrer que ces conditions sont équivalentes à celles vues en cours avec
les crochets de Lagrange). C(2.18)
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