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®Sommaire

Avertissements et conseils

Le présent document donne les énoncés d’'un certain nombre de problemes de mécanique céleste qui ont
ete poses en devoir libre ou a I'examen aux étudiants de License de Mathématiques de 'USTL dans le cadre
de I'enseignement optionnel de Mécanique céleste. La plupart de ces problémes correspondent a des épreuve:
d’'une durée de 4 heures pendant lesquelles la consultation du cours était autorisée.

lIs ont été classés ici dans l'ordre de la progresion naturelle du Cours de Mécanique céleste auquel il se
réfere. On trouvera donc d’abord des problemes sur le mouvement képlérien (chapitres 1 a 3), puis d’autres sur
les perturbations d’orbite de satellites ou de sondes spatiales (chapitres 4 et 5), et enfin ceux relatifs au probléme
desN corps (chapitre 6) qui nécessitent généralement la connaissance des chapitres précédents.

On ne fournit pas les solutions, mais on indique éventuellement des pistes par des références au parties du
cours concernées par chaque probleme par une balise placée dans la marge et sur laquelle il suffit de cliquer pour
acceéder au cours correspondant. Pour revenir a I'énoncé du probleme lorsqu’on est parti consulter | urs, il
suffit de cliquer sur "Retour Doc" en bas de I'écran.

Chaque probléme est aussi accessible directement depuis la partie du cours pour lequel ce problem nstitue
une application (par une balise comme celle-ci) Le retour au cours s’effectue aussi par un clic sur "Reto BE
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1. Mouvement képlérien et chute des corps a la surface de la Terre

Dans ce probléeme, la Terre est supposée sphérique de égndie rayonk = 6370 km et de massé/.
Elle tourne sur elle-méme a la vitesse angulairde 1 tour en 23h 56m 4s. En notafitla constante de la
gravitation universelle, la quantif€ M vaut398 600 10° m*s~2. On suppose en outre qu’un repére géocentrique
de directions fixes est galiléen.

Questions préliminaires :

(a) Calculer en m/s la vitesse d’entrainement des points de la Terre situés a I'équateur a I'altitude zércC(l.15)
(b) Calculer en m/s la vitesse qu’aurait un satellite de la Terre sur une orbite circulaire defayon C(3_84)

A un instantt,, une masse ponctuellé de massen est abandonnée sans vitesse dans un repere lié a la
Terre en un point situé a une altitude a la verticale du poinf’ de coordonnées géographiguefongitude)
et ¢ (latitude). On considérera quésubit I'attraction gravitationnelle de la Terre, de module égéf;vélﬂ our
représente la distanceA.

1 — On suppose tout d’abord qué est trés petit devariR. Soit Puvk le repére lié a la Terre tel queu soit tangent
au petit cercle de latitude et dirigé vers I'Est, que’v soit tangent er® au méridien et dirigé vers le Nord, et
gue Pk soit colinéaire @ P.

(a) En appelantz, y, = les coordonnées dé dansPuvk, écrire les équations du mouvement delans ce
Y A, , . s . . 2 s 0 a
repere. On fera apparaitre dans ces équations les quantités figies % etc = }—fj, ainsi que Ie£(1.34)

quantités infiniment petites d’ordre 1 (du méme ordrezque%) :
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(b) Développer les seconds membres de ces équations a I'ordre zéro et intégrer.

(c) Reporter cette solution d’ordre zéro dans les seconds membres des équations développées a l'ordre 1 et
intégrer de nouveau. En déduire que le polme tombe pas verticalement mais subit une déviation vers
'Est et une autre vers le Sud.

(d) Application numeérique : Evaluer ces déviations pour une chute de 150 m.

2 — On suppose désormais qikepourra étre non petit devant le rayon de la Terre et on étudie la trajeaboikie
de A c’est-a-dire dans le repére géocentrique galiléem lié au globe terrestre. La vitesse initiale deest
toujours supposée nulle dans un repéere tournant avec la Terre.

(a) Montrer que la trajectoire dé est une conique de foyér dont le point de départ est un sommet. Exprimer,
en fonction dep, I'altitude H pour laquelle cette trajectoire est un cercle, puis celle pour laquelle c’est une
parabole. Evaluer dans ces deux cas le rap%cpburcb =0, ¢ = 45° etp = 90°.

(b) Exprimer, en fonction d& et H, I'énergie cinétique initiale del, son énergie potentielle initiale et s@(1.42)
énergie totale (on montrera que celle-ci est une constgnigans le cas ou I'orbite dd est elliptique, en
déduire les distances apogée et périgée.

(c) Application numérique : poup = 45° déterminer l'altitude de départ pour que la distance périgée soit
égale aR.

3 — De ce mouvement absolu, on peut déduire le mouvement relatifdins un repére tournant avec la Terre.

(a) Dans le cas ou la distance périgée est égdtedeterminer les coordonnées (longitude et latitude) du point
de chute sur la Terre. Quelles sont alors les déviations vers I'Est et vers le Sud ?

(b) Dans le cas général, partant d’'une altituden un lieu de latitude, déterminer le temps que met le point
A pour arriver a la distancg du centre de la Terre sur son orbite absolue et en déduire les déviations.yers)
I'Est et vers le Sud du point de chute.
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2. Deéveloppement des équations du mouvement képlérien au voisinage d’un mouve-
ment circulaire

On considere deux masses ponctuellest P, de masses respectives etm, en interaction gravitationnelle.
On étudie le mouvement relatif de par rapport & ; on noter et les vecteurs de position et vitesse relatives
de P. On donner, etrg , les position et vitesse d@ a un instant initial.

1 — Quelles conditions doivent satisfaikgetr, pour que le mouvement de soit circulaire de centr® et de rayon
a? Que vaut alors le moyen mouvemer Exprimer la constant€, = |, A 7| en fonction de: et den. C(3.84)

2 — rq ety conservant des modules identiques a ceux de la question 1, on suppose que I'angie etriyyeraut
/2 — [, avecs > 0. Le mouvement est alors elliptique.

(a) En utilisant les résultats du cours, justifier cette affirmation et donner le demi-grand axe de cette ellipse et
son moyen mouvement. Calculer la constante des &ires

(b) En quelle position remarquable de I'ellipse se trouve le pBiatl'instant initial ? En déduire I'excentricité
de I'ellipse. Préciser la direction du péricentre, calculer 'anomalie wrgide P a l'instant initial, ainsi
gue les anomalies excentriqég et moyennéel/, a cet instant, puis I'instant de passage au péricentre.

Avec ces éléments d’orbite on pourrait calculer la positio’detout autre instant, par exemple en résolvant
numériquement I'’équation de Kepler ou en utilisant les développements des coordonnées établis dans le cours
en fonction de 'anomalie moyenne.
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Au lieu de cela, on se propose ici de trouver des expressions de la distaebhck I'anomalie vraiev en
fonction du temps, développées directement a partir des équations différentielles du mouvement. On suppose que
les conditions initiales sont celles de la question 2, en considérant toutefgisegtien angle assez petit pour que
I'on puisse développer une solution de ces équations au voisinage de la solution circulaire, par approximations

successives rapidement convergentes. On suppose donc connus le demi-gigrd axa@en mouvement et
I'excentricitée du mouvement.

Soient(r,w) des coordonnées polaires ée de pbleO, dans le plan contenan§ et , telles qu’a I'instant
initial on ait : vy = a etwy = 7/2 + .

(a) Montrer qu’a cet instant, on a alorgy = na sin 5 etwy = n cos [.

C(3.28)

(b) Ecrire les 2 équations différentielles du mouvemenPdessociées aux composantes radiale et orthoradiale
de son accélération. En déduire les dériviéetw en fonction de- .

(c) On poser = a(1+ p) , % =n,C =Cy(l +n)ete =w— M, oua,n etC, sont les constantes du
mouvement circulaire de la question 1, et@test la constante des aires du mouvement elliptiguet.c
sont des fonctions d&/ que I'on va rechercher, etest une constante que I'on exprimera en fonctiogde
Les quantitép , ¢ etn sont des quantités petites d’ordre 1, tout comine

Montrer que les équations du mouvement prennent la forme suivante :

d’p (1+n)° 1 )
dMZ ~ (1+pP  (A+p)
de 1+n
= )
dM (1+p)
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(d) ATinstant initial M vaut M, ; que valent alorg(M,) , d—d]\%(Mo) ete(My)?

(e) Développer les seconds membres de (1) et (2) suivant les puissances croissaetadade on se limitera
aux termes de degré global inférieur ou égal a 3.

4 — En posant = sin 3, on veut rechercher une solution de ces équations développée sous la forme :

p(M) = ep(M) + epp(M) +--+ + ePp(M) +--
e(M) = ee (M) + €e*e(M) +-+ + ele,(M) +--- (3)
n = en + e 1y e 4 P n, N

(a) Calculer les trois premiers coefficients, 1, etns .

(b) Développer les deux membres des équations obtenues en 3e suivant les puissances croisabiesele
limitera également au degré 3 en

Par identification des termes de méme degré eren déduire les équations différentielles que doivent
satisfairep, , ps , p3, €1, 62 €teg .

Préciser I'ordre dans lequel il faut prendre ces équations pour les intégrer.

5 — Intégrer I'ensemble de ces équations. On veillera a tenir compte des conditions initiales qui doivent s’appliquer
a chacune des quantitgs, dd]% ete; (pouri = 1, 2, 3).
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6 — En déduire le début du développementydet des en série de Fourier dif.
Vérifier la valeur qu’ils donnent pouv/ = 0 et pourM = . C(3.140)

Mettre ces développements sous la méme forme que ceux obtenus dans le cours (en veillant notamment a leur
parité vis-a-vis de 'anomalie moyeniid).
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3. Mouvement képlérien dans un repére tournant

On considére deux point3 et P de masses respectivés et m en interaction gravitationnelle suivant la loi
de Newton. Dans ce probléme, on se propose d’étudier certains aspects du mouvement rejadif chpport a
0.

1 — On donne les vecteurs position et vitesse relative’dgar rapport & a un instant; : OP = r = rju; et
r= \/ K(M + m)/ri1 us OUT; €St une constante positive et epetw, sont deux vecteurs unitaires faisant entre
eux un angle noté.

(a) Montrer que I'orbite deP est elliptique. Déterminer son demi-grand axet son excentricité en fonction
der; et dea. Expliciter ensuitez, le vecteur de Laplace. En déduire 'anomalie vraie puis 'anomalie
excentriquels; et 'anomalie moyenné/; de P a l'instantt;, et enfin le temps écoulg — ¢, depuis le

dernier passage au péricentre. (3.84b)
(b) Soit Ry = Oigjoko un repére de directions fixes. Calcueta longitude du nceud ascendént’inclinaison
1 et 'argument du péricentre de I'orbite deP dans le cas ou; etu, ont pour composantes dafy : C(3.92)

u=(0,1,0) et wy=(1/2,1/2,V2/2)

Dans toute la suite, on suppose que le péinéste dans le plan fix@i,j, et on notgx, y, 0) ses coordonnées
dansR,.

2 — Exprimer les équations différentielles que verifierty en fonction du gradient efx, y) d’'une fonctionF'(z, y)
gue I'on précisera.

Soit R = Oijkq un repere en rotation uniforme autour @e,, avec une vitesse angulaire donnéOn note
(X, Y, 0) les coordonnées de dansR, et\ = nt + A\ I'angle dont a tourné? a l'instantt¢ par rapport ay.
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3 — Exprimer les équations différentielles vérifiées paret Y, en fonction du gradient efX, YY) de la fonction
F'(X,Y) définie par

F'(X,)Y)=F(x(X,Y),y(X,Y)) + %TR(X? +Y?)

4 — On posep? = X2 +Y2. Pour quelle valeur dele point P est-il en équilibre relatif dans le repeRe(c’est-a-dire
fixe dans ce repere) ?

Dans la suite, on note la valeur dep correspondant a cet équilibre ; I'ensemble des positions d’équilibre
possibles de” est donc un cercle de rayan On suppose maintenant géreest, a lI'instant initial, au voisinage
d’'une de ces positions d’équilibre et pour cela on pose :

X =a(l+¢) et Y =an

ou¢ ety sont des quantités variables que I'on suppose étre toutes deux infiniment petites d’ordre 1. On supposera
que leurs dérivées premiére et seconde sont aussi des infiniment petits d’ordre 1. On se propose ainsi d’établir le
mouvementP au voisinage du point de coordonnées0, 0)

5 — Montrer que les équation différentielles vérifiées patn peuvent s’écrire sous la forme :

e ,dn _ U
2 T dx ¢
2y de oU

Sl A S v
D T By

UE,n) = 3z F'(al(1 +€), a0 0

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 3 @ section 3.0.0 ® Page 11 de 80

6 — Montrer que la fonctiorU admet le développement suivant en puissances eteder, limité a I'ordre 4 par
rapport a I'ensemble de ces variables :

3 32 ) 3 2 4 2 2 34
=5 +t5;8 -8+ - 2 2
U=g+58 - 45878+ =350 + 21 (2)

En déduire les développements limités a I'ordre %@et de%—%
7 — On cherche une solution développée ordre par ordre sous la forme :

EN) = E(N) + &) + &N + - --
n(A) = m(A) + m2(A) + ns(A) + - --
ol les¢;(\) etr;(\) sont des quantités infiniments petites d'ordre

En reportant cette solution formellement dans les équations (1) et (2), et en identifiant les quantités du méme
ordre, exprimer les équations différentielles que doivent vérifier successiveépany, puisé, etn,, puisés et

n3-
On devra trouver des expressions de la forme :
dQ& dn;
W—2 N —3fz'Zfi(§17771,-~,fz'—1,7h'—1) 3)
d27h‘ d&;
2 +25 = gi(&, My -, &im1, Mie1) (4)
ou f; et g; sont des polynémes ne comportant que des termes d’'ofdeaif a I'ordre 1 ou I'on a en particulier
fi=g1=0).

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 3 @ section 3.0.0 ® Page 12 de 80

8 — Pouri = 1, intégrer une fois I'équation (4) en introduisant une constante d’intégratioen déduire une équa-
tion différentielle ne dépendant plus quegdeDéterminer alorg; en fonction de\ et de 2 nouvelles constantes
d’intégrationA, et A,. Déterminer enfim; en fonction de\ et d’'une quatrieme constante d’intégration

CalculerC etC, de fagon a ce qug, ne comporte ni terme constant, ni terme polynomiakemais seulement
un terme trigonométrique ex; exprimerA; et A, de sorte qu’a = 0 on ait :

Kl(}‘)}tzo = ¢ et [771()‘)]13:0 =0

ou e est une constante positive supposée infiniment petite d’ordre 1 [&insi;); pourront rester infiniment
petits d’ordre 1, et, si dans la suite on choisit comme conditions initfales0 etn; = 0 pouri > 2, on aura
finalementX = a(1 —e) etY =0at = 0].

9 — Reporter les solutions obtenugg\) etr; (\) dans les équations (3) et (4) paue 2 et intégrer ces équations
comme a l'ordre 1, en déterminant les constantes d’intégration pouf,queecomporte que des termes pério-
diques et pour qu’a = 0 on aité;, = 0 etn; = 0. Procéder de la méme fagon pour résoudre les équations (3) et
(4) pouri = 3.

La question 1 est indépendante des suivantes, et la question 8 peut étre traitée en supposant acquise la question
7.
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4. Meéthode d’Hamilton-Jacobi appliqguée au mouvement képlérien

On considére un point matériél de massen, mobile dans un plan fixe. Soie@,i, un repeére fixe lié a ce
plan, et (1, x2) les coordonnées cartésiennestidans ce repéere. Le poiftest soumis uniquement a une force
qui dérive de la fonction de forces :

K
\/x2 + 23

1 — Calculer un lagrangien de ce systeme dynamique ; écrire les équations de Lagrange correspondantes. C(2.6)

U(z1,22) = (1> 0)

2 — On notep,; et p, les variables conjuguées respectiveszgleet x,. Calculer I’hamiltonienH correspondant ;
exprimer les équations d’Hamilton; s’il y a une intégrale premiére, explicitez-la. C(Z.ll)

3 — On fait le changement de variablegey, zo, p1, p2) — (X1, Xo, P1, P») défini par :
1= X7 — X3
To = 2X1X2
pP1 = (X1P1 —XQPQ)/2p2 avec p2 :X12+X22
p2 = (XiP + X2P1)/2P2
(a) Montrer que ce changement de variables est canonique. C8
(b) Montrer que le nouvel hamiltonien est alors :
1

1
H=———(-—(PP+P)—4
4(X?+ X3 <2m(1+ 2) ”’)
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(c) Montrer queH* est constant ; on notefasa valeur.

(d) Exprimer les équations d’Hamilton associéd$’a Transformer ces équations de facon a y faire apparaitre
la constanté.

4 — On pose :
dt = 4p* du (1)
Montrer que les équations d’Hamilton précédentes peuvent alors s’écrire sous la forme canonique :
dX;, OH dP; 0OH
du OP; du 0X;

ol H, est la fonction :H, = %m(Pf + P2) — 4h(X? + X3)
5 — Intégrer les équations (2) en fonstion@epuis I'équation (1) définissamten fonction deu (on distinguera les
cash =0,h > 0eth <0).

6 — Dans le cas < 0, reprendre l'intégration des équations (2) par la méthode d’Hamilton-Jacobi transposée au
cas outu remplacet : On cherchera une fonction génératrice

G1(X1, X, a1, 0, 1)
d’'un changement de variables canoniques : C9.1
(X1, X5, P, P) = (aq, 00,01, 32)

tel que le nouvel hamiltonie#; soit nul; on pourra posel; = «; + «» afin de rechercher une solution a
variables séparées de la forme :
G1 = F1(X1, a1,u) + Fo(Xa, oz, 1)

Trouver F et F;, puis exprimer le changement de variables engendré-pawon doit retrouver une solution
analogue a celle obtenue dans la question 5.
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5. Orbites de transfert et assistance gravitationnelle

Partie I.

On considére un corp@ de massen, attiré selon la loi de Newton par le Soléilde massél/. A I'instant
initial ¢, Q) est situé a la distaneg de S et possede la vitesse héliocentrigyeOn examine les trois situations
suivantes :

1 — La vitessev, est celle d’'un mouvement circulaire. Exprimgren fonction der, et des masses. Dans la suite,
cette vitesse circulaire sera désignée pay et son module pal/,,.

2 — Lavitessey, est un vecteunv,s déduit dev,, par une rotation d’anglej effectuée dans le plan du mouvement
circulaire précédent. Montrer sans calcul que le demi-grand axe de 'orbifeva@tr,. En déduire géométri-
guement 'anomalie vraie d@ a l'instantt,, puis I'excentricité de I'orbite d€) et la durée écoulée a I'instatyt
depuis le dernier passage @eau périhélie. Que deviennent ces résultats péus = /2 ? C(3.84b)

3 — La vitessev, est un vecteur égal av,; , avec 0 < o < v/2 . Exprimer le demi-grand axe et I'excentricité de
I'orbite de (), en fonction de-,, de« et de3. Déterminer ensuite I'anomalie vraie dea l'instantt, (par son
sinus et par son cosinus), et la durée écoulée a cet instant depuis le dernier pasgagyepdgihélie. Montrer
gue les vitesses au périhélie et a I'aphélie ont pour module :

Veo
acos 3

V =

(1 + /1 — a2(2 — a?) cos? ﬁ)
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Partie Il.

On considére maintenant, en plus du Sofede massé/, 2 corps ponctuel$’ et P de masses: et telles
que u < m < M ; on pourra alors négligern. devant)M ety devantm, et considérer qué' et P suivent
des mouvements képlériens héliocentriques indépendants tant qu’ils ne sont pas tres voisins I'un de l'autre. lls
seront considérés comme tres voisins I'un de l'autre dedyeetre dans la sphere d’'influence’Belle-méme
supposée tres petite par rapport a la distancE de Soleil. En passant a la limite, on supposera en faiffgoa
d’influence surP que lorsqueP est confondu avet : I'effet sur P consistera alors en un changement instantané
de la direction de la vitesse relative 8epar rapport &', sans modification de son module ; cette déviation sera
calculée par le formulaire du mouvement képlérien hyperbolique de Tgyam faisant comme $¢ passait a une
distance péricentrique, trés petite mais non nulle, et en supposant que la vitesse asymptotique “a I'infini avant
le choc” est la vitesse par rapporf gpossédée paP lors de son arrivée en coincidence a¥e®©n considérera
enfin que tous les mouvements s’effectuent dans un méme plan fixe.

Dans le cadre de ces hypotheses, on se propose d’examiner diverses trajectoires de transfert d’'une sonde
spatiale entre la Terre et une planete : On cherche une trajectoire telle que la sonde, lancée depuis la Terre sur
une certaine orbite, revienne une fois vers la Terre et s’en serve alors comme d’un tremplin gravitationnel pour
étre propulsée vers la planéte visée.

Pour les applications numériqués,désignera la Terre € la sonde spatiale ; on utilisera les données sui-
vantes :

- vitesse circulaire en repere héliocentrique a 1 Ua== 29, 785 km/s
- vitesse circulaire en repere géocentrique a 1 rayon terrestre 7,905 km/s

L'orbite héliocentrique d€" est circulaire de rayon, et de périodd’, ; sa vitesse est dong,. A l'instantt,, P
etT sont confondus eP quitte’7” avec une vitesse héliocentriqugcolinéaire a celle dé&' et de méme sens’
amorce alors une premiére orbite héliocentrique) t, pour queP revienne rencontréef, on fait en sorte que
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la période de©,) soit un multiple entiek deT,.

(a) Déterminery, en fonction de: et del, pour qu’il en soit ainsi. Calculer aussi les distances périhélique et
aphéligue et la vitesse héliocentriquedau périhélie et a I'aphélie. Calculer enfin la vitesse relativé’de
par rapport & lorsqueP revient en coincidence avétau bout du tempsT,.

(b) A la suite de ce retour €, le point P amorce une autre orbite héliocentriqd&). Montrer que, quelle
que soit la déviation subie (donc quel que 3$gj}, le demi-grand axe de&X,) est nécessairement plus petit
gue celui de ;). La vitesse héliocentrique au point de départ de cette nouvelle orbite peut étre mise sous
forme d’'un vecteuraV,s (notations de la partie I). Détermineret 5 en fonction dek, V, 7, €tv;.

(c) Application numérique : Pout = 2, r, = 1 ua etr,, = 1,05 rayon terrestre , calculer les valeurs du
demi-grand axe et des distances périhélique et aphélique des deux orbites hélioceritipae&X) (On
pensera a utiliser les résultats de la partie 1). Suite a ce retour de la sonde vers la Terre, I'action de la Terre
permet-elle a la sonde d’atteindre ensuite I'orbite de Vénus ?

5 — Lorbite héliocentrique del” est toujours circulaire de rayon, et de périodel,. Comme précédemment, a
I'instantt,, P s’éloigne d€l” avec une vitesse héliocentriqugcolinéaire a celle d&” et de méme sens, mais
il amorce maintenant une orbite héliocentriqug) de périodel; légerement supérieure au double@e Le
demi-grand axe de cette orbite est alors nat¢ = pr,, avecp > 2%/3. Sur une telle orbiteP ne rencontrera
généralement plus le poifit mais, grace a une correction de trajectoire adéquate, on va modifier ultérieurement

(O3) en (©O,) pour faire revenirP versT.

(a) Calculer, en fonction de, de T, et deV,,, I'excentricitée; de I'orbite (©Os), le temps écoulé depuis
lorsqueP arrive pour la premiere fois a 'aphélie d@4) et la vitessd/;,,;, au passage en ce point.
C’est a I'aphélie de@®s) qu’on effectue la correction de trajectoire : Une impulsidw, opposee &5,
transforme Qs) en (O,), cette nouvelle orbite étant tangente a la précédente et sa péjiétint cette fois

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 5 @ section 5.0.0 ® Page 18 de 80

légérement inférieure &;. Son demi-grand axe est noté,. = or,, aveco < p. De cette facon, I'orbite
(O4) vient recouper 'orbite d§” en 2 points/; et I,. On supposera quE arrive pour la premiere fois
en ces points aux instants respectifet ¢, avect, > t;. On se propose de trouver I'équation devant étre
vérifiée par eto pour queP etT arrivent en méme temps en 'un de ces points.

(b) Calculer, en fonction de, de o, de T, et deV,,, I'excentricitee, de (O,), la vitesseVy,,, a I'aphélie,
limpulsion AV, les anomalies vraie et excentrique@@ux points/; et I.

(c) En déduire les durées = t; — t, etd, =ty — t, du trajet suivi parP depuis le départ jusqu’aux premiers
passages aux poinfg et /. En déduire aussi les duréésetd;, écoulées depuis lorsquel’ passe pour la
deuxiéme fois aux point§ et I5. Vérifier que poup = 1,64 eto = 1,57538094 , P etT se retrouvent en
méme temps en I'un de ces points.

(d) Calculer la vitesse relative dé par rapport d" au moment de cette rencontre (module et composantes
radiale et orthoradiale). Faire I'application numérique pouf 1,64 eto = 1,57538094.

(e) Pourp = 1,64, 0 = 1,57538094, etr,, = 1,05 rayon terrestre, calculer la vitesse héliocentrique de
la sonde juste aprés cette rencontre de&n déduire le demi-grand axe et la distance aphélique de la

nouvelle orbite héliocentriqu&X) suivie désormais par la sonde. Quelles planetes la sonde peut-elle ainsi
atteindre ?

() Comparer I'énergie que la sonde a di fournir pour atteindre I'aphéli®geen suivant les orbites’);),
(0O4) et (Os), al'énergie minimale qu’elle aurait di fournir pour atteindre cette distance aphélique directe-
ment (c’est-a-dire sur une seule orbite képlérienne en partant de la Terre).

(9) Qu'y aurait-il de changé dans cette question 2 si, au lieu d’étre circulaire, I'orbi#e éit elliptique
d’excentricitée,, de périodél, et de distance périhélique, les pointsP et T" étant confondus a l'instant
t,, chacun au périhélie de leur orbite ?

Dans la partie Il, les questions 1 et 2 sont indépendantes.
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6. Assistance gravitationnelle de Jupiter pour la sonde Ulysse

On se propose d’examiner la possibilité d’envoyer une sonde spatiale dans un plan perpendiculaire a I'éclip-
tique, permettant ainsi 'observation des zones polaires du Soleil (mission ULYSSE). Pour économiser I'énergie
de lancement depuis I'orbite terrestre, on envoie d’abord la sonde passer tout prés de Jupiter dont I'effet est de la

faire “rebondir” dans une direction qui dépend des conditions de vitesse dans lesquelles elle s’est approchée de
cette planete.

Dans tout le probleme, on considérera que la Terre décrit en 1 an une orbite circulaire deyrayadrua,

et que Jupiter décrit dans ce méme plan (écliptique) et dans le méme sens, une orbite circulaire @de fayon
5,202 ua.

La masse des planétes étant tres petite devant celle du Soleil, on peut considérer que le mouvement de la
sonde est régi par la seule attraction solaire, $asfju’elle passe dans le voisinage immédiat des planétes;
ce voisinage, ouphére d’influence, est la portion d’espace entourant chaque planéte, a I'intérieur de laguelle
les mouvements sont avantageusement décrits dans un repére lié a cette planéte. On considérera que dans |
sphére d’influence d’une planéte, les mouvements ne sont dus qu’a l'attraction de cette planéte. On négligera la

durée du passage de la sonde dans la sphére d’influence d’'une planéte, mais on ne négligera pas le changemel
d’orientation du vecteur vitesse subi lors de ce passage.

On aura besoin des seules données numeériques suivantes :

- vitesse parabolique en repere héliocentrique a 1lga= 42, 122 km/s

- vitesse parabolique en repére géocentrique a 1 rayon terregtret1, 180 km/s C(3.86)
- rapport des masses de la Terre et de Jupjleﬁ:m—&{ = 317,94

- rapport des rayons de la Terre et de Jupijer= % =11,194
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- rapport dex; etR; : % = 10900.

Pour chaque question, on exprimera d’abord les réponses en fonction de ces quantités ou de celles introduites
dans le texte, et on terminera par I'application numérique.

1 — Quels sont, en km/s, les vitesdéset V; de la Terre et de Jupiter ?

2 — On suppose tout d’abord gu’entre la Terre et Jupiter, la sonde parcourt une(@ibitkte orbite de Transfert,
elliptique, tangente extérieurement a I'orbite de la Terre, et intérieurement a celle de Jupiter (et coplanaire a ces
deux orbites). Le sens de parcours &ly) est le méme que celui de la Terre ou de Jupiter sur leur orbite.

(a) Déterminer, pour cette orbite de transfert, le demi-grandagxg, I'excentricitée ), la période de révo-
lution Pz, les vitesses au périhélie (c’est-a-dire au voisinage de la Terre), et a I'aphélie (au voisinage de
Jupiter).

(b) En déduire la vitesse relative de la sonde par rapport a la Terre ou a Jupiter lorsqu’elle est au voisinage de
'une ou de l'autre de ces planétes.

3 — L'orbite de transfert est maintenafif; ), exactement coplanaire a I'écliptique et tangente extérieurement a I'or-
bite terrestre, mais avec une distance aphélique trés légerement différenteetigalanta;(1 + <) . Ainsi,
le passage de la sonde a I'aphélie a lieu (ou aurait lieu en I'absence de perturbation par Jupiter) sur la ligne
Soleil-Jupiter, un peu en deca ou au dela de Jupiter. Dans ces conditions, le passage de la sonde dans la spher
d’influence de Jupiter s’effectue sur une orbite jovicentrique hyperbolique, coplanaire aux orbites précédentes,
de foyer Jupiter, et dont une asymptote est perpendiculaire a la direction Soleil-Jupiter et située a la distance

b = eay de Jupiter. La vitesse d’entrée sur cette orbit@ , est la vitesse relative de la question 2 - b) a
laquelle s’ajoute une petite correction provenant.de
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(a) Déterminer cette correction en fonctionagon pourra pour cela effectuer un développement de la vitesse
aphélique limité a I'ordre 1 en. Faire I'application numérique avec= 10-3.
On négligera cette correction dans toute la suite, de sorte que la vitesse d’entrée sur I'orbite hyperbolique
est, quelque sott, la vitesse relative de la question 2 - b).

(b) Déterminer la vitesse de sorﬁ@ par son module et par I'angle de déviatibqu’elle fait avec la vitesse
d’entrée. On exprimera cette déviation en fonction-ggdistance minimum du survol de Jupiter), dg
dep et deu. En déduire que, pratiguement, la déviation ne peut pas dépasseznviron. Exprimer une
relation permettant de calculeen fonction de-,, et ded, et calculew lorsquer,, = R;. C(3.88)

(c) Entre quelles limites est compris le module de la vitesse de la sanagere héliocentriquapres le survol
de Jupiter ?

(d) Entre quelles limites est comprisa repere héliocentriquia déviation de la sonde provoquée par ce sur-
vol ?

(e) La vitesse acquise par la sonde peut-elle étre suffisante pour qu’elle soit éjectée du systeme solaire ? Sinon,
jusqu’a quelle distance du Soleil peut-elle aller ?

4 — On considére maintenant une orbite de trangféntdont la distance aphélique est exactement égajgéomme
(To) ), mais(T;) n'est plus coplanaire aux orbites de la Terre et de Jupiter, de sorte que le passage de la sonde
a I'aphélie se produit un peu “au-dessus” ou “en-dessous” de Jupiter (survol des calottes polaires de Jupiter).
On désigne encore paia distance a laquelle passerait la sonde au-dessus ou en-dessous plan orbital de Jupiter
si elle n'était pas perturbée par lui. La ligne des nceuds de cette orbite sur I'ecliptique est perpendiculaire a la
direction Soleil-Jupiter et son inclinaison sur I'écliptique vaut alors sensiblebvient

On peut considérer que I'orbitds) est issue d’une transformation de 'orbitg)) : Lorsque la sonde passe,
sur(7y), a 'anomalie vraiav = 90°, on lui donne une petite impulsiafTX} perpendiculairement a la direction
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Soleil-sonde et hors du plan d#;), mais ajustée de facon a conserver le module de la vitesse ; cela revient a
“plier” (Tp) autour de la direction Soleil-sonde, sans modifier la distance aphélique.

Lorsque, a I'aphélie d¢73), la sonde pénetre dans la sphére d’'influence de Jupiter, elle décrit, en repére

jovicentrique, une orbite hyperbolique de foyer Jupiter, avec la méme vitesse d’é@‘ﬁ;ém’avec(To), mais
le plan de cette orbite est maintenant perpendiculaire a la direction Soleil-Jupiter. La déviation dans ce plan est
toujours limitée aux 58°.

(a) Préciser, en module et direction, les limites de la vitesse héliocentrique de la sonde aprés le survol de Jupiter.

(b) Aprés ce survol, la sonde décrit autour du Soleil une nouvelle orbite képlerighnayant une certaine
inclinaison: par rapport a I'écliptique. Quelle est la valeur maximale @eA quelle deviatiord en repere
jovicentrique correspont-elle ? Pour quelle valede b obtient-on cette inclinaison maximale ?

(c) Montrer que pour avoiir = 90°, il faudrait que@ soit supérieur ou €gal en modulé’a

(d) Déterminer IimpulsionAV qu’il faut donner a la sonde pour transforni@i) en une orbitg(7;) dont
I'aphélie est situé a la distanéeau dessus du plan de I'orbite de Jupiter.

5 — Pour obtenir I'inclinaison d&0°, on adopte finalement une orbite de transf@y) parabolique, tangente a
I'orbite terrestre et quasi-coplanaire a I'écliptique.

(a) Calculer la vitesse héliocentrique de la sonde a la distap¢emodule, composantes radiale selon la direc-
tion Soleil-sonde et orthoradiale).

(b) Calculer la vitesse jovicentrique d’entr@ de la sonde dans la sphere d’influence de Jupiter (module,
composantes radiale selon Soleil-sonde et orthoradiale).
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(c) Apres une trajectoire jovicentrigue de la sonde dans un certain plan, la vitesse jovicentrique d@c&tie
méme module gu’a I'entrée, et peut se décomposer en 3 composantes; (radiale selon Soleil-sonde,
orthoradiale dans le plan de I'orbite de Jupiter et orthoradiale perpendiculairement a ce plan). Il correspond
a cette vitesse de sortie une vitesse héliocentrique a trois composantes o5 .

Dans le cas ow| = v, = 0, la nouvelle orbite héliocentriqug™) a la disposition cherchée & 90°).
Calculerv; dans ce cas.

En déduire les caractéristiques de I'orliif€) , notamment la distance & laquelle la sonde passe “au dessus”
des zones polaires du Soleil.

Les questions 3, 4 et 5 sont indépendantes.
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7. Envoi d'une sonde vers Vénus

On considere que la Terre et Vénus décrivent autour du Soleil des orbites circulaires et coplanaires, de rayons
respectifsy; eta,. Leurs masses sont trés petites devant celle du Soleil mais tres grandes devant celle de la sonde.
On appelle(T') et (V) les spheres d'influence respectives de la Terre et de Vénus. Le mouvement de la_sonde
sera considéré comme képlérien héliocentrique a I'extérieur de ces sphéres d’influence, et comme %gplérien
planétocentrique a I'intérieur de celles-ci. On négligera la durée du passage de la sond®@ @a(is), mais on
ne négligera pas les changements de vitesse (ou déviations) occasionnés par I'approche de ces planetes.

On aura besoin des seules données numeériques suivantes :
- a; = 1 UAeta, = 0,72 UA; période de la Terre autour du Soleil : 1 an
- Vitesse circulaire héliocentrique a 1 UA’; = 29,8 km/s C(3.84)
- Vitesse circulaire géocentrique a 1 rayon terrestge= 7, 88 km/s
- Rapport des masses de Vénus et de la Te%g = 0,813

- Rapport des rayons de Vénus et de la TGI%L ‘= 0,947, avecR; = 6370 km

1 — Au départ de la Terre, a la sortie (&), on donne a la sonde la vitesse minimale, paralléle a celle de la Terre,
suffisante pour atteindre I'orbite de Vénus. On demande :

(a) la vitesse héliocentrique de la sonde a la sorti€ideet a I'entrée déV/),

(b) le temps mis par la sonde pour aller de la Terre a Vénus, ainsi que les positions relatives de la Terre, de
Vénus et du Soleil au moment du lancement de la sonde et au moment de son arrivée prés de Vénus,

(c) la vitesse de la sonde par rapport & Vénus a I'entr&é’de
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2 — On désire que la sonde, aprés son survol de Vénus, ait une orbite héliocentrique elliptique dont la période soit
exactement 9/10 de celle de Vénus. On demande :

(a) le demi-grand axe de cette nouvelle orbite héliocentrique, la vitesse héliocentrique de la sonde a la sortie
de (V) en module et en direction (angle que fait cette vitesse avec celle de Vénus), puis I'excentricité et
les nouvelles distances périhéliques et aphéliques [on pensera a représenter vectoriellement la composition
des vitesses a I'entrée et a la sortie de (V)],

(b) la déviation du vecteur vitesse de la sonde par rapport & Vénus durant la traverdég etd’altitude
minimale atteinte lors du survol de Vénus,

(c) au bout de combien de temps la sonde pourra-t-elle passer de nouveau au voisinage de Vénus ? Si, lors de
ce nouveau survol, la sonde passe exactement a la méme altitude minimale qu’au premier passage, quels
seront le demi-grand axe et les distances périhéliques et aphéliques de 'orbite héliocentrique consécutive ?
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8. Perturbations d’un satellite par le frottement atmosphérique

On considere le systéme isaténstitué d’'un satellites de massen, en orbite autour de la Terre supposée
sphérique de centr®, de masseV/, de rayonRk et entourée d’'une atmosphére possédant aussi la symétrie
sphérique : En un point situé a la distamae O, la masse volumiquene dépend que deet, dans I'atmosphére
elle suit la loi : C(5.27)

p(r) = po exp[—k(r — ro)] oU pg, ro €tk sont des constantes positives.
L'effet du frottement atmosphérique stirest modélisé par I'accélération suivante :
F=—ar=—bp(r)|r]*t ou b est une constante positive

Dans ces expressionsest le vecteuo s etr son module, et est le vecteur unitaire de la vitessee S. C(4.38)
1 — Etablir, en la justifiant, I'équation différentielle vectorielle du mouvement relati$ @itour deO.

2 — Dans toute la suite, on considérera qug)M est une quantité négligeable et remplacée par zéro, et I'on pose
1 = KM ou K est la constante de la gravitation universelle. On se propose d’établir certaines caractéristiques
du mouvement képlérien osculateur flesous I'effet du frottement atmosphérique. On a obtenu en cours les
éguations donnant les variations des “constantes” képlérignaes = e u, en fonction de la perturbation ;
avecF = —ar, elles s’écrivent :

— = —alr
de
Fat

En utilisant le formulaire du mouvement képlérien elliptique, en déduire que les équations aux variations pour le

= —2a(Jifr —ri+)
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demi-grand axe et I'excentricitée peuvent s’écrire sous la forme :

1da_ 2a —r

a dt @ r
d 1—¢?
—e:—QQMCOSE
dt T

ou E est 'anomalie excentrique du mouvement képlérien osculateur.
3 — On effectue le changement de variablesit = ng oun est le moyen mouvement osculateur.

Exprimer@ et 9¢ En déduire gue si et sont respectivement les distances du périgée et de I'apogée, leurs
dérivées par rapport & sont égales a :

dq Q aqQ «
5 = 2Eq(1 cos E) et 5= QEQ(l—FCOSE)

En remplagant par son expression en fonction dle et ||, montrer qu’on obtient :

C(5.28)

dq

1 FE
- = —2bapg exp|—k(a —19)] ¢ (1 — cos E) \/—1 i— ZEZZE exp(kae cos F) "
d@) /[1+ecos B
E = —2bCLp0 eXp[—k(a — 7”0)] Q (1 -+ cos E) m exp(k:ae COS E)

On suppose qukzp, est une quantité tres petite, de sorte que les variationsde et () sont elles-mémes
tres petites. Alors, on peut considérer que dans les seconds membres des équations (1), ces variables sont de
constantes pendant tout le tempsOwarie de 0 &7. Le développement de ces seconds membres en série de
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Fourier de la variablé’ possede un terme indépendantidgqui permet d’évaluer 'amplitude des variatioAg
et AQ subies pan et sur un tour d’orbite :

dq 2T dQ
Aq = ( )dE t AQ= <—
1 /0 dE ¢ @ /0 dE
On suppose en outre que I'excentricité est suffisamment petite pour que I'on puisse développer les seconds

membres de (1) en puissanceseds ne conserver que les termes de degré inférieur ou égal a 1.
4 — Effectuer ces développements de facon a exprithgret AQ en fonction des fonctions de Bessgl et J;,

sachant que, poutrréel, on a: C(3.116a)
| Jo(ic) sin=0 ol i=+/-1
— / exp(ccos E) cos" E dE = %Jl(iC) sin=1
T Jo

Jo(ic) — % Ji(ic) sin=2

Application numérique Le satellite est une sphére de 1 m de rayon et a une masse de 100 kg, de sérte que

vaut -7 m?/kg (b = 1ODA avecCp = 2, cf. cours). A l'instant initial, le périgée d& est a 300 km d’altitude
et 'apogée a 700 km (on prendfaégal au rayon équatorial donné dans le cours). Au perlgee et a 'apogée, la
masse volumique de I'atmosphére vaut respectivemant: 5. 10~ kg/m” etp, = 2. 10713 kg /m*

5 — Calculera ete, puisp, etk en prenant, = ¢. Verifier quebap, est bien une quantité trés petite.
6 — CalculerAqg et AQ sachant que pour= 2,760 730,on a:

Jo(ic) =4,029935 et Jy(ic) = 3,186 1211
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®Sommaire

9. Perturbations d’'un satellite par le .J; de la Terre

On se propose de construire et d’'intégrer les équations du mouvement d’un satellite artificiel, dans le cas ou
son orbite képlérienne osculatrice reste dans le voisinage d’'un cercle lui-méme proche du plan équatorial de la
Terre. On veut donc exprimer ces équations dans des variables adaptées aux faibles excentricités et aux faibles
inclinaisons. Dans tout ce probleme, les notations utilisées sont celles du cours.

Partie A : Construction de quelques développements du mouvement képlérien elliptique.

On considére un point animé d’'un mouvement képlérien elliptique de foyerde demi-grand axe et
d’excentricitée. Dans toute la suite, on supposera que I'excentricité est suffisamment faible pour que I'on puisse

limiter les développements au degré 2edidegre 2 inclus On connait le développement en série de Fourie&je
la quantitéa /7 : (3.117)

a oo
o= 1+ Z 2Ji(ke) cos kM

k=1

Al. Al'aide du développement des fonctions de Begét) en série entiére de, exprimer% sous forme d’'un

développement limité au degré 2 en excentricité. C(3.121)
A2. En posant : X = ¢ expyv—1M et X = e exp—/—1M , en déduire une expression éesous forme
d’un polynéme enX et X, de degré 2 par rapport & I'ensemble de ces variables. (3.145)

®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 9 @ section 9.0.0 ® Page 30 de 80

A3. A partir de la loi des aires r’dw = na®v/1 — e2 dt , déduire de (A2) une expression % sous forme

d’un polynéme de degre 2 ek et X. Par intégration, en déduire ensuife-1(w — M) sous forme d’'un
polyndme de degré 2 ek et X.

A4. En utilisant le développement limité de la fonction exponentielle au voisinage de zéro, exptimer

expv/—1(w — M) sous forme d’un polyndme de degré 2Eret X. On devra trouver : C(6.50)
I
expv—1{w— M) = 1+X—X+§X —gX — XX

A5. Déduire des calculs précédents, les développemen(&)feet de(%)3 62 sous forme de polyndmes de
degré 2 enX et X. (3.146)

Partie B : Développement du potentiel d'un corps sphéroidal.

On considére une Terre sphéroidale de cefitrde massen et de rayon équatoriak. Soit R, un repére
principal d’inertie de la Terre. Le satellite est repéré dang, par des coordonnées sphériqugslistance au
pointO), A (longitude),¢ (latitude).

B1. Donner, sans démonstratiofexpression du développement en harmoniques sphériques du potentiel de
gravitation d’une telle Terre au poist exprimé en fonction des coordonnées sphériques @ dévelop-

pement est désigné dans la suite ab). (4.30)
B2. Exprimer sin ¢ en fonction de l'inclinaisori de I'orbite deS, et de I'angle w + w que fait la direction
OS avec le nceud ascendant. C(5.30)
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B3. On pose:
L=QO+w+M=w+M

Z:sin%exp\/—l(L—Q) et Z:sin%exp—\/—l(L—Q)
Déduire de (B2.) qu'ona:
V—1sing = (Z0 — ZO\V1—-ZZ

B4. En utilisant les résultats du (A), montrer que la partie perturbatrice du potéritie|] développée jusqu’au&
termes de degré 2 en excentricité et inclinaison et limitée au ternig ee met sous la forme : (5.53)

;l(X—i—X) Z(X2 + X% + SXX + 3(22 + Z?) — 3ZZ)

R (1

B5. Onpose:x = ¢ expy/—1w et z = sin% exp v/ —1Q . On désigne encore paret z les conjugués de
et dez. ExprimerX, X, Z etZ en fonction de ces variables et ieEn déduird/, (S) exprimé en fonction
des 6 variablesq, z, 7, z, Z et L.

Partie C : Equations du mouvement en variakhles, 7, z, z et L.

On prendra dans le cours les équations de Lagrange exprimées pour ces variables. C(5.52)

C1. Calculer les varlatlonél—t Cclz:f % et (fl% en limitant leurs expressions aux termes de degrés 0 et 1 par
rapport a 'ensemble des variablesz, z et z. Déterminer aussi I'équation donnant les variations du moyen

mouvementa. 22.1.2
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C2.

Cs3.

Effectuer sur ces équations le changement de variables suivant :
a = a,(t) + Aa(ao, To, To, L)
T = 2o(t) + Az(ao, To, To, Lo)
2 = 2o(t) + A2(ao, 20, Zo, Lo)
L = L,(t) + AL(ao, To, To, Lo)

On supposera quaa, Az, Az et AL sont des fonctions infiniment petites du premier ordre/grniandis

quea,, ., 2, €t L, sont des fonctions du temps, d’ordre zéro.Brcar elles dépendent avant tout des
constantes arbitraires qu’on introduira plus tard en intégrant les équations. On développera les seconds
membres des équations au voisinageigler,, z, et L,, et on ne conservera, dans les deux membres de
chaque équation, que des termes d’ordre 0 et.I,en

Dans les seconds membres de ces équations, on remarque que certains termes dépend€le dent
les termes périodiques. Ceux qui n’en dépendent pas sont qualifiés de termes séculaires. En identifiant les
variations%, ddxto, % et dstO aux termes séculaires des seconds membres des équations établies en (C2),

on obtient des équations de la forme :

da,
= 0 — ao(t) = a,, = constante
dzx,
; =+v—1lwiz,
dz,
(;t =+v—1wsz,
dL,
—== Neo + w3z = N = constante

olin,, st une constante reliéeidy, par la loi de Kepler n? a3 = Km.

00 00
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(a) Donnerw,, wy etws en fonction des,, den,, deJ; et deR.

(b) Avec les valeurs d&'m, de.J, et deR prises dans le cours, calcule), pour queN soit égal a 1 tour
en 12 heures.

(c) Calculer les valeurs de, etw, pour cette valeur de,,, puis les périodes correspondantes.

(d) Integrer les équations donnantet z,. On déterminera les constantes d'intégration en supposant qu'a
linstantt = 0, on ae = ||z,|| = 0,02 et sin§ = ||z,|| = 0,015 tandis quew = arg(z,) = 20° et
Q = arg(z,) = 135°.

C4. Dans les équations établies en (C2), identifier les variaﬁ%.%, ddAtx : dﬁz et dﬁtL aux termes pério-
diques présents dans les seconds membres correspondants. Tenant compte des solutions obtenues en (C3
calculer ensuité\a, Az, Az et AL en fonction du temps.
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10. Orbite héliosynchrone pour le satellite SPOT

Toutes les données numériques non précisées dans le texte du probleme et nécessaires a sa solution, sont
prendre dans le cours. Les notations sont aussi celles du cours.

On se propose ici d’examiner quelques aspects du mouvement du satellite SPOT, et notamment I'héliosyn-
chronisme de son orbite. Dans tout ce probleme, pour les applications numériques, on prendra le demi-grand axe
de l'orbite de SPOT égal a 7000 km.

1 — Dans I'hypothese d’'une Terre sphérique, déterminer la période de révolution et le moyen mouvement d’un satel-
lite de la Terre, en fonction du demi-grand axe de son orbite. Calculer ces deux quantités pour le satellite SPOT.

2 — On considére que, dans toute la suite, la Terre a la forme d’'un sphéroide aplati et on suppose que, dans cette
guestion, on limite le développement de son potentiel de gravitation au terrhe en

(a) Donner, sans démonstration, I'expression d’ordre Ignde la partie séculaire de la fonction perturbatri&z,
notée< U,, >, exprimée en fonction des éléments orbitayx et:. (5.55)

(b) En déduire I'expression des variations séculaires des €lénaents et (). C(5_79)

(c) Calculer I'inclinaison moyenne sur I'équateur que doit avoir I'orbite du satellite SPOT, pour que le mou-
vement séculaire du nceud de son orbite s’effectue dans le sens direct, a raison de B@612568 jours
(orbite héliosynchrone). On supposera pour cela que I'excentricité moyenne de I'orbite du satellite e@(ﬁﬂl@.

3 — On suppose que, dans cette question, le développement du potentiel de la Terre est limité aux téretes en
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(a) Montrer que le terme e, de ce développement, engendre un terme séculairexnbtg >, égal a : C(5.58)
R* 105 15 3 3
<Uj, >=—-KmJy— {(64 sin4z—§sm z—i—8> (1+§€2)+
35 15 3
(—E sin® i + "y sin z) Zez oS 2w } (1—e?)™ /2

Dans cette expression,est 'argument du péricentre. Pour I'obtenir, on pourra calculer la valeur moyenne
par rapport &/ (anomalie moyenne), des quantltég) sinpw et (%)"cospw (ol w est 'anomalie

vraie) pour les quelques valeurs det dep qui interviennent dans le terme €. On pensera a effectue
l'intégration surw plutét que sun\/. (r.:(S 56)

(b) En déduire I'expression de la contribution duau mouvement séculaire du nceud de l'orbite du satellite.

(c) Tenant compte des contributions duet du.J, a ce mouvement, redéterminer I'inclinaison moyenne de
I'orbite de SPOT de facon a ce que son orbite soit héliosynchrone. On pourra déterminer cette inclinaison
par itérations, en partant de la valeur obtenue en 2c. On supposera encore que I'excentricité moyenne de
I'orbite est nulle.

4 — Dans cette question, on limite le développement du potentiel de la Terre a sa partie képlérienne et on consi-
dere que la perturbation du satellite SPOT est uniquement due au frottement atmosphérique. On suppose que
I'accélération perturbatrice due a ce frottement est de la forme :

v =—aV?u

ouV estla vitesse képlérienne osculatrice du satellitepn module et son vecteur unitairev est un paramétr€(4.38)
physique et, dans les applications numériques, on prenerd 0~ 3m 1.
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(a) Le frottement atmosphérique ainsi modélisé modifie-t-il le plan orbital du satellite ? Justifiez votre réponse.
(b) Montrer que le demi-grand axe varie suivant I'expression :

da s (1+e*+2ecosw 3/2
— = —2na‘«a >
dt 1—e

On pourra utiliser I'expression des variationsassue directement des variations de l'intégrale premiére

de I'énergie. (5.18)
(c) En déduire les variations séculaires du demi-grand axe et du moyen mouvement du satellite SPOT. Faire

I'application numérique en considérant que I'excentricité est nulle. De combien de métres varie le demi-
grand axe du satellite SPOT en un tour d’orbite ?

(d) Ces variations séculaires s’écriventi: = ao(1 + (1t) et n = no(l + fot) . Du fait de ces variations,
on ne peut plus avoir une orbite héliosynchrone avec une inclinaison moyenne strictement constante. En
remplagant etn par ag(l + (1t) et no(1 + [ot) dans I'expression qui a permis, en 2c, de calculer
l'inclinaison de I'orbite héliosynchrone, déterminer cette inclinaison sous la forme d’'un développement
limité : i = iy + i1t , OU iy est l'inclinaison trouvée en 2c, et ay est une quantité a déterminer. On
considérera toujours que I'excentricité est nulle.

5 — Dans cette question, on s’'intéresse maintenant aux perturbations du satellite SPOT par le Soleil. On suppose que
I'orbite du satellite est héliosynchrone, circulaire, inclinée sur I'équateur de I'ardgéerminé en 2c (mouve-
ment du nceud di au terme &4). On suppose en outre que I'orbite géocentrique du Soleil est circulaire, de rayon
a’, et située dans le plan équatorial de la Terre. Enfin, la période de révolution du Soleil est3§al6@s jours

(a) En utilisant les équations du probléme des trois corps, montrer que la fonction perturbatrice du satellite due
au Soleil peut étre réduite a I'expression : (6.45)

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 10 ® section 10.0.0 ® Page 37 de 80

vs= 2 {(5)" (Feoto-3) +0 (e

oud désigne I'angle entre les directions géocentriques du Soleil et du satellite. On y a supposé au@(@m@)la
masse du Soleil vaut 1.

(b) On donne ros § = cos® & cos(L — L') 4 sin® § cos(L + L' — 2Q2), oui et sont l'inclinaison et le nceud
de l'orbite du satellite sur 'équateur, et étet L’ sont les longitudes moyennes du satellite et du Soleil.
Montrer que la partie séculaire dé&; (partie indépendante de la longitude moyerndu satellite) est
donnée par I'expression :

3a

3

2 . . . . 9
< Ug >= K4a (0084 % + sin* % + 2 cos® % sin? % cos(2L' —2Q) — §>

(c) En déduire la contribution du Soleil au mouvement séculaire du nceud du satellite.

Comment doit étre placé le nceud de 'orbite du satellite par rapport au Soleil pour que cette contribution
soit nulle ? Calculer la valeur de cette contribution lorsgiest égal &'+ /4. La prise en compte de cette
contribution modifie-t-elle sensiblement la valeur de I'inclinaison de I'orbite héliosynchrone telle qu’elle a
été calculée en 2c?
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11. Perturbations de I'orbite du satellite HIPPARCOS

On se propose d’'étudier quelgques particularités du mouvement d’ HIPPARCOS. Ce satellite devait étre placé
sur une orbite géostationaire, mais, a cause de la défaillance de son moteur d’apogée, il se trouve “coincé” sur une
orbite de transfert dont les caractéristiques sont : altitudes respectives du périgee et de I'apggees40 km

et ha: = 35900 km, inclinaison sur I'équateur:i:= 6°, 8.

1 — Dans cette question préliminaire, on suppose que la Terre est sphérique deRrayo6378 km, et que sa
constante d’attractiop vaut 398600 ks 2.

(a) Déterminer le demi-grand axe la périodé€l” et I'excentricitée de I'orbite actuelle d’'HIPPARCOS. C(3.12)

(b) Déterminer la durée de chaque passage du satellite a une altitude inférieure a une quantité.deaire
I'application numérique avet = 1000 km. (3.24)

2 — Dans cette question, on étudie les impulsions instantanées qu'il aurait fallu donner a HIPPARCOS pour rendre
géostationnaire son orbite. La Terre est encore supposée sphérique.

(a) Soitw I'angle entre la direction du nceud ascendant de I'orbite sur I'équateur et celle du périgée. En quels
points de son orbite doit se trouver le satellite pour qu’une certaine impm‘sWndonnée a cet instant
puisse rendre I'orbite coplanaire a I'’équateur. Donner une condition devant alors étre vérifiée par la nouvelle
vitesse V' +m . Calculer en ces points et en fonctionwlda distance du satellite au centre de la Terre,
et les composantes radiale et orthoradiale de sa vi@ssﬁeste avant de donner I'impulsion.

(b) DéterminerA1(7 de facon a ce que I'ancienne et la nouvelle orbite aient méme demi-grand axe. E@imm)
Ay I dans la base locale » etk du mouvement képlérien suivi par le satellite juste avant I'impulsion. Pour

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



@ & Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 11 ® section 11.0.0 ® Page 39 de 80

quelle valeur dev le module de cette impulsion est-il minimal ? Calculer numériquement les composantes
du Alv correspondant a ce minimum.

(c) Lorbite étant maintenant supposée coplanaire a I'équateur, avec méme demi-grand axe et méme excentricité
gu’'en 1a, en quels points de l'orbite peut-on donner au satellite une certaine impﬂﬁf’ode facon a

rendre I'orbite géostationnaire. Calculer le vectéléﬁ_? correspondant. On considérera pour ce calcul que
la Terre tourne sur elle-méme en 86160 s.

3 — Dans cette question, on considére que la Terre, toujours sphérique, est entourée d’'une atmosphere dont la mass
volumiquep décroit avec l'altitude selon la loi :
p(r) = pexp(—a(r — q))

ol p, eta sont deux constantes positivesret ¢ I'altitude au dessus du périgée. HIPPARCOS subit alors une
accélération due au frottement atmosphérique, dont I'expression est de la fprme-:CpV2u,, ouC est une
constante positivd, le module de la vitesse du satellite sur son orbite géocentriqueletvecteur unitaire de
cette vitesse.

(a) Montrer que le plan de I'orbite du satellite n’est pas perturbé par cette accélération.
(b) Montrer que les variations du demi-grand axe sont données par I'équation : C(5.18)

d\/_:—\/_Cp( >(2ar_7~)3/2

(c) Du fait de la tres forte excentricité de I'orbite d’'HIPPARCOS, les effets du frottement atmosphérique ne
sont sensibles que dans le voisinage du périgée, c’est-a-dire, d’aprés 1b, pendant une tres courte durée.
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En développant le rayon vecteur képlérien en série de Taylor au voisinage d’un instant,igiieliconque,
montrer tout d’abord que I'on peut écrire :

r(t) =7, (1 Lt + M—%(t — to)3> + 7 (t — 1) (1 ~E - to)Q) +o((t —t,)h)

2r3 2rd 6r3
our, etr, sont les vecteurs position et vitesse a I'instant
Appliquer cette relation au cas egreprésente I'instant de passage au périgée et, en introduisant la petite

quantitéu = (t — t,)/7, en déduire que la distanecegeut alors s’exprimer en fonction du temps, sous la
forme :

21e
r(t) =q {1 + m u? + 0(u4)}
(d) En déduirely/a/dt au voisinage du périgée, exprimé en fonction du temps sous forme d’un développement
en puissances delimité au degré 2. Intégrer cette équation entre les instantst ett,+dt. On supposera
pour cela que I'excentricité est constante. Faire I'application numériquedaved00 s, et les valeurs des
constantes € = 10 m?.kg!, p, = 2 x 1071 kg.m3 eta = 0,01 km~!. En déduire la variation subie
par le demi-grand axe a chaque passage au périgée.

4 — Dans cette question, la Terre est considérée comme un sphéroide, de rayon équataliatonstante (mémes
valeurs gu’en 1). On développe son potentiel de gravitation en harmoniques sphériques, mais on limite ce déve-
loppement au seul terme &h.

(a) Donner I'expression de la fonction perturbatri¢ecorrespondante, en fonction des coordonnées sphériques
r, » et A d’HIPPARCOS, puis en fonction de a, i, w etw (anomalie vraie). Pourquoi n’a-t-on pas le dl’&'t
ici de développet/; en puissances de I'excentricité ? (5.53)
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(b) Calculer le terme constant du développement de Fouriérf,den anomalie moyenng/, en fonction de
a, i ete, et en évitant de développer en puissances de I'excentricité. En déduire les variations s@(haﬂ@s
des éléments et () de 'orbite d’HIPPARCOS. Calculer numériquement ces variations (on prehdsa
0,00108). Avec quelle période la direction de I'apogée revient-elle en coincidence avec celle d’'un des
nceuds ? Que peut-on en déduire concernant la possibilité de réaliser la manceuvre évoquée dans la questior
2a?

5 — Dans cette question, on s’intéresse maintenant aux perturbations d’HIPPARCOS par la Lune. On suppose que
I'orbite géocentrique de la Lune est circulaire, de rayQmsituée dans le plan équatorial de la Terre et parcourue
en27,3215 jours.

(a) En utilisant les équations du probléme des trois corps, montrer que la fonction perturbatrice du satellite due
a la Lune peut étre réduite a I'expression : (6.45)

0= (L) (Beoto— ) +oltorar)}

oud désigne I'angle entre les directions géocentriques du Soleil et du satellite. Larmdsda Lune vauC(6.48)
la fraction 1/81,4 de celle de la Terre.

(b) Montrer que I'on a:

cos @ = cos® % cos(w + w — L') + sin? % cos(w +w + L' — 29)

oui, w etQ2 sont I'inclinaison et les longitudes du périgée et du nceud de l'orbite du satellite sur I’éqlﬁt(ewe)
ouw est 'anomalie vraie du satellite et dil est la longitude moyenne de la Lune.
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(c) Montrer que dans le développement en série de Fouriéf;,dear rapport a 'anomalie moyennd, le
terme constant (indépendant 8l et deL’) est donné par I'expression suivante (on pensera a intégrer par
rapport a 'anomalie excentriqué au lieu deM) :

3 2 o 0 2 3 2 o 0
< U >= ngalg |:(COS4%+SHI4%— §) (14—%) +5620082%sin2%(3052w

(d) En déduire les perturbations séculaires du nceud et du périgée de I'orbite d’'HIPPARCOS sous l'influence

de la Lune.

Les questions 3, 4 et 5 sont indépendantes.

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 12 ® section 12.0.0 ® Page 43 de 80

12. Deux exemples de mouvements d’un satellite artificiel de Mars

On se propose d’examiner deux configurations particulieres concernant un éventuel satellite artificiel placé
en orbite autour de la planete Mars. Cette planéte ici est considérée comme un solide de hl@ssentre de
masse0, et tournant sur lui-méme autour d’'un a&®&, de direction fixe avec une vitesse angulaire constante
wp €gale a 1 tour en 24h 37m 22s,7. On désignefpar Oijky un repere lie a la planéete, et pas = Oigjoko
un repére de directions fixes. On repére les points de I'espace par des coordonnées sghgkigrledans le
repéreR lié a Mars, ou(r, «, §) dans le repére, ; on a alors notammentu = wyt + \. La constante. = Km
représentant I'attraction gravitationnelle de Mars vA@82 82 103 m?3s—2.

On négligera I'influence du Soleil sur Mars et sur ses satellites, et on pourra ainsi considérer que [Byepére
est galiléen.

Partie | : mouvement stationnaire d'un satellite de Mars

Il s’agit d’'une situation dans laquelle le satellite reste fixe dans un repere lié a la planéte Mars (comme les
satellites géostationnaires dans le cas de la Terre).

1 — La planete Mars étant ici supposeée de forme sphérique, déterminer ou il faudrait placer le satellite et avec quelle
vitesse pour qu’il soit stationnaire. Calculer la distance correspondante du satellite alt.point

2 — Mars est maintenant un sphéroide d’@xe, et de rayon équatorial. = 3397, 2km.

(a) Donner, sans démonstration, I'expression du développement du potentiel de gravitation de Mars en un point
P, en fonction des coordonnées sphérigue®dians les reperek et R,.
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(b) Exprimer les composantes, en coordonnées sphériques, du vecteur accélér&tigmmdeapport arR ;
identifier ces composantes a celles issues du champ de gravitation de Mars.

(c) Montrer que si le satellite est lancé initialement dans le plan équatorial de Mars, avec un vecteur vitesse
lui-méme contenu dans ce plan, la trajectoire du satellite reste dans ce plan.

(d) Avec quelle vitesse faut-il lancer le satellite dans ce plan pour que sa trajectoire soit circulaire de?ayon

(e) Pour quelle valeur de un tel satellite est-il stationnaire ? Calculer cette valeur en limitant le développement
du potentiel au terme ey, (on utilisera la valeur J, = 0,001 964).

3 — En fait, Mars n’est pas exactement un sphéroide : On considére dans cette question et la suivante, qu&le déve-

loppement de son potentiel de gravitation est donné par I'expression suivante, dans |&rparMars : (4.35)
K 2 2
U(P) = m — 11— ; ( sin® ¢ — —) + 352 % cos? p cos(2X — 2)g2)]
T
(a) Calculer les composantes de I'accélérationPdgar rapport aR,. C(4.36)

(b) En déduire les valeurs de\ ety pour lesquelles un satellite placé Bravec une vitesse convenable, décrit
une orbite circulaire en restant stationnaire a la longitid€omparer ces valeurs deaux précédentes
évaluations (on utilisera les valeurgy; = 0,000 063 13 et Ayy = 755 3).

4 — On suppose désormais que le mouvement du satellite s’effectue dans le plan équatorial ge=-M@y.d.€ mou-
vement du satellite danfg, est représenté, au voisinage du mouvement stationnaire, par les éléments osculateurs
a, L, e etw (notations du cours). Le développement de la fonction perturbatrice du satellite en fonction de ces
éléments osculateurs est alors donné par I'expression suivante, valable dans le cas d’'une excentricité infiniment
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petite :
2
Uy =Km a—§ {%JQ (1+ %62 + 3ecos(L — w) + 262 cos(2L — 2w))
a
+ 3Ja2 cos(2L — 2wot — 2Xa9)}

Dans cette expression, les termeg &n- w) ou en(2L — 2w) sont a courte période tandis qu’au voisinage du
mouvement stationnaire, ceux &Y. — 2wyt — 2\y2) Ont une période beaucoup plus longue.

(a) Montrer gu’en ne prenant dari$ que les termes séculaires et a longue période de plus bas degré en
excentricité, les variations correspondantes du demi-grand axe et de la longitude moyenne sont données par

les équations : (5.51)
1d a?
dCtl = —12n JQQ _e blﬂ(?L - 2w0t — 2/\22)
a
dL 3
dt =n-+n —2 BJQ + 18J22 COS<2L ZWOt — 2)\22)]

(b) Un mouvement stationnaire (ou synchrone) a la verticale du point de longiued défini par la condition :
L = wot + A\g. Retrouver que les positions d’équilibre stationnaire sont données pat\y, + k/2.

(c) En posant L = wyt + Ao + g etn = wo(1 + p), on introduit deux nouvelles variablp®t ¢ remplagant: et
L (en notant, le demi-grand axe synchrone vérifiafia® = Km = n?a®, on aaussia = a,(1+p)~%/3).

Exprimer les équations donna%? et %. Vérifier qu’elles admettent la solutign= p, constant et = 0,
correspondant a un mouvement stationnaire. Caleulet les valeurs possibles ge correspondant aux
différentes valeurs d&,.

(d) En cherchant une solution voising .= p, + Ap etq = 0 + Ag ou Ap et Ag sont des quantités petites,
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montrer que I'on peut se ramener a I'équation du second ordre :

A :
TZ‘Q — 18w2 % Jaz (14 po)'®3 sin 2(Aq + kg) =0

En linéarisant cette équation, exprimer les variationAden fonction du temps. Déterminer lesquelles des
positions d’équilibre stationnaire sont stables, c’est-a-dire correspondent a des petites oscillations autour
d’une position d’équilibre. Calculer la période de ces petites oscillations dans les cas stables.

Partie Il : mouvement héliosynchrone d’un satellite de Mars

Il s’agit d'une situation dans laguelle le plan de I'orbite osculatrice du satellite de Mars tourne en moyenne a
raison d’un tour er$86,9798 jours (période sidérale de Mars autour du Soleil)

On considére que le développement en harmoniques sphériques du potentiel de gravitation perturbateur de la
planéte Mars est limité aux seuls termes/eret enJs ; pour Mars, on a/; = 0,000 036 soit prés de 2% de la
valeur deJ; donnée plus haut. Une fagon d’exprimer ce potentiel en fonction des éléments d’orbite d’'un satellite,
consiste a développer chacun de ces termes en série de Fourier par rapport a 'anomalie moyenadelle
série comporte une partie moyenne (indépendante Jequ’on appelle ici partie séculaire.

1 — Donner, sans démonstration, I'expression exacte de la partie séculaire du tefgherfonction des éléments
osculateurs, e eti de I'orbite d’un satellite. En déduire qu’en limitant la fonction perturbatrice a cette partie
séculaire en/,, ces 3 éléments osculateurs sont constants, tandis que les élémerds)/ sont des fonctions
linéaires de. C(5.79)
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2 — Exprimer les vitesses angulaires moyenngset n,, du noeud et du péricentre. Calculer la valeur qu'il faut
donner a l'inclinaison du plan orbital sur I'équateur de Mars, pour que le noeud tourne dans le sens direct a
raison d’un tour er686,9798 jours ; on fera ce calcul pour une orbite d’excentricité égdld &t de demi-gran%
axe égal & 550km. Calculer la valeur correspondanterde (5.83)

3 — Exprimer le terme en/; en fonction des coordonnées sphériques ¢ du satellite. Exprimer ensuitén ¢ en
fonction des éléments w etw. Montrer enfin que la partie séculaire du terme/gnaut :

o W

€ 15 .. 3. 3 . . .
m(gSln Z—ESIHZ) S w

U]3 = —ijg a
a

IS

4 — Appliquer les équations de Lagrange a cette partie séculaifg &m déduire que seuldemeure constant, tandis
gue les autres éléments admettent maintenant des variations périodiques. Calculer 'amplitude de ces variations
en supposant, pour intégrer ces équations, que leurs seconds membres sont donnés en fonction du temps grace

la solution issue de la partie séculaire.£rirouvée dans la question 1. On utilisera les données numériques eo)
la question 2.

On rappelle les formules classiques :

. 3 . 1 . 3 1
Slngazzsma—zsm&z et cos?’azzcosa—i—zcos?)a

Les parties 1 et 2 sont indépendantes I'une de I'autre, mais on ira prendre dans la partie 1 les valeurs
numeériques de, eta, utiles pour traiter la partie 2.
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13. Probléme des 3 corps : sphere d’'influence d’une planéete

On consideére le systéme des 3 corps constitué du SHldie masse 1, d’'une planeélg de massen, et d’un
7 -~ 7 - A 0
planétoide) de masse négligeable (on prendra= 0). On note7’, 7’ et A les vecteurs respecﬂ@, bﬁ et
Pé? ; T, p et A sont les modules respectifs de ces vecteurs.

1 — Quelle est la nature du mouvement héliocentriqué’de
2 — Ecrire I'équation du mouvement héliocentrique@eOn la mettra sous forme d’'une somme d’une acceélération

képlerienned, et d’une accélération perturbatrics. (6.17)
3 — Ecrire I'équation du mouvement planétocentriquedéOn la mettra également sous forme d’'une somme d’un
s 0 — —
terme képlerier3, et d’'un terme perturbateus;. (6.18)

4 — La Spheére d’'influencd’une planéte est définie comme étant le volume contenant la planéte, a l'intérieur duquel

— —
ona :% < %r . L'égalité de ces deux rapports définit une surf@€gqu’on se propose de déterminer ; pour
Dol | Aol
cela, on posew = 2 et¢ = angle(P3S, PQ).

(a) Montrer que 'ona:

|Z! = % (1—2u? cosq5+u4)l/2
et »
o [1+(1—2ucosgb+u2)2—2(1—ucosq§)\/1—2ucos¢+u2] /
|Bl‘:r_2 1 —2u cos¢o+ u?
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Pour obteniﬂEﬂ, on pourra d’abord évaluer et 7 - 7 en fonction de-, A et ¢.

— —
(b) En déduire, en fonction de:, u et ¢, les rapporté%lr| et '%— puis I'équation de la surfacg:), qu’on
| Dol [Aol
mettra sous la forme : " "

m* = f(u,¢)

5 — Sim est petit devant 1, il apparait que, $bi), u est également petit ;

(a) montrer que le développement déu, ¢) selon les puissances delimité a son terme de plus bas de%r:é
vaut :u® (1 + 3 cos? ¢)/2 (6.38)

(b) En déduire quéX) est sensiblement sphérique.

— —
(c) Calculer la valeur commune des rappor%—' et %} lorsque le pointy) est sur(X), au premier ordre
| 5ol Aol
significatif enm.

6 — m étant désormais quelconque, on s’intéresse au péide (X) situé sur la droites P, entreS et P (correspon-
dant ap = 0).

Montrer que la valeur de correspondant a ce point est donnée par I'équation :
2 u \’>2-u
C\l—u 1+u

7 — Il existe d’'autre part, entr§ et P, un pointL (point de Lagrange) tel que &l est placé erl. avec une vitesse
convenable, son mouvement héliocentriqgue est homothétique de celjiadec le Soleil comme centre d’ho-
mothétie. On cherche a montrer I'existence d’une telle solution au probléme des trois corps, et a situer le point
L.
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(a) Particulariser I'équation donnant
d?p

dt?
obtenue en 2), dans le cas Qlest homothétique dB; on a alorsp’ = (1 — u) 7, u étant une constanteC(B.ZO)

(b) L'équation du mouvement dB est :

27 Kl+m) 7T

dt? 7
_)
Avec ¢ = (1 —u) 77, en déduire une autre expression%é—.

. . . 27 . .
(c) Par identification de ces deux expressmnéi@é on obtient I'équation :

u \° 3 — 3u -+ u
m:
1—u 1+ u+ u?

qui définit la position dd.. Que peut-on dire de la position depar rapport au poind/ de la question 6),
notamment lorsque: est petit ?
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14. Probléme des 3 corps : coordonnées de Jacobi, application a la Lune

On considére un systeme isolé composé de 3 corps ponaddel3 et P, de massesn,, m; et msy, en
interaction gravitationnelle.

Dans la suite, pour toute fonction scalaire des poifisalculable en fonction de vecteuss qui repérent
P; dans un certain repered( P, P, P5) = ®(pg, p1, p3), ON noteras= gqu le gradient deb au point P, dans ce
repere, c’est-a-dire le vecteur de composah%% 0% ?Tq)) ou (i , yi » z) SONt les composantes @gdans
ce repeére.

SoientG le centre de masses du systeme des 3 céipan repere galiléen d’origin€, et K la constante de
q g = N .
gravitation. On not&; les vecteurs: P; , de composantes:{, y;, z;) dans ce repere, pour= 0, 1, 2.

1 — Ecrire la relation existant entre &8 .
2 — Exprimer I'énergie potentielle des 3 corps sous forme d’une fonction scalaire des vggteatée U (g, p1, p3 )
A quoi s’identifient les gradient U g%, 9U 5 jystifier votre réponse.

3 — On définit les mouvements relatifs suivants : le mouvemen®dest rapporté a un repére, d’origine Py, et
celui de P, a un repereR, d’origine G; , centre de masses dg et deP;. Ces deux repéres sont en translation

par rapport aky.
On noter; = PP, etT; = G, P, etr; etr, leurs modules. Cjacobi

(a) Les vecteursd’, 1, P, P, et P, P, s’expriment, soit en fonction dgg ;¢ ,1,2), Soit en fonction des; (;_1 2).
En déduirery et7; en fonction depg, p7 et ps.
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(b) Soit® une fonction scalaire des vecteutsP;, P, P, et P, P, ; ¢ peut étre considérée comme fonction des
vecteurspg, p1, ps, ou comme fonction des vecteurget 7.

. : ob . . . . &
Calculer, pouri = 0,1,2, les gradlentsﬁ aux pointsP; dansR,, en fonction des gradlen% en P,
dansR; etg—;g en P, dansRs.
2

(c) Montrer que les équations du mouvement relatiffedansR; et celui deP, dansR, peuvent se mettre
sous la forme :

Mo -, _ oU (mo + mq) mo = oU
SRR Ty = ———
mo + my ory mo + mq + meo oTs
avec
Kmgomy Kmgomo Kmqmgo
U= 0 0
- _
HrlH — my = — Mo
T9 T Tg — ——T"
mo + my mo + my

ou || 7’| désigne le scalair¢ = - T

4 — On suppose qué, représente la Terré), la Lune etP, le Soleil. On a alorsn, = 1 etmg etm; sont trés petits
devantm,. Le rapport% est lui aussi toujours petit devant I'unité. Séitangle entre]TP{ et@. Notons que
les repéregk; et R, sont bien adaptés au probleme du mouvement géocentrique de la Lune car, dans la théorie
du mouvement des planetes, c’est le mouvement du barycentre Terre-Lune autour du Soleil qui est connu plutét

que celui de la Terre seule.
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(a) En développant/ selon les puissances croissante%j(jusqu’au degré voulu, montrer que les équations
du mouvement prennent la forme :

aﬁ 1 a7ﬁ—2> (]

avec ) ;
r 3 1 mog—mq T ) 3
Uy=Kmy|—= [=cos?0—= )+ ——— 2L (= cos®d — = cosb
' ? Lg (2 2) mo+my ri \2 2
K momq (mg +mq +ms) 2 (3 1
U, = o™ (Mo 21 2)—§ = cos’f — -
(mo + ml) 9 2 2
Remarque : Le term&;, manifeste l'influence perturbatrice du systeme Terre-Lune sur le mouvement os-
culateur du Soleil autour d&; , (mouvement défini par le term¥€ (mg + m; + ms) /72 ), OU inversement
sur le mouvement osculateur du barycentre Terre-Lune autour du Soleil.
Avec les valeurs numériques ~ 380. 103 km, r, ~ 150. 10 km, m; = mq/81,3 , comparer I'ordre de

grandeur des 2 termes @k a celui dels.
(b) Montrer que la partie séculaire dg vaut :

mom 1 3 3 3
nga%m (Z ~ 3 sinQi) (1 + 56% + 563 +O(e4))
ou n, eta; sont le moyen mouvement du Soleil et le demi-grand axe de I'orbite lunairereprésente
l'inclinaison du plan de l'orbite lunaire sur I'écliptique, et eu et e, sont les excentricités respectives

de I'orbite géocentrique de la Lune et de I'orbite barycentrique du Soleil. On pourra calculer cette partie
séculaire, d’abord pour des orbites circulaires inclinées, puis pour des orbites coplanaires excentrées, et
faire le produit de ces deux résultats limités a I'ordre 2.

En déduire la partie séculaire du premier termé/gde
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(c) En applicant les équations de Lagrange, en déduire la perturbation séculaire du nceud de I'orbite Il&aire, et
celle de la longitude du périgée de I'orbite barycentrique du Soleil. (5.51)

Avec les moyens mouvements= 1 tour en 27 jours, eb,= 1 tour par an, avec les demi-grands axes
a;= 384000 km eti,= 149,610° km, avec l'inclinaisoni = 5°,129 et les excentricités; = 0,0549 et
es = 0,0163 , calculer ces perturbations séculaires en secondes de degre par an.

®Sommaire ®Page d’accuell ®Précédente  ®Suivante ®Retour ®Retour Doc ®Plein écran ®Fermer ®Quitter



Q@g Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez - Problemes de Mécanique Céleste ® Probleme 15 ® section 15.0.0 ® Page 55 de 80

15. Probléme restreint des 3 corps : planétoide autour d’'une étoile double

On considére un couple d’étoiles doubles assimilable a 2 points matEritl®’, de masses respectives
etm’, en interaction gravitationnelle. Soiefitleur centre de massg.et o’ les distance® F et OE’. Ces deux
corps tournent dans un plan fixe et s@itT’T un repere orthonormé galiléen de ce plan. On suppose que les
mouvements absolus de et £’ dans ce plan sont circulaires, de centreet de rayong et p’; on noteq, la
distanceE £’ etn, la vitesse angulaire des deux corps. La direction du vecidtiest repérée dar@77 par
'angle a = (07, O—E>) = ngt.

1 — Exprimerp, p' etny en fonction dei, et des masses.

2 — ExprimerU(r, #), potentiel de gravitation des masseset m’ en un pointP du pIanOT?, en fonction des
coordonnées polairds, §) de P dans ce repeére, et en fonction des quanjités et « qui repérent les points
et £’ dans ce plan.

/
3 — Développer ce potentiel en polynémes de Legendre en considérant que les rémicﬁicSont des infiniment&
petits d’ordre 1. On limitera ce développement aux termes d’ordre 3 inclus. (4.19)

4 — Montrer que ce développement peut étre réduit a I'expression :

U(T,H)ZUO+U2+U3
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avec : K ’
Uo = m 4 )
,
Kmm' a2 3 1
Us = m+m' T—g(gcosz(H—Oé) ~3)
Kmm!(m' —m)
U, = mm'(m’ —m) a_g (i cos®(0 — ) — gcos(e — )

(m+m)? rt'2

Dans toute la suite, on négligera le terbie On suppose désormais que le pdiest un planétoide de masse
L trés petite, qui subit I'attraction des 2 étoiles mais qui ne perturbe pas le mouvement circulaire de celles-ci. On
suppose encore que le mouvementitle’effectue dans le pla@77, a une distance suffisamment grande
devanta, pour quelU = U, + U, représente convenablement le potentiel de gravitation des 2 étoiles awpoint

5 — Calculer les composantes radiale et orthoradiale de la force de gravitation exeré¢é¢cmst-a-dire compo-
santes dans la base locale des coordonnées pdalaifek

6 — Le potentiel de gravitation étant la somme d’une partie képlériéignet d’une partie perturbatridé,, on consi-
dere gu’'a chaque instant, le mouvemenftest représenté par un mouvement képlérien osculateur de(daster
situé dans le pIaCD77 ; ce mouvement osculateur est suppose elliptique, de demi-grand deexcentricité
e (supposée petite), de longitude du péricentrede longitude moyenné ; on note aussi respectivemeantet
M = L — w les anomalies vraie et moyenne8eon a alors ¥ = w +w = L+ (w — M). On introduit encore
les variables complexes

X =cexpv=M =e expv=i(L — w) et X conjugué deX
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On donne enfin les développements#det de I'’équation du centreo — M), limités au degré 2 en excentricité :
a
—=1+ecos M+ e® cos2M
,
w— M = 2e sin M + 262 sin 2M

(a) Exprimer les développements limités au degré Z%CEI de(w — M) en fonction des variableX et X,

puis construire ceux d(e.%)3 et de(%)3 exp v=12(w — M), exprimés dans ces mémes variables.

(3.145)
(b) En déduire que le développementldepeut s’écrire sous la forme :

+2(1+2X — X + X - 2XX) expv=1(2L — 20)
+2(1+ 21X - ;X + 5 X? = 2XX) exp—v-1(2L — 20)
soit encore, finalement :
Us = TfTZ;/, Z—§ [i(l + %62 +3e cos(L —w) + 362 cos(2L — 2w))
+ %((1 — 262) cos(2L — 2a) + ge cos(3L — 2a — w)

— %e cos(L — 2o+ w) + 12—762 cos(4L — 2a — 2w))]

7 — Le mouvement du planétoide peut étre représenté par le lagrangien suivant :

c 1 . K / K ;9
L’(r,f,@,@,t):§M(¢2+T292>+ p(m +m') 4 pwmm' ag

3 2 . _l
. m_f_m,?(icos(e not) 2)
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(a) Expliguer brievement la signification des divers termes présents dans ce lagrangien.
(b) Exprimer les équations d’Euler-Lagrange relatives aux variabés. C(z.e)

(c) Posanp, = % etp, = ‘g—g on définit I'hamiltonien :

H=p7+ph—L

ExprimerH en fonction des variables canonigued, p,., p,), puis écrire les équations canoniques d’l@z&ze)
milton correspondantes.

8 — On considere maintenant I'hamiltonien réduit ou “moyenné” :
PN 1 pg
H = —< 2+ —) — f(r
2M pr T2 f( )

Ku(m+m') 1 Kpmm' af

3 (1)

Appliquer la méthode d’Hamilton-Jacobi a cet hamiltonien, c’est-a-dire, expliciter le changement de vﬁa:blﬁs
canoniques que I'on peut engendrer a partir d’'une fonction générétsieed, 5, 32, t), qu'il faudra déterminer

de telle sorte qu'avec les nouvelles varialiles s, 1, 32), le nouvel hamiltonien soit nul. On pourra se conten-

ter d’exprimerG, en fonction def (r), sans remplacef(r) par son expression (1) ; on explicitera le changement

de variables, mais on ne cherchera pas a intégrer les fonctions intégrales dont il dépend.

fr) =

r 4 m+m r

Les questions 5, 6, 7 et 8 sont indépendantes les unes des autres.
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16. Perturbations a tres longues périodes du couple Jupiter-Saturne

On considére le systeme des 3 corps constitué du Soleil, de masse 1, et des planétes Jupiter et Saturne
de masses respectives; = 1/1047,355 et my = 1/3498,5 . Ces trois corps sont assimilés a des masses
ponctuelles, désignées respectivement@ay et.S , qui s'attirent mutuellement suivant la loi de Newton. On
note K la constante de la gravitation universelle.

On représente le mouvemdmdliocentriqguede ces planétes par des éléments osculateurs, notés respective-
ment (a;, e;, i;, 2, w;, L;) et(as, es, is, s, ws, L) [les notations sont celles du cours].

On se propose de mettre en évidence quelques unes des perturbations a trés longues périodes de ces élémen

1 — Exprimer les moyens mouvements osculateurst n, correspondant a ce mouvement, en fonction des demi-
grands axes et des masses.

En adoptant les valeurs, = 299", 1487 par jour etn, = 120", 1543 par jour, calculer, en unités astronomiques,
les demi-grands axes correspondants (on adoptera pour K la valeur qui convient le mieux a ces unités (cf. annexe

1)).

2 — La perturbation du mouvement osculateur de Jupiter (due a Saturne) dérive d’une fonction perturbattee
méme celle de Saturne (due a Jupiter) dérive d’'une fonction perturb&trice

ExprimerU; etUs , en fonction des masses et des vectéuls OS etS.J ou de leur module . C(6.45)

Pour obtenir les variations des €léments osculateurs au moyen des équations de Lagrange, il fautgxprimer
et U, en fonction des éléments osculateurs des 2 planétes. On trouvera pour cela en annexe les développement:
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limités de(a’/A) et de(r/a)(a’/r')? cos, qui reprennent sous une forme légérement condensée et av&: les
notations du cours, les développements donnés dans le cours. (6.69)

L . e . ~(6.90a)
L'application de la méthode de LeVerrier, limitée a I'ordre 1 des masses, conduit a rechercher chaque elément
osculateur sous la former = g + 6, c’est-a-dire :

aj =a;+a;, € =¢&+¢e, - Lj=1L;+ L,

as:&s+d57 es:és+ésa Ls:Ls+Ls
o représente I'ensemble des termes périodiques a courtes périodest dereprésente la partie constante et
séculaire de.

On peut considérer que les termes périodiques sont donnés par les équations de Lagrange appliquées a la parti
periodique dé/; et delU, (dépendant explicitement des longitudes moyennes), tandis que les termes constants et
séculaires resultent de ces mémes équations appliquées aux parties sécutdiresle U, et deU, (c’est-a-dire
les autres termes).

3 — En utilisant les développements donnés dans I'annexe 2, exprimer les parties sétilet@sjusqu’au degré
2 inclus en excentricités et inclinaisons (a la place des notations du cours, on mtroduwa les notations de ce
probleme, de sorte qué; etU, soient exprimés en fonction de , as , 7i;, fis , € , €s , 1 , s, 2, Qs , Tj , D I&i(es 91)
et des masses).

Que peut-on dire de; et dea, ? C(5.51)

4 — Montrer que si les plans d’orbite de Jupiter et de Saturne sont confondus (ce qui revient a adopter les valeurs
=i, etQ); = Qy), alorsU; etU, sont des fonctions ne dépendant ni des inclinaisons ni des longitudes des nceuds.

(a) En est-il de méme des fonctiohs et U, ? Pourquoi ?
(b) Que peut-on en déduire pour le mouvement de ces plans d’orbite ?
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5 — En application des équations de Lagrange, exprimer
de; _ d@, de _ dwg
ETRE € — S TRE) €s —,
dt dt dt dt
en fonction de ces éléments eux-mémes (on limitera les seconds membres aux termes de degré 1 paGeﬂo@nrt é
éj, €5, ’ij etis).

6 — En déduire qu'avec les notations suivantes :

D; = €; Sinw; q; = €; COS W; puis T; =¢q; + \/—_lpj
Ds = €5 8In @, gs = €5 COS T, puis Ts = qs + v/ —1ps

les variables:; etz verifient les équations suivantes :

g Mg

=/ 1n, —2 o (Az,; + Bz,

p7 n]1+mjoz( x; + Bzxy) "
@ _ S Th,—"_ (B, + Az,)

dt 1+ my J 3

oua = a;/a, et ou A et B sont des coefficients, constants commealculables a partir des expressicGes6.168)
suivantes (obtenues en évaluanu&el@> définis dans I'annexe 2 par identification avec la page 215 du cours) :

A=400(a) +3¢(a)
1 5 1
B = -2¢i3(a) - 5 oi1(@)

7 — Poura = 0, 54450045 (correspondant aux valeurs de et dea, calculées dans la question 1), on donne les
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valeurs suivantes : . o
0\%(a) = 0, 025650909 0\”(a) = 0,109777233

( (
1,2 ,
{)(c) = 0,024089071 wﬁ}{(a) =0, 093505423

)

¥
(a) En déduire les valeurs numériques des coefficients du systeme différentiel linéaire (1).

(b) Intégrer ce systéme en recherchant pouet z, une solution sous forme de termes périodiques ; on mon-
trera notamment que les valeurs propres de la matrice de ce systeme linéaire sont les frequences de ces

termes périodiques. (6.169)
(c) Calculer ces valeurs propres et les périodes correspondantes (que I'on devra trouver supérieuresF§|50 000
ans). k3

(d) Sachant qu’au®* Janvier 1900, on a les valeurs :
e; = 0,04833475 w; = 12°43'15",50
es = 0,05589231 @, = 91°05'53", 57

calculer les constantes d’intégration de la solution, puis les amplitudes des termes a trés longues périodes
des solutiong;; etz .

(e) En déduire les valeurs extrémes que peuvent atteindre les excentricités de Jupiter et de Saturne.

Annexe 1

La constante de la gravitation universelfeest donnée parv/'K = 0,01720209895 soit encore /K =
3548", 1876069651 = 0°, 985607668601425

L'unité de masse est celle du Soleil, I'unité de temps est le jour et I'unité de distance est I'unité astronomique.
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Annexe 2

Développements de la partie indirecte de la fonction perturbatrice du probleme des 3 corps, limités au degré 2
en excentricités et inclinaisons (notations du ca@rs9) :

2
1
- a_/Z cos = cos(L — L") + 3¢ [cos(2L — L' — @) — 3cos(L' — w)]
ar

+2¢€ cos(L — 2L + @)
1
+3 e?[~4cos(L — L') + cos(L + L' — 2w) + 3cos(3L — L' — 2w)]

+ % e [—4cos(L — L') + cos(L + L' — 2w") + 27 cos(L — 3L' + 2w")]
+ee’ [cos(2L — 2L — w+ @) — 3cos(2L — w — @')]

+ sin?(i/2) [~ cos(L — L) + cos(L + L' — 2Q)]

+ sin?(i'/2) [~ cos(L — L') + cos(L + L' — 2€')]

+ 2 sin(i/2) sin(¢'/2) [cos(L — L' = Q+ Q') —cos(L + L' — Q — Q)]

Développements de la partie directe de la fonction perturbatrice du probléme des 3 corps, limités au degré 2
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en excentricités et inclinaisons (voifG.90)

= Z {1AP + (&2 + ) AP)] cosk(L — L')

k=0

D] =

+e[AP cos ((k+ 1)L — kL' — @) + AP cos ((k — 1)L — kL' + @)

+e [AP cos (kL — (k- 1)L — @) + AP cos (kL — (k + 1)L + @')]

+ e [AW cos ((k+ 2)L — kL' — 2w) + AP cos ((k — 2)L — kL' + 2w))

+e? [A¥ cos (kL — (k= 2)L' — 2') + A cos (kL — (k + 2)L + 20')]

tee [AD cos((k+ 1)L — (k- DL —w—w') + AP cos (k= DL - (k+ 1)L + @ + &)

+ A cos ((k + 1)(L ) —w+ @)+ AP cos (k- 1)L - L) + w — @')]

— [sin®(i/2) + sin?(¢' /2)] AP [cos(k — 1)(L — L) + cos(k + 1)(L — L')]

+ sin?(i/2) A§’§, [cos ((k — )L —(k+ 1)L +2Q)+cos ((k+ 1)L — (k — 1)L —2Q)]

+sin®(i/2) AP [cos ((k: — 1)L — (k+ 1L +29) + cos ((k + 1)L — (k — 1)L’ — 2Q)]

+2sin(i/2) sin(i’ /2) AP [cos (k= 1)(L = L') + Q — ) + cos (k+ 1)(L — L') — Q + Q)
—cos ((k — )L (k+ 1)L +Q+Q)—cos((k+1)L—(k—1)L'—=Q-Q)]}

LesAZ(.k) sont des fonctions de(= a/a’) que I'on identifiera en fonction dazs(f,ll explicitées dans le cours en
(6.83)
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17. Perturbations des satellites de Saturne

On s’intéresse dans ce probléme aux satellites de Saturne. On considére que cette planéte est un sphéroide apla
de centreg), de massé/, de rayon équatoriai, et on limite son potentiel perturbateur au seul termégeisoit

R, = 07070?0 un repére saturnicentrique, a\(éd_go porté par I'axe de révolution de la pIanéteCE?OTO

dans son plan équatorial ; on suppose que les axes, 070 etO?o sont de directions fixes. On repére un

satelliteS de Saturne par son rayon-vectetr= 0S, ou par des coordonnées sphériquesy, 6) dansR,, ou
par des éléments d’'orbite osculateurs saturnicentriques:, €2, w, L) dansR, (notations du cours). C(3.46)

1 — On considere dans cette question que Saturne et ses satellites forment un systeme isolé, et que chaque satellite
une masse négligeable devarit

(a) Donner sans démonstration le potentiel de gravitation de Saturne sur un satellite, en fonction des coordon-
nées sphériques de ce satellite. Préciser quelle est la partie perturbatrice de ce potentiel. Ecrire I'équation
différentielle que doit vérifier le vectear . Exprimer la troisieme loi de Kepler vérifiée par le mouvement

osculateur. (4.30)
(b) On suppose gue I'excentricité et I'inclinaison de I'orbite de ce satellite sont trés petites.
Extraire du cours une expression du potentiel perturbateur en fonction des éléments2, @, L), dé-C(5.62)

veloppée en puissances det desin: et limitée aux termes de degré inférieur ou égal a 2 par rapport a
'ensemble des variablés, sini).
(c) On définit les variables complexe®t(: z =e¢ expv—1w et (= sin% exp v—1f

et soientz et leurs conjuguées. B
Exprimer le développement trouvé en 1-b en fonction des varigblesz, ¢, (, L).
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(d) Montrer que la partie séculaire de ce potentiel vaut :

- KM _ a2 /1 _
UJQZ—JQ%<§+ZZZ_3<<> (1)
Appliquer aU,, les équations de Lagrange relatives aux variafles, ¢, L). On développera les secon@(s.%)
membres de ces équations en puissances de(, () et on les limitera aux termes de degré 0 et 1 par
rapport a 'ensemble de ces variables. (5.52)
Intégrer ces équations. On trouvera notamment que les points représentatifis dtans le plan complexe
décrivent chacun un cercle d’'un mouvement uniforme dont on exprimera la période en fonctioh @

a./a (oUn est relié & par la troisiéme loi de Kepler).

(e) Application numérique Calculer, en années, la période de variation @ede( pour les satellites Rhéa et
Titan dont les orbites respectives vérifient :

a= 527202 km et n = 179,690 047 degrés par jour
a' = 1221876 km et n' = 22,576 678 degrés par jour

On prendra dans le cours les valeurs et dea. concernant Saturne. Dans la suite, on notéet ' les
variables relatives a Titan.

2 — On considere dans cette question que Saturne tourne autour du Soleil, deMiiasse une orbite circulaire
de rayonr,. On peut aussi dire que le Soleil décrit autour de Saturne une orbite circulaire de méme rayon. On
suppose que cette orbite saturnicentrique du Soleil est située dans le plan équatorial de Saturne. Les satellites de
Saturne sont toujours considérés comme ayant une masse négligeable, mais ils sont maintenant perturbés par I
Soleil.
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(a) Montrer que, en ne tenant pas compte des perturbations pler mouvement saturnicentrique du satellite
S est donné par I'équation :

P77 — (KM 1 7 cos@
G = areds| =+ KMo (5~ —5—) ]

A représente la distance du satellite au Solgil, est le vecteur joignant Saturne au Soleil son moduIeC(6.45)
etd I'angle entre7 et 7.

(b) r est toujours tres grand devantMontrer que le développement du potentiel perturbateur en puissances
de% peut étre réduit a I'expression :

KMg r? 1
Ug = ®r—2<§00529——>
To

Te 2 2

(c) On donne :cos @ = cos? % cos(f — Lg) + sin? % cos({ + L — 29) C(6.56)
oul =L+ (w— M) est lalongitude vraie du satellitéf — M) est “I'équation du centre”], et oli, est
la longitude moyenne du Soleil dans son mouvement saturnicentrique.
Exprimer le carré deos 6 en fonction d’arguments de la formhgl + ko L + k3€2, puis en extraire la partie
indépendante dé., notée {(cos? 6)).
Posant Y = sin § exp v=1(L — Q) etY son conjugué, exprimer(cos*¢)) en fonction dey” et deY’,

et développer cette expression en puissances de ces variables (on limitera ce développement aux termes de

degré inférieur ou égal a 2 par rapport a I'ensemble de ces variables).
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(d) PosantX = e exp v=TM = e exp v=1(L — @) et X son conjugué, on donne les développements limités :
1 - 1 _
L 1- Z(X+X) - 7(X? - 2XX + X7)
a

1 _ _
expyvT(w—M)=1+ (X—-X)+ g(9X2 —-8XX — X?)
2 _ _
Exprimer = (% {(cos? ) — %) sous forme d’un développement en puissanceX d&’, Y etY ; on le
limitera aux termes de degré inférieur ou égal a 2 par rapport a I'ensemble de ces variables.

(e) Opérant le changement de variable$ = z exp v—1L etY = ( exp v—1 L, montrer que la partie séculaire
deU, (indépendante dé), limitée au degreé 2, a pour expression :
- KM, o <1 3

3 _
Sz = 2
U == (352 3%) 2)

(f) Appliquer a (U;, + U) les équations de Lagrange relativesét a( ; on limitera leurs seconds membres
aux termes de degré 0 et 1 par rapport & 'ensemble des variabkes, ().
Intégrer ces équations.

(9) Application numérique Calculer la nouvelle période de variation det de( pour les satellites Rhéa et
Titan, sachant que 'on a :

M,
ro =1,429410°km et W@ — 3498, 5

3 — On considere maintenant que les satellites de Saturne n’ont plus une masse négligeable et qu'’ils se perturbent
mutuellement. On s’intéresse plus particulierement aux deux satellites Rhéa et Titan dont les masses respectives
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sont : ,
m m
440107 t — =9236.64 107
’ ¢ M ’

On peut montrer que la partie séculaire du potentiel perturbateur de Titan sur Rhéa est de la forme :

<

_ Km'
Usitan = T,n (Ag + A1(2z + 2'Z') + Ax(2Z' + 227))
a

On alimité ici le développement du potentiel aux seuls termes dépendant des excentricités et de degr@(fé@t@ur
ou égal a 2.4, A, et A, sont des constantes sans dimension dépendant du rapport des demi-grands axes et
egalesa:

Ag=1,052151213 Ay =0,102891 149 Ay = —0,054120 362
La partie séculaire du potentiel perturbateur de Rhéa sur Titan ne differe que par la masse qui est en facteur :

- K
Urhea = Ttn (AO + Al (22 + Z/E/) iy AQ(ZEI + 22/»

(@) Appliquer a (Uy, + U, + Uyiran) I'€quation de Lagrange relative a la variablde Rhéa.

(b) Appliquer de méme U, + U + U,nea) I'équation de Lagrange relative a la variablele Titan (ol
etU/, sont les expressions (1) et (2) relatives a Titan, c’est-a-dire ou I'on a remplaed( para’, 2’ et(’
respectivement).
Dans ces deux équations on limitera les seconds membres aux termes de degré 1 par rapport aux variables
z et z/. Dans I'équation relative a un satellite, on pensera a rempl&cpar son expression tirée de la
troisieme loi de Kepler relative a ce satellitd’:= n2a3/(M + m) ou K = n?a’®/(M + m’).
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(c) Intégrer ce systeme d’équations linéaires en recherchantzpeut’ une solution sous forme de termes
2.q . . N g z
périodiques ; on pourra exprimer ce systeme sous forme matricielle en pdéaat(z, ; On montrera
notamment que les valeurs propres de la matrice de ce systéme sont les fréquences de ces termes pério:

diques. (6.168)
(d) Application numérique Calculer ces valeurs propres et les périodes correspondantes.
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18. Perturbations solaires d’'un satellite de la Terre

On se propose d’étudier quelques aspects du mouvement géocedttigqeatellite de la Terre perturbé par
le Soleil. On se place pour cela dans le cadre d’'un modele de trois corps ponctuels (ou sphériques) dans lequel
le satelliteS, la TerreT et le Soleil S’ ont pour masses respectivesm et M avecuy < m < M ; on note7”,

— —_—
7 et les vecteurs respecti@, TS etSS’, de modules, ' et A ; on désigne paf I'angle entrer et?, et
par K la constante de la gravitation universelle.

On supposera que la magseu satellite est negligeable, de sorte que l'intéraction Terre-Soleil est purement
képlérienne ; on pourra donc considérer que dans un repere géocentrique de directidilg fex&oleil décrit
autour de la Terre une orbite képlérienne fixe dont le plan est I'écliptique et dont les éléments sont, avec les
notations du coursd’, ¢/, @', i/, ' et L’ = n't + L/ (on supposera queé = 0 et{)’ = 0, et qu'ainsi le plan
fondamental du reperR, est I'écliptique). Pour les applications numériques on prendral ua,e’ = 0,0167 ,
n’=1 tour par an ef//m = 330000.

1 — Exprimer la constant&” en fonction des éléments du Soleil et des masses.

2 — Exprimer les équations différentielles vectorielles du mouvement absdlet de7'. En déduire I'équation dif-
férentielle vectorielle du mouvement géocentrigiass. Transformer cette equation de fagon a y faire appar@(@l)
le gradient en5 d’un potentiel képlérien et celui d’'un potentiel perturbatéuiOn exprimera ces potentiels %
fonction dek, r, r’, A, 6 et des masses. (6.45)

Comment serait modifiée cette équation si la Terre, au lieu d’étre sphérique, avait la symétrie sphéroidale ?

3 — Dans toute la suite on supposera que la Terre est sphérique et qu’ainsi le satellite est perturbé seulement par le
Soleil. La distance étant supposeée trés petite devahton pourra développer les fonctions dé’ en séries
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entiéres de /7’ qui soient rapidement convergentes.

(a) Exprimer1/A sous forme du produit de/r’ par une fonction de/r’ et ded. Développer cette fonction en
puissances de/r’.

(b) En limitant ce développement aux termes de degré inférieur ou égal a 3, montrer que le développement du
potentiel perturbateur peut se réduire a I'expression suivante :

2 13

n"“a r? (3 1 (5 . 3
U= S [ (5ot 5) + o (Geosto —Geont)| .

C(6.48)

4 — On suppose dans toute la suite que le plan de I'orbite osculatrice du satellite est confondu avec I'écliptique ; ses
éléments osculateurs daRs sont notés, e, w et L = nt + L,. On donne les termes suivants du développement
de U en fonction des éléments orbitaux du satellite et du Soleil (ce n’est pas un développertieinhdé au

degré 2 en excentricités car il manque certains termes de degré 1 et 2, mais les termes donnés sont parmi les plus
significatifs dans le cas du mouvement de la Lune) :

2 2
1 3 1
U %]\me 2t ZCOS(?L —2L) — 3¢ cos(L — w)
9 / 3 / 3 / !/ /
— 7€ cos(L — 2L +w)+16 cos(3L — 2L —w)+Ze cos(L' — @)
3 15 3 3
4 g@Q I §62 cos(2L' — 2w) + gea - 3 %COS(L - L)
5) 15 15
+3 %cos(?;L —-3L) — = % e cos(L' —w) — i % ee’ cos(w — @)
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(a) Montrer que les termes indépendants des excentricités correspondent bien a I'expressidn ¢andde
cas ou les orbites du satellite et du Soleil sont circulaires.

(b) Montrer que, compte tenu des degréseest ¢’ conservés dans le développementiddes equations de
Lagrange du satellite peuvent ici se réduire aux suivantes :

da_ 200
dt  na 0L
dL_ 20U, e
dt " na Oa  2na® Oe
de 10U e OU
dt  naledw 2na? 0L
dw 1 oU
dt ~ nae de
Cessy

(c) Calculer les seconds membres de ces équations. On séparera bien dans ces seconds membres la parti
“séculaire” (indépendante des variables angulaires’, w etw’), de la partie “périodique” (dépendant de
ces variables).

5 — On cherche & ces équations une solution de la foume a+a,n = n+n,e =é+é,w =w+w,L = L+L.
Les variables: etn sont supposées reliées commetn par la troisieme loi de Keplern®a® = 7%a® = Km.
On suppose en outre qaen, ¢, w et L sont des infiniment petits d’ordre 1 devant respectiveraent e, @ et
L, ce qui permet de développer toute fonctiomgle, e, w et L en série de Taylor au voisinage @gn, ¢, @ et

L.
a. C(5.96)

QU3

(a) Montrer qu'a des quantités d’ordre 2 prés, on peut écrﬁzr&:—%
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(b) En réduisant les équations a leur partie séculaire et en supposant tout diabaxdi = 0,¢ = 0,0 = 0
et L = 0, trouver les solutions de ces équations, c'est-aife @ et L. On introduira le petit paramétre :
e = (n’/n)? et les constantes d’intégration arbitraires nécessaires.

(c) Exprlmerfﬁ fﬁ ‘Z’U et CCZZ% al'ordre 1 ere; on pourra montrer que ces expressions représentent la partie
périodique des équations initiales dans laquelle on a simplement remplacé les varjahlesw et L
respectivement par, n, €, @ et L.

(d) Intégrer ces équations. Certains dénominateurs dans cette solution dépendenn dies développera en
puissances de et on ne gardera dans la solution que les termes d’ordrez1 @mmenter ces solutions,
en indiquant notamment quels sont les termes dont la période est longue par rapport a la période de révo-
lution du satellite. Calculer numériquement I'amplitude de ces termes a longue période pour un satellite
“géostationnaire”{=1 tour par jour) ayant une excentricité @e01.

6 — On s'intéresse maintenant a I'effet des perturbations périodiques des éléments osculateuts [) sur les
coordonnées polaires,(¢) du satellite dans le plan de I'écliptique. Comme on a obtenu seulement la premiére
approximation de ces perturbations périodiques, on peut se limiter a I'expression suivaateldéen fonction

des éléments osculateurs :
r=a(l —ecos(L — w))

¢ =1L+ 2esin(L — w)
On doit alors remplacer dans ces expressiopara + a , e pare + é, ... etc.

(a) Developper ces expressions:det de/ en séries de Taylor au voisinage ded, w, L), limitée aux termes
de degrés O et 1 em (¢, @, L).
(b) En déduire les variations périodiquest ¢ der et/ en fonction dei, é, c et L.

7 — Dans la théorie de la Lune, certaines deioégalitéssont désignées par les noms suivants :
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(a) La variation est I'inégalité périodique des coordonnées dont I'argumeritiest 2’ .

~ 12 2
Montrer qu’elle provient d& et L par 'intermédiaire du terme dé : %]\Z} fm cos(2L — 2L'), et deé et

2 2
@ par I'intermédiaire des termes de: ]\g‘lfm(—é% e cos(L —2L' + @) + % e cos(3L — 2L — w))

Calculer la variation danset/ . Vérifier qu’elle est d’ordre 1 en.
(b) L évectionest I'inégalité périodique des coordonnées dont 'argument esRL’ + & .
De quels termes d€ provient-elle ?

2 2
Montrer que le plus important d’entre eux esléé:]\g Jram e? cos(2L' — 2w)

Calculer I'évection dang et/ . Quel est son ordre enet en excentricité ?
(c) L' equation annuelleest I'inégalité d’argumenit’ — «’. De quels termes dé provient-elle ?

Montrer que dans, le plus important est%]\?/ia; ¢’ cos(L' — ') ; quel est son ordre enet en excen-
tricité ?
Montrer que dans, cette inégalité est d’'ordre 1 eret 1 en excentricité.
Calculer I'équation annuelle dads
(d) L' inégalité parallactique est celle ayant en factela% et en argument — L.

De quels termes d€ provient-elle ? Quel est le plus important ? Calculer I'inégalité parallactiquerdetns
¢ . quel est son ordre enet en excentricité ?
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19. Changements de variables canoniques : crochets de Poisson

On considére un systeme matériel décrit pamriables indépendanteset dont I'énergie cinétique dans un
repére galiléen est(q1,- -+, qn,G1, -+, ¢n). ON Suppose que ce systeme est soumis a un ensemble de forces,
les unes dérivant d’'une fonction de ford€$q,- - -, ¢,), les autres, de nature quelconque, étant simplement
représentées parcomposantes de forces généraliséeg ¢, - -, qn)-

1 — En appliquant le principe des travaux virtuels, exprimer les équations de Lagrange du mouvement de C(2.3)
2 — L représentant le lagrangign+ U, on définit les variables; conjuguées deg :

)
04

Di

puis I'hamiltonien :
H(Qiapi) = Zpi ¢ — L

Montrer que les équations donnant les expressiong;d#®; sont des équations d’Hamilton généralisées (déla
forme des équations (1) ci-dessous, avec certains des seconds membres dépeddprExj@iter H. (2.11)

Soit plus généralement un systeme matériel représenp@ pariables canoniquement conjuguées - - , ¢,.,

p1,- -, Py Satisfaisant aux équations suivantes, digsations d’Hamilton généralisées
= — Q; et = — = our =1--- 1
T &= o tH pouwr i=loem M
ouH (g1, ,qn, 1, ", Pn) €St UN hamiltonien indépendant du temps et owJest P; sont des composantes

de forces appelédsrces canoniquefonctions également des. variablesy; etp;).
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Si f etg sont deux fonctions dérivables desvariablesy;, - - -, ¢., p1, - - -, pn, On définit lecrochet de Poisson
de ces 2 deux fonctions, nof¢, ¢}, par I'expression :

{f, }_Z(ﬁ@_a_f@)

dq; Op;  0q; Op,

3 — Soitu(qi, -, qn,p1,- -, Pn) Une fonction des solutiong etp; des équations (1). Montrer que I'on a alors :
ou
@ 57)
-3 (50 gh

On consideére la transformation ou changement de variables suivant :

¢ = fil1, 22, Ty — 1,42, , Yn) pour i=1---n

. . (2)
pl_gl(xlax27"'7xn7y_17y27"'ﬂyn) pour t=1--n
ou les f; et g; sont2n fonctions de2n nouvelles variables, - -, z,,y1, -, y,. En remplacant dan& les
variablesy; etp; par leur expression (2), on obtient une fonctidh :
H*(:Clax%' T, Y — 17?‘/27' o 73/71) = H(fl(xla e 73/n)7‘ o 7gn(x17 e 73/71))
4 — Montrer, par dérivation des équations (2), que si les variablesy, vérifient les equations :
dr; OH* dy; OH*
dt 8y] J dt 8xj + J p ! " ( )
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ou lesX; etY; sont définis par :

alors les variableg; et p; vérifient les équations suivantes poue 1---n

& _y o1 (g = Be) + o) (5~ @)

k=1

(Z > Z [{gz,fk} (—H - Pk:) +{9i, 9} (a—H - Qk)}

5 — En déduire les conditions que doivent vérifier les crochets de Poisson dans ces expressions pour que les équation:
(3) et (4) fournissent la solution des équations (1) transformées par (2). Par extension du céj. @i Jéssont
tous nuls, on dira alors que la transformation (2) est canonique, le systeme (1) étant transformé en (3) (lorsque

les P, et sont tous nuls, on pourrait montrer que ces conditions sont équivalentes a celles vues en cours avec
les crochets de Lagrange). (2.18)
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