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Première partie

Rappels de mécanique générale

1 Repères et coordonnées

1.1 Modélisation de l’espace, du temps, des systèmes matériels

On assimile l’espace physiqueà l’espace affineréel euclidien orienté à 3 dimensions ; on
lui associe l’espace vectorielclassique des vecteurs : à 2 pointsA et B correspond le vec-
teur1 lié AB, puis les vecteurs libresV équipollents àAB. On suppose connues les opérations
classiques entre points, vecteurs, scalaires et leurs propriétés (associativité, commutativité, non-
commutativité· · ·) :

B = A+ AB ou B = A+ V ou AB = B − A
U + V = W somme de vecteurs
λV = W multiplication par un scalaire
U · V = α produit scalaire√

V · V = |V | module de V

U ∧ V = W produit vectoriel
(U ,V ,W ) = β = U · (V ∧W ) produit mixte

On rappelle encore :
U · V = |U ||V | cos(U ,V )
U ∧ V = −V ∧ U = |U ||V | sin(U ,V ) k

(U ∧ V ) ∧W = (U ·W ) V − (V ·W ) U

où k est unitaire et orthogonal àU et àV ; le sens dek est défini par la règle selon laquelle un
observateur ‘debout’ suivantk et regardant dans la direction deU voit la direction deV à sa
gauche. L’angle(U ,V ) est alors orienté positivement dans le sens trigonométrique. Le module
deU ∧ V représente l’aire du parallélogramme construit sur ces vecteurs, tandis que le produit
mixte de 3 vecteurs représente le volume du parallépipède construit sur ces 3 vecteurs.

On assimile letempsà un réel (espace de dimension 1). Espace physique et temps sont
supposés indépendants l’un de l’autre.

On assimile uneparticule matérielleà un point de l’espace physique, auquel on associe un
scalaire positif appelémassedu point. On parle alors aussi depoint matériel. Le mot ‘particule’
n’est pas pris ici dans le sens des particules élémentaires de la physique quantique : Il désigne
un corps matériel suffisament petit pour être localisé par un point, et assez gros pour qu’on n’ait
pas à tenir compte des propriétés quantiques de la matière.

On assimile unsystème matérielà un ensemble de points matériels. Ces points sont en in-
teraction (ou soumis à des forces). Laforceagissant sur un point est représentée par un vecteur

1Dans tout le cours, les vecteurs seront notés par des symboles en caractères gras
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lié à ce point, dirigé dans le sens de la force et de module égal à son intensité. La signification
physique de la masse et des forces est donnée par leslois de la dynamique.

1.2 Repères et référentiels

En mécanique classique, les systèmes matériels sont repérés dans des référentiels, qui sont
la donnée d’un repère d’espace et d’un repère de temps.

Un repère d’espace est défini par un point origineO et par une base de l’espace vectoriel
associé :(i, j, k). On le noteOijk. Sauf indication contraire, les bases utilisées sont toujours
orthonormées et directes (bases cartésiennes), c’est-à-dire satisfont à :

i · j = 0 = j · k = k · i
i · i = 1 = j · j = k · k
i ∧ j = k

 ⇒
 j ∧ k = i

k ∧ i = j

(i, j, k) = +1

Un repère de temps est défini par un instant initialt0 et une base de duréed (unité de temps).

Dans ces repères, un pointM à un instantt est défini par trois coordonnées d’espace(x, y, z)
et une de temps(τ), telles que :

M = O + x i + y j + z k t = t0 + τ d

Etant donnés trois vecteursV , V ′ etV ′′, donnés par leurs coordonnées(x, y, z), (x′, y′, z′) et
(x′′, y′′, z′′), on a alors les résultats :

V · V ′ = xx′ + yy′ + zz′

V ∧ V ′ = (yz′ − zy′, zx′ − xz′, xy′ − yx′)
(V ,V ′,V ′′) = det(V ,V ′,V ′′)

A la place des 3 coordonnées cartésiennes(x, y, z) deM , on pourra être amené à utiliser des
coordonnées cylindriques(ρ, θ, z) ou sphériques(r, λ, ϕ).

En déduire les formules du double produit vectoriel, à savoir (U x V) x W = (U.W) V - (V.W) U et U x (V x W) = (U.W) V - (U.V) W 



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 4

Donnons la définition descoordonnées sphériquesutilisée généralement par les astronomes :

O

i

j

k

r

ϕ

λ

M

x = r cosϕ cosλ
y = r cosϕ sinλ
z = r sinϕ

ou inversement : r =
√
x2 + y2 + z2 (⇒ r ≥ 0)

ϕ = Arcsin(z/r) (⇒ −π/2 ≤ ϕ ≤ π/2)
λ = atan2(y, x) (⇒ 0 ≤ λ < 2π)

où la fonctionatan2(y, x) est définie par :Arctg(y/x) +


π si x < 0
2π si x > 0 et y < 0
0 sinon

1.3 Changement de repères d’espace

Etant donnés 2 repères cartésiensR1 = O1i1j1k1 etR2 = O2i2j2k2, un pointM est donné
dans chacun d’eux par trois coordonnées cartésiennes :

M = O1 + x1i1 + y1j1 + z1k1

= O2 + x2i2 + y2j2 + z2k2

Pour avoir les relations entre(x1, y1, z1) et (x2, y2, z2) il faut connaître par exemple la position
deO2 dansR1 et la base deR2 dans celle deR1 :

O2 = O1 + ξ i1 + η j1 + ζ k1

i2 = a11 i1 + a21 j1 + a31 k1

j2 = a12 i1 + a22 j1 + a32 k1

k2 = a13 i1 + a23 j1 + a33 k1

On en déduit, sous forme matricielle :x1

y1

z1

 =

 ξη
ζ

+

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


x2

y2

z2


Les bases deR1 etR2 étant orthonormées, la matrice desaij est orthonormée : 3 seulement

des 9aij sont indépendants et suffisent pour exprimer la matrice complètement ; cette propriété
traduit le fait que 3 rotations suffisent généralement pour passer d’une base à une autre. On
utilise le plus souvent les 3 rotations d’Euler (ouangles d’Eulernotés (ψ, θ, φ), et ainsi définis :
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Si k1 et k2 ne sont pas équipollents, etO étant un point arbitraire, le plan(Ok1, Ok2) est
défini, ainsi que sa normaleOu choisie dans le même sens quek1 ∧ k2. Alors, les anglesψ
entreOi1 etOu (dans le planOi1j1), θ entreOk1 etOk2 (dans le planOk1k2) et φ entreOu

etOi2 (dans le planOi2j2), définissent les 3 rotations successives permettant d’amener la base
(i1, j1, k1) à se superposer à la base(i2, j2, k2) ; la droiteOu est appeléeligne des nœudsdes
2 plansOi1j1 etOi2j2. Ces 3 rotations conduisent à définir 2 bases intermédiaires(u, v, k1) et
(u,w, k2) :

O

i1

j1

k1

u

i2

j2

k2

ψ

θ

φ

(i1, j1, k1) → rotation ψ
autour de Ok1

→ (u, v, k1)

(u, v, k1) → rotation θ
autour de Ou

→ (u,w, k2)

(u,w, k2) → rotation φ
autour de Ok2

→ (i2, j2, k2)

(voir aussi l’animation 3D :AngleEuler_3Da.html)

On peut représenter chaque rotation par une matrice de rotation, et obtenir ainsi la matrice
desaij comme produit des trois matrices de rotation, qui ne dépendent bien sûr chacune que
d’un angle :

(aij) =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1


 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


 cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0
0 0 1


=

 cosψ cosφ− sinψ sinφ cos θ − cosψ sinφ− sinψ cosφ cos θ sin θ sinψ
sinψ cosφ+ cosψ sinφ cos θ − sinψ sinφ+ cosψ cosφ cos θ − sin θ cosψ

sinφ sin θ cosφ sin θ cos θ


La transformation inverse s’obtiendrait à l’aide de la matrice inverse(aij)

−1, égale ici à la
transposée de(aij) puisque cela revient à changer le signe des 3 angles et à inverser l’ordre des
3 rotations.

En astronomie, on rencontre souvent le cas oùO1 etO2 sont confondus et où le pointM est
repéré dans chacun des 2 repères par des coordonnées sphériques(r, λ1, ϕ1) et (r, λ2, ϕ2). Les
relations qui expriment les anglesϕ1 etλ1 en fonction deϕ2 etλ2 sont alors avantageusement
obtenues par la trigonométrie sphérique.
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1.4 Eléments de trigonométrie sphérique

Il y a une correspondance biunivoque entre l’ensemble des demi-droites issues d’un pointO
et l’ensemble des points de la surface de la sphère de centreO et de rayon 1 (sphère trigonomé-
trique) : A une demi-droite, ou à son vecteur unitaire, correspond le point où celle-ci perce la
sphère. De même, à un plan passant parO correspond le grand cercle de la sphère, intersection
de celle-ci et du plan.

Alors, 2 plans qui se coupent suivant
une droiteD passant parO sont repré-
sentés sur la sphère par 2 grands cercles
qui se coupent en 2 pointsP etP ′ dia-
métralement opposés ; ces points repré-
sentent les 2 directions opposées por-
tées parD. L’angleA des 2 plans défi-
nit ce qu’on appelle l’angle des 2 grands
cercles correspondants (égal aussi à l’an-
gle des tangentes enP (ou P ′) aux 2
grands cercles).

O

A

A

P

P ′

a
a

Q

Q′

D

Par 2 points distinctsQ etQ′ de la sphère, il passe toujours un grand cercle : Celui-ci est
l’image du plan défini par les 2 demi-droites dontQ etQ′ sont les images. La longueura de
l’arc de grand cercle joignantQ àQ′ est égale à l’angle de ces 2 demi-droites.

3 pointsA, B, C de la sphère définissent untriangle sphérique: c’est l’une des figures
dessinées sur la sphère, formée par les 3 arcs de grand cercle(AB), (BC) et (CA) joignant ces
3 points 2 à 2. Il n’y a pas unicité de figure car pour chaque côtéAB,BC ouCA, on a le choix
entre un arc et son complément à2π.
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Comme pour les triangles plans, on notea,
b, c les côtés opposés aux sommetsA, B,
C. On désigne aussi parA, B, C les angles
ayant leur sommet enA, B, C. Alors, on
montre que, comme pour les triangles plans,
il existe des relations entre les côtés et les
angles permettant de calculer l’un de ces élé-
ments à partir de trois d’entre eux :

a

B

C

A

b

c

Relation 1, entre 3 côtés et 1 angle :

cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosA (formule fondamentale) (1.1)

Relation 2, entre 2 côtés et les 2 angles opposés :

sin a sinB = sin b sinA ou
sin a

sinA
=

sin b

sinB
(formule des sinus) (1.2)

Relation 3, entre 2 côtés et 2 angles dont un adjacent :

sin b cot a = sinC cotA+ cos b cosC (formule des cotangentes) (1.3)

Relation 4, entre 1 côté et 3 angles :

cosA = − cosB cosC + sinB sinC cos a (1.4)

Relation 5, entre 3 côtés et 2 angles :

sin a cosB = cos b sin c− sin b cos c cosA
sin a cosC = cos c sin b− sin c cos b cosA (1.5)

Relation 6, entre 2 côtés et 3 angles :

sinA cos b = cosB sinC + sinB cosC cos a
sinA cos c = cosC sinB + sinC cosB cos a (1.6)

Démontrer les formules (1.1) et (1.2). Pour cela, en notant O le centre de la sphère trigonométrique, on pourra par exemple voir la signification géométrique des vecteurs T et U résultant des doubles produits vectoriels T = (OA x OC) x OA et U = (OA x OB) x OA , puis calculer de deux manières différentes leur produit scalaire T.U et le produit mixte (OA . T x U). En déduire les formules (1.3) et (1.5)
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La relation(1.4)peut être déduite de(1.1)en considérant les triangles polaires : Etant donné
un grand cercle, les 2 points situés à90◦ de tous ses points sont les pôles de ce grand cercle.
Aux 3 arcs de grands cercles(BC), (AC), (AB) correspondent les pôlesP etP ′,Q etQ′,R et
R′ respectivement. Par définition, en choisissantP , Q etR de telle sorte que les arcŝPA, Q̂B
et R̂C soient inférieurs àπ/2, le trianglePQR est appelé triangle polaire deABC. Ses côtés
p, q, r et ses anglesP ,Q R valent alors :

p = π − A q = π −B r = π − C
P = π − a Q = π − b R = π − c

C’est en portant ces expressions dans(1.1) qu’on trouve(1.4). De même, les formules(1.6)
se déduisent de(1.5) par la considération des triangles polaires. Bien sûr, on en déduit aussi
d’autres semblables par permutation circulaire des angles et des côtés.

En regroupant les relations(1.1), (1.2) et (1.5), ou (1.4), (1.2) et (1.6), on constitue les
relations de Gauss:

cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosA

sin a sinB = sin b sinA

sin a cosB = cos b sin c− sin b cos c cosA
(1.7)

cosA = − cosB cosC + sinB sinC cos a

sinA sin b = sinB sin a

sinA cos b = cosB sinC + sinB cosC cos a
(1.8)

permettant de calculer sans indétermination (par leur sinus et leur cosinus) l’angle et l’arc pré-
sents dans les membres de gauche.

Notons que ces relations engendrent des relations plus simples dans les cas où un angle vaut
π/2 (triangle rectangle) ou quand un côté vautπ/2 (triangle rectilatère). Signalons enfin que
la somme des 3 angles d’un triangle sphérique ne vaut pasπ comme dans un triangle plan :S
désignant la surface du triangleABC (exprimée en stéradians), on a :

S = A+B + C − π
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Avec ces éléments de trigonométrie sphérique,
il est facile de calculer directement l’un quel-
conque des termes de la matrice(aij) permet-
tant de passer deOi1j1k1 à Oi2j2k2 par les
angles d’Euler : On place sur la sphère les points
I1, J1, K1, I2, J2, K2 et U correspondant aux
vecteursi1, j1, k1, i2, j2, k2 et u ; on place éga-
lement les grands cercles de base dontK1 etK2

sont les pôles.

I1
U

K1

K2

I2

ψ

φ

θ

J1

Les angles d’Euler se retrouvent alors :ψ comme arcÎ1U , φ comme arcÛI2 et θ comme
angle des deux grands cercles de base, ou encore comme arcK̂1K2. Par exemple, dans le tri-
angleI1UI2, on obtient immédiatement, par la formule fondamentale(1.1) :

a11 = cos(i1, i2) = cosψ cosφ+ sinψ sinφ cos(π − θ)
= cosψ cosφ− sinψ sinφ cos θ

On pourra retrouver de même les autresaij.

1.5 Repères astronomiques

Etant donnés un repère cartésienOijk et les coordonnées sphériques associées(r, ϕ, λ), il
est commode de placer les anglesϕ etλ sur la sphère trigonométrique :

O

i

j

k

r

ϕ

λ

M

−→

I

J

K

ϕ

λ

λ
M

H

On y voit le grand cercle de base(IJ) et son pôleK, images du planOij et de l’axeOk, le
grand cercle origine(KI) image du planOik et le grand cercle(KM) image du plan “vertical”

On a calculé précédemment la matrice des (a_{ij}) associée aux angles d'Euler. On remarque que ses lignes ou ses colonnes regroupent différents éléments présents dans les relations de Gauss. En appliquant de deux façons différentes plusieurs rotations au vecteur unitaire u , retrouver les relations de Gauss dans le triangle I_1 U I_2 . Ce triangle a deux côtés et un angle fonction des angles d'Euler et on fera intervenir un autre angle et le troisième côté de ce triangle. 
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passant par l’axeOk et par le pointM . Ce dernier grand cercle coupe(IJ) enH. λ est l’angle
des cercles(KI) et(KM), ou l’arc ÎH mesuré sur le cercle(IJ). φ est la mesure de l’arĉHM .
Si λ etϕ représentaient des coordonnées géographiques classiques sur le globe terrestre,(IJ)
serait l’équateur,K le pôle nord,(KI) le méridien origine,(KM) le méridien du pointM , λ la
longitude deM , mesurée dans le sens direct,ϕ sa latitude etπ/2− ϕ sa colatitude ou distance
polaire.

Finalement, on voit qu’un système de coordonnées sphériques est complètement défini par
la donnée d’un pôle, du cercle de base correspondant, d’un grand cercle origine contenant le
pôle, d’un sens dans lequel on mesure les rotations autour de ce pôle.

En astronomie, la sphère trigonométrique représente l’ensemble des lignes de visées depuis
un pointO, et est appeléesphère céleste(elle est vue de l’extérieur). Les repères astronomiques
rencontrés le plus souvent dans les applications de la mécanique céleste, sont lerepère équato-
rial et lerepère écliptique.

Le repère équatorial a pour cercle de base le
grand cercle parallèle à l’équateur terrestre ayant
pour pôle le pôle nordP . Les coordonnées sphé-
riques correspondantesα etδ sont descoordonnées
équatoriales, analogues aux longitudes et lati-
tudes géographiques, mais s’appellant respecti-
vementascension droiteetdéclinaison.

γ

P

E

`

`

α

α
ε

ε

H

δ

b

M

équateur

écliptique

L’ascension droite est mesurée sur l’équateur dans le sens direct, de 0 à 24 h, à partir d’un
certainpoint γ non lié au globe terrestre, appelé aussipoint vernalou équinoxe de printemps.
Ce point est défini en relation avec le repère écliptique. Ce dernier a pour cercle de base le
grand cercle parallèle à l’écliptique, nom donné au plan de l’orbite que la Terre décrit en un an
autour du Soleil ; son pôle nord estE. Sur la sphère céleste centrée sur la Terre, le Soleil décrit
en un an et dans le sens direct le grand cercle de l’écliptique. Ces deux cercles se coupent en
deux pointsγ et γ′ en formant un angleε appeléobliquité de l’écliptique(ε vaut actuellement
23◦26′). Le point γ est à l’intersection correspondant au passage du Soleil de l’hémisphère
sud à l’hémisphère nord (c’est-à-dire à l’instant du printemps, lorsque la déclinaison du Soleil
s’annule en devenant positive). Les coordonnées sphériques associées au repère écliptique sont
lescoordonnées écliptiques` etb, appelées respectivementlongitude célesteet latitude céleste. `
est mesuré sur l’écliptique dans le sens direct, de 0 à360◦ à partir du pointγ. La déclinaison et la
latitude céleste sont mesurées de−90◦ à+90◦ de part et d’autre de l’équateur et de l’écliptique
respectivement.

Si un pointM a pour coordonnées équatoriales (α, δ) et pour coordonnées écliptiques (`, b),
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les relations de Gauss(1.7)écrites dans le triangle sphériqueEPM permettent le passage d’un
système de coordonnées à l’autre :

sin b = cos ε sin δ − sin ε cos δ sinα

cos b cos ` = cos δ cosα

cos b sin ` = sin ε sin δ + cos ε cos δ sinα
(1.9)

sin δ = cos ε sin b+ sin ε cos b sin `

cos δ cosα = cos b cos `

cos δ sinα = − sin ε sin b+ cos ε cos b sin `
(1.10)

2 Rappels de cinématique

2.1 Mouvement d’un point

• Le mouvementd’un pointM est une application qui, à tout instantt, fait correspondre une
position de l’espace notéeM(t) ; cette application est continue et le plus souvent dérivable.

• La trajectoirede M est l’ensemble des positions géométriques prises parM lorsquet varie.
On l’oriente dans un certain sens à partir d’un point origine, permettant d’y mesurer l’abscisse
curviligne deM . Entret et t+ δt, le déplacement

δM = M(t+ δt)−M(t)

est un vecteur qui tend vers la tangente à la trajectoire lorsqueδt tend vers zéro.

• La loi du mouvementsur la trajectoire est donnée par l’abscisse curvilignes(t), comptée à
partir d’une position initiale.

• La vitessedeM estV = ds
dt = ṡ (dans toute la suite, la notatioṅq désignera la dérivée

première de la quantitéq par rapport au temps, etq̈ désignera sa dérivée seconde).

• Le vecteur vitessedeM est le vecteurV = dM
dt tangent enM à la trajectoire, de module égal

à |V | et dirigé dans le sens du mouvement. Siu désigne le vecteur unitaire tangent enM à la
trajectoire, on écrit aussi :

V = ṡ u

• Le vecteur accélérationdeM est le vecteurΓ , dérivée du vecteur vitesse :

Γ =
dV

dt
= s̈ u + ṡ u̇
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u dépend du temps par l’intermédiaire des et on a :u · u = 1 ⇒ u · u̇ = 0. Si n désigne le
vecteur unitaire orthogonal àu et dirigé vers le centre de courbure de la trajectoire enM , et si
R est rayon de courbure de la trajectoire enM , on obtient :

Γ =
dV

dt
= s̈ u +

ṡ2

R
n

On y reconnaît l’accélération tangentielleet l’accélération normale; le plan (u, n) est leplan
osculateurde la trajectoire (au sens de la géométrie).

• SiM est défini dans un repèreR = Oijk par des coordonnées cartésiennes (x, y, z) fonctions
det, on peut définir lavitesse relativedeM dansR :

V (M/R) =
dROM

dt
= ẋ i + ẏ j + ż k =

 ẋẏ
ż

 (1.11)

et l’accélération relativedeM dansR :

Γ (M/R) =
dRV (M/R)

dt
= ẍ i + ÿ j + z̈ k =

 ẍÿ
z̈

 (1.12)

• SiM est défini dansR par des coordonnées quelconques (par exemple sphériques), notéesq1,
q2, · · · qn et supposées fonctions continues et dérivables det, on pourra écrire :

OM = OM (q1, q2, · · · qn) puis V (M/R) =
n∑

i=1

∂OM

∂qi
q̇i

Le vecteur∂OM
∂qi

est tangent à la trajectoire que décriraitM si la coordonnéeqi variait seule et

qui est, par définition, laligne coordonnéerelative àqi. En se plaçant dans l’espace de configu-
ration, de dimension2n, où les points sont définis par les2n coordonnées supposées indépen-
dantes (q1, q2, · · · qn, q̇1, q̇2, · · · q̇n), on peut écrire :

∂V (M/R)

∂q̇i
=
∂OM

∂qi

On en déduit les ‘projections’ des vecteurs vitesse et accélération deM sur les tangentes aux
lignes coordonnées :

V (M/R) · ∂OM

∂qi
=

1

2

∂V 2

∂q̇i
(1.13)

Γ (M/R) · ∂OM

∂qi
=

1

2

{
d

dt

(
∂V 2

∂q̇i

)
− ∂V 2

∂qi

}
(1.14)

oùV 2 = V (M/R) · V (M/R)



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 13

Par exemple, pour lescoordonnées sphériques, on aq1 = r, q2 = λ et q3 = ϕ, puis on définitu
parOM = r u. On en déduit :

∂OM

∂r
= u

∂OM

∂λ
= r cosϕ v

∂OM

∂ϕ
= rw

où u, v et w forment labase localedes coordonnées sphériques, directe et tangente aux trois
lignes coordonnéespassant parM . On a ensuite :

V (M/R) = ṙ u + λ̇r cosϕ v + ϕ̇rw puis V 2 = ṙ2 + r2 cos2 ϕλ̇
2
+ r2ϕ̇2

et enfin :

Γ (M/R) · ∂OM

∂r
=

1

2

(
d

dt

∂V 2

∂ṙ
− ∂V 2

∂r

)
= r̈ − rϕ̇2 − r cos2 ϕλ̇

2

Γ (M/R) · ∂OM

∂λ
=

d

dt
(r2 cos2 ϕλ̇)

Γ (M/R) · ∂OM

∂ϕ
=

d

dt
(r2ϕ̇) + r2 sinϕ cosϕλ̇

2

2.2 Mouvement des repères, composition de mouvements

Soient 2 repèresR1 = O1i1j1k1 etR2 = O2i2j2k2.R2 est dit mobile par rapport àR1 si l’une
au moins de ces conditions est remplie :

- O2 est mobile dansR1 (ouO1O2 = O1O2 (t))
- les vecteursi2j2k2 exprimés dans la basei1j1k1 varient en fonction du temps (ou les(aij)

définis précédemment sont fonctions du temps).
Si la première condition est seule remplie,R2 est entranslation par rapport àR1. Si la

deuxième condition est seule remplie,R2 est enrotation par rapport àR1 autour du pointO2,
fixe dansR1. Dans le cas général, le mouvement deR2 est la somme d’un mouvement de
translation et d’un mouvement de rotation.

Quand les vecteurs de basei2j2k2 varient, ils doivent cependant rester orthogonaux et uni-
taires. On montre que cela implique l’existence d’un vecteurΩR2/R1 appelévecteur rotation-
instantanéedeR2 par rapport àR1, tel que l’on ait :

di2
dt

= ΩR2/R1 ∧ i2
dj2
dt

= ΩR2/R1 ∧ j2
dk2

dt
= ΩR2/R1 ∧ k2

On en déduit que tout pointM lié à R2 (ouM ∈ R2), c’est-à-dire dont les coordonnées dans
R2 sont constantes, a une vitesse relative àR1 égale à :

dR1O2M

dt
= ΩR2/R1 ∧O2M

soit
V (M ∈ R2/R1) = V (O2/R1) + ΩR2/R1 ∧O2M (1.15)

Soit un point P de coordonnées cartésiennes (x, y, z) dans un repère Oxyz. On définit les coordonnées elliptiques (f, g, h) de P par les 3 relations x = a ch f sh g cos h , y = a ch f sh g sin h et z = a sh f ch g où a est un paramètre constant. Déterminer les lignes coordonnées correspondant à f, g et h (on trouvera notamment des ellipses et des hyperboles homofocales) et la base locale en P. Déterminer les composantes de la vitesse et de l'accélération de P dans cette base. 
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On reconnaît la somme de la vitesse de translation deO2 et de la vitesse de rotation autour de
O2.

Si le mouvement deR2 par rapport àR1 est réduit àune seule rotationd’angleα autour de
l’axeO2k2 supposé confondu avecO1k1 et ainsi fixe dansR1, il est facile de voir queΩR2/R1 est
le vecteurα̇k1 porté par cet axe de rotation, dont le module est la vitesse angulaire de rotation ;
pourM lié àR2, on a alors

dR1O2M

dα
= k1 ∧O2M

Si le mouvement deR2 est une rotation autour du pointO2 supposé fixe dansR1, le mouve-
ment de rotation peut souvent se décomposer en plusieurs rotations effectuées chacune autour
d’un axe bien choisi (par exemple les rotations d’Euler). Le vecteur rotation-instantanée est
alors la somme des vecteurs rotation correspondant chacun à l’une des rotations, portés par
chacun des axes associés.

Par exemple, supposonsR2 repéré par rapport àR1 par les 3angles d’Eulervariablesψ, θ et
φ, correspondant aux rotations respectives autour deO2k1, O2u etO2k2 ; tout pointM lié àR2

peut alors être considéré comme fonction de ces trois angles lorsqu’on étudie son mouvement
par rapport àR1 : O2M = O2M (ψ, θ, φ), d’où l’on tire :

V (M/R1) =
dR1O2M

dt
=
∂R1O2M

∂ψ
ψ̇ +

∂R1O2M

∂θ
θ̇ +

∂R1O2M

∂φ
φ̇

Du résultat précédent correspondant àune seule rotationautour d’un axe fixe, et de la définition
des angles d’Euler, on tire aussi :

∂R1O2M

∂ψ
= k1 ∧O2M

∂R1O2M

∂θ
= u ∧O2M

∂R1O2M

∂φ
= k2 ∧O2M

On en déduit :
ΩR2/R1 = ψ̇ k1 + θ̇ u + φ̇ k2

L’accélération d’un pointM lié àR2 est alors :

Γ (M ∈ R2/R1) =
dR1V (M/R1)

dt

= Γ (O2/R1) +
dΩR2/R1

dt
∧O2M + ΩR2/R1 ∧ (ΩR2/R1 ∧O2M )

(1.16)

Pour un pointP mobile dans le repèreR2 lui-même mobile par rapport àR1, on a la formule
de dérivation en repère mobile (ouformule de Bour) :

dR1O2P

dt
=
dR2O2P

dt
+ ΩR2/R1 ∧O2P



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 15

On peut en déduire les lois de composition des vitesses et des accélérations :

V (P/R1)︸ ︷︷ ︸
vitesse relative à R1

= V (P/R2)︸ ︷︷ ︸
vitesse relative à R2

+ V (P ∈ R2/R1)︸ ︷︷ ︸
vitesse d′entrai−

nement de P par R2

(1.17)

Γ (P/R1)︸ ︷︷ ︸
accélération
relative à R1

= Γ (P/R2)︸ ︷︷ ︸
accélération
relative à R2

+ Γ (P ∈ R2/R1)︸ ︷︷ ︸
accélération d′entrai−
nement de P par R2

+ 2ΩR2/R1 ∧ V (P/R2)︸ ︷︷ ︸
accélération de Coriolis (1.18)

Notons que siR2 est en translation par rapport àR1, le vecteurΩR2/R1 est nul : la vitesse ou
l’accélération relative deP par rapport àR1 est la somme de celle deP par rapport àR2 et de
celle de tout point lié àR2 dans son mouvement par rapport àR1.

3 Rappels de cinétique

Soit un système matériel(S), composé d’un nombre fini de particules matériellesPi de
massemi. La masse totale de(S) estmS =

∑
imi. Le centre de masseou centre de gravitéde

(S) est le pointG tel que : ∑
i

mi GPi = 0 (1.19)

soit encoremS OG =
∑

imi OPi quel que soit le pointO.

On rapporte les pointsPi, et donc le système(S), à un repèreR. Dans le mouvement de(S)
par rapport àR, on définit les quantités cinétiques suivantes :

• L’ énergie cinétique:

T (S/R) =
1

2

∑
i

mi [V (Pi/R)]2 =
1

2
mS [V (G/R)]2 + T (S/RG) (1.20)

oùRG est le repère d’origineG entranslation par rapport àR.

• La quantité de mouvement:

p(S/R) =
∑

i

mi V (Pi/R) = mS V (G/R) (1.21)

• Le moment cinétiqueen un pointO quelconque :

CO(S/R) =
∑

i

mi OPi ∧ V (Pi/R) (1.22)
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De la définition du centre de masse, on tire notamment :CG(S/R) = CG(S/RG). La quantité
de mouvement et le moment cinétique de(S) enO sont les éléments de réduction enO du
torseur cinétiquede(S). Par ‘transport’ de moment, on a encore :

CO(S/R) = CG(S/RG) + OG ∧ p(S/R)

• La quantité d’accélération:

a(S/R) =
∑

i

mi Γ (Pi/R) = mS Γ (G/R) (1.23)

• Le moment dynamiqueen un pointO quelconque :

DO(S/R) =
∑

i

mi OPi ∧ Γ (Pi/R) (1.24)

De la définition du centre de masse, on tire encore :DG(S/R) = DG(S/RG). La quantité
d’accélération et le moment dynamique de(S) enO sont les éléments de réduction enO du
torseur dynamiquede(S). Par ‘transport’ de moment, on a encore :

DO(S/R) = DG(S/RG) + OG ∧ a(S/R)

En relation avec le moment cinétique, on a :

DO(S/R) =
dRCO(S/R)

dt
+mS V (O/R) ∧ V (G/R) (1.25)

où le deuxième terme s’annulle siO est fixe dansR, ou siO coïncide avecG, ou siO etG ont
des vitesses parallèles.

Les expressions précédentes s’étendent à des systèmes matériels formés d’une distribution
continue de points : On remplace la massemi d’un pointPi par la masse élémentairedm(P )
située enP , et les sommations finies sur les pointsPi par des intégrales. Ainsi, pour toute quan-
tité q(P ) continue définie en chaque pointP , l’intégrale

∫
P∈(S) q(P )dm(P ) vient remplacer la

sommation
∑

imiq(Pi) dans ces définitions.

Si (S) est un système solide, les expressions de l’énergie cinétique et du moment cinétique
s’expriment en fonction du vecteur rotationΩS/R du solide (ou vecteur rotation d’un repère lié
à ce solide). Les vitesses des pointsP liés au solide sont en effet distribuées autour deG selon
la relationV (P/R) = V (G/R) + ΩS/R ∧GP ; on trouve alors notamment :

CG(S/RG) =
∫

P∈(S)
GP ∧ (ΩS/R ∧GP) dm(P ) = I

(S)
G (ΩS/R) (1.26)

où I
(S)
G est l’opérateur d’inertie de(S) enG. Dans un repèreGijk lié à (S), cet opérateur,

linéaire, est représenté par une matrice symétrique :

 A −F −E
−F B −D
−E −D C

, ditematrice d’inertie



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 17

oùA,B etC sont les moments d’inertie de(S) par rapport aux axes respectifsGi ,Gj etGk , et
oùD, E etF sont les produits d’inertie. Six, y, z sont les coordonnées deP dansGijk et dm
la masse élémentaire enP , on a plus précisément :

A =
∫

P∈(S)

(y2 + z2) dm B =
∫

P∈(S)

(x2 + z2) dm C =
∫

P∈(S)

(x2 + y2) dm

D =
∫

P∈(S)

yz dm E =
∫

P∈(S)

xz dm F =
∫

P∈(S)

xy dm
(1.27)

Pour l’énergie cinétique du solide, on trouve de même :

T (S/RG) =
1

2
ΩS/R · I (S)

G (ΩS/R) (1.28)

4 Rappels de la dynamique classique

La dynamique est la formulation mathématique duprincipe de causalitéappliqué aux expé-
riences de mécanique :

- Un point matériel ne se met pas spontanément en mouvement.
- Son mouvement est une conséquence de soninertieet desforcesqui agissent sur lui.
On recherche bien sûr des lois du mouvement générales et universelles. Cependant, le mou-

vement est parfois une notion relative (mouvement dans un certain repère), et l’universalité
supposée des lois de la mécanique ne pourra se vérifier que si le repère dans lequel on étudie un
mouvement, est indépendant de tous les observateurs possibles de ce mouvement. Par exemple,
il serait absurde de rechercher quelles forces physiques agissent sur le Soleil pour expliquer son
mouvement apparent vu de la Terre supposée fixe, à savoir un mouvement de rotation à raison
d’un tour par jour sur une orbite de 150 millions de kilomètres de rayon !

On admet donc les principes suivants :
- Il existe un repère privilégié ourepère absoludans lequel les lois du mouvement sont

universelles (principe d’universalité).
- Dans ce repère privilégié, un point matérielisoléa une accélération nulle (principe d’iner-

tie). Alors, dans tout repère en translation rectiligne et uniforme par rapport au repère
absolu, ce point a aussi une accélération nulle. De tels repères sont appelésrepères gali-
léens.

- Aucune expérience mécanique ne permet de mettre en évidence le mouvement d’un re-
père galiléen par rapport à un autre repère galiléen (principe de relativitéde Galilée). Les
mouvements dans un repère galiléen seront donc qualifiés d’absolus.

- Tant que la vitesse des corps matériels reste petite devant la vitesse de la lumière, on a une
très bonne approximation des lois de la mécanique en supposant que le temps s’écoule de
la même façon dans tous les repères galiléens.
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4.1 Principe fondamental de la mécanique newtonienne

Les actions mécaniques qui influent sur le mouvement des points matériels sont schéma-
tisables par des vecteurs liés en ces points et appelésvecteurs-forceou simplementforces. Les
expériences de mécanique sur les corps matériels finis ont permis de dégager uneloi fondamen-
tale de la dynamique:

Un point matériel P soumis à une force F (P ) acquiers, dans un repère galiléen Ra,
une accélération Γ (P/Ra) proportionnelle à F (P ) et de même sens ; le coefficient de
proportionnalité, m, ne dépend que de la nature physique de la particule matérielle cor-
respondante ; c’est la masse inerte de la particule :

mΓ (P/Ra) = F (P ) (1.29)

Les propriétés d’additivité des vecteurs sont une façon d’exprimer le principe de superposi-
tion des états (additivité des forces). Dans le cas d’un système matériel composé d’un ensemble
discret (ou continu) de points matérielsPi de massesmi, on peut considérer que chaquePi subit
une certaine forceF (Pi), et l’on a pour chacun :

mi Γ (Pi/Ra) = F (Pi)

En regroupant tout ou partie desPi dans un sous-système(S), on peut additionner membre à
membre les équations fondamentales correspondant à ces points :∑

Pi∈(S)

mi Γ (Pi/Ra) =
∑

Pi∈(S)

F (Pi)

c’est-à-dire aussi :
MS Γ (GS/Ra) = R(S) (1.30)

oùMS etGS sont respectivement la masse et le centre de masse de(S), et oùR(S) est la somme
(ou résultante) de toutes les forces s’exerçant sur(S).

On peut aussi additionner membre à membre les équations fondamentales après leur avoir
appliqué le calcul du moment en un point quelconqueO :∑

Pi∈(S)

OPi ∧mi Γ (Pi/Ra) =
∑

Pi∈(S)

OPi ∧ F (Pi)

c’est-à-dire, en introduisant le moment dynamique de(S) enO et le moment résultant enO de
toutes les forces s’exerçant sur(S) :

DO(S/Ra) = MO(S) (1.31)

Les 2 vecteurs[R(S),MO(S)] forment leséléments de réductionenO d’un torseur appelé
torseur des forcess’exerçant sur(S). Le principe fondamental de la dynamique peut alors aussi
s’exprimer en disant que dans un repère galiléen, le torseur dynamique de(S) est égal au torseur
de toutes les forces s’exerçant sur(S). Cette formulation est surtout intéressante pour l’étude
du mouvement des systèmes composés de solides.



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 19

4.2 Principe d’opposition de l’action et de la réaction

Lorsqu’une particule P1 exerce sur une particule P2 une force F12, alors P2 exerce sur
P1 une force F21 opposée à F12 et de même module, c’est-à-dire F21 = −F12. Ces deux
forces forment alors un torseur nul, à savoir :

résultante : F12 + F21 = 0

moment résultant en O : OP1 ∧ F12 + OP2 ∧ F21 = 0 = P2P1 ∧ F12

La dernière égalité montre aussi que la force décrivant l’interaction de deux particulesP1 etP2

est colinéaire àP1P2 .

De là on peut étendre ce principe à des systèmes matériels quelconques : Dans un tel système
(S), chaque particule subit des forces d’interaction provenant de chacune des autres particules
de(S) et appeléeforces intérieuresà (S), et éventuellement des forces provenant de particules
n’appartenant pas à(S) et appeléesforces extérieuresà (S). En considérant l’ensemble des
particules de(S) et en leur appliquant le principe d’opposition de l’action et de la réaction, on
montre alors que le torseur de l’ensemble de toutes les forces intérieures à(S) est un torseur
nul.

4.3 Théorèmes généraux

Les deux principes précédents entraînent immédiatement les deux théorèmes suivants de la
mécanique newtonienne :

MS Γ (GS/Ra) = R(ext)(S) (1.32)

DGS
(S/Ra) =

dCGS
(S/Ra)

dt
= M

(ext)
GS

(S) (1.33)

où R(ext)(S) et M (ext)
GS

(S) désignent le torseur, réduit enGS, de toutes lesforces extérieuresà
(S).

Ce torseur est nul par définition si le système(S) est isolé dans l’espace. Dans ce cas, le
mouvement deGS est rectiligne et uniforme, et le vecteurCGS

(S/Ra), moment cinétique du
système enGS, est constant.

4.4 Différents types de forces

On peut classer les forces de plusieurs manières :
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4.4.1 forces réelles et forces d’inertie

Si l’on veut représenter le mouvement d’une particule ou d’un système dans un repère non
galiléen, il faut tenir compte de forces supplémentaires dépendant du mouvement du repère.
Ce sont des forces fictives, ditesforces d’inertie. Dans un repère non galiléen, l’accélération
Γr relative à ce repère s’exprime en fonction de l’accélérationΓa absolue, et des accélérations
d’entraînement et de CoriolisΓe etΓc : Γr = Γa−Γe−Γc. En identifiantmΓa à la force réelle
F subie parP , on obtient :

mΓr = F −mΓe −mΓc (1.34)

Les quantités−mΓe et−mΓc sont laforce d’inertie d’entraînementet la force d’inertie de
Coriolis.

En mécanique céleste, les repères utilisés sont souvent en translation (non uniforme) par
rapport aux repères galiléens. Leur vecteur rotationΩ est alors nul, ainsi queΓc, et l’accélération
d’entraînement est réduite à l’accélération d’un point de ce repère, par exemple son origine. Au
contraire, lorsqu’on utilise des repères tournants, il faut tenir compte deΓe et deΓc.

4.4.2 forces de liaison et forces de champ

Dès qu’un système matériel est composé de plusieurs particules, chacune d’elles est l’objet
de forces provenant notamment de l’action des autres particules de ce système.

Les forces de liaisonsont des forces qui maintiennent le système matériel selon un certain
assemblage donné, l’obligeant à avoir un mouvement respectant ces liaisons. Ce peuvent être
les forces de cohésion qui assurent par exemple la rigidité d’un solide, ou qui régissent ses
déformations. Ce peuvent être aussi des forces intervenant au contact entre plusieurs parties
du système, qui s’appliquent aux points de contact et qui disparaissent si le contact se rompt
(systèmes articulés par exemple, ou en appui sur des supports). Ces forces de liaison sont gé-
néralement difficiles à modéliser car elles dépendent souvent étroitement de la composition, de
la forme ou de l’état des surfaces qui composent le système. De ce fait, elles sont le plus sou-
vent inconnues à priori et c’est l’observation du mouvement des diverses parties du système qui
permet de les mettre en évidence et de les déterminer.

Ce type de forces intervient rarement en mécanique céleste car on y étudie essentiellement
des mouvements de corps solides libres de tout contact. Cependant, les mouvements des satel-
lites artificiels peuvent être affectés par le frottement atmosphérique s’ils se rapprochent trop de
la Terre, ou peuvent dépendre des mécanismes éventuellement articulés qui les composent.

Les forces de champreprésentent au contraire des actions qui s’exercent à distance et qui
sont bien connues, données par les lois de la physique (forces de gravitation, forces électroma-
gnétiques· · ·). En mécanique céleste, c’est essentiellement la gravitation universelle qui consti-
tue le moteur des systèmes étudiés. On verra en§4-15.2comment on modélise la gravitation
entre des corps quelconques ; examinons cependant dès maintenant le cas élémentaire de deux
particules ponctuelles, dans le cadre de la mécanique classique ou newtonienne.
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La loi de Newton nous dit que deux masses ponctuellesm1 etm2 situées en des pointsP1 et
P2 s’attirent proportionnellement à leurs masses et à l’inverse du carré de leur distance. Ainsi,
P1 exerce surP2 la force :

F12 = − Km1m2

r2

P1P2

r
(1.35)

oùr désigne la distance|P1P2 | etK la constante de la gravitation universelle. Inversement, par
symétrie,P2 exerce surP1 la force opposée :

F21 = − Km1m2

r2

P2P1

r

Ces deux forces n’existent que par la présence des 2 masses placées enP1 etP2. Cependant,
la modélisation de ces forces permet de dire queP1 signale sa présence dans tout l’espace
environnant par ‘l’émission’ d’unchamp de gravitationdont la valeur en un pointP est :

G1(P ) = −Km1 P1P

|P1P |3
(1.36)

C’est un champ de vecteurs tous dirigés versP1, dépendant de la massem1 placée en ce point,
et calculable en tout pointP autre queP1. Alors, une massem2 est placée en un pointP2,
subit la forcem2 G1(P2). Inversement,P2 ‘émet’ aussi son propre champ de gravitation :

G2(P ) = −Km2 P2P
|P2P |3

, qui exerce surm1 en P1 la forcem1 G2(P1). D’ailleurs, ces deux

champs se superposent de telle sorte qu’en tout pointP autre queP1 etP2, on trouve le champ
de gravitationG1(P ) + G2(P ).

L’intérêt d’introduire cette notion de champ de gravitation vient de ce que cechamp vectoriel
est représentable à partir d’unchamp scalaire, donc plus simple, appelépotentiel de gravitation.
En effet, on vérifie aisément queG1(P ) par exemple dérive du potentielU1(P ) :

U1(P ) =
Km1

|P1P |
(1.37)

par la relation
G1(P ) = gradP (U1(P )) (1.38)

où gradP est l’opérateurgradient enP , qui est défini dans un repère cartésienOijk où P a
pour coordonnées (x, y, z), par :

gradP =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k (1.39)

De même,U2(P ) = Km2

|P2P |
est le potentiel de gravitation enP de la massem2 située enP2,

et le potentiel de gravitation des deux masses au pointP est la sommeU1(P ) + U2(P ).

C’est cette propriété d’additivité des champs et des potentiels qui permettra plus loin d’éta-
blir le champ et le potentiel de gravitation des corps quelconques. Il est cependant intéressant
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de connaître dès maintenant ce résultat : Si la répartition de la matière dans un système admet
la symétrie sphérique de centreO, son champ de gravitation (et son potentiel) est le même que
si toute sa masse était concentrée enO. Or c’est sensiblement le cas des planètes et du Soleil.
Cela justifie le fait qu’on puisse étudier le mouvement des planètes et des satellites avec une
très bonne approximation en considérant ces corps comme ponctuels.

Remarque 1. Les masses qui interviennent dans la loi de la gravitation universelle sont à
priori différentes de la massem(i), dite masse inerte, qui intervient dans la loi fondamentale :
m(i) Γ = F . Les masses de la gravitation sont lesmasses gravesou masses pesantes (m(p)) qui
mesurent la susceptivité gravitationnelle des corps, tandis que la masse inerte mesure la résis-
tance des corps aux changements de vitesse. Sur Terre, siF est le poids d’un objet (F = m(p)g),

on trouve en fait que la loiΓ = m(p)

m(i) g est vérifiée expérimentalement avecm
(p)

m(i) = 1 à 10−11

près (expériences de Eötvös). La coïncidence de ces 2 coefficients d’origine différente est in-
explicable par la mécanique newtonienne. Elle constitue au contraire l’une des bases de la re-
lativité générale d’Einstein : La gravitation y est une propriété géométrique de l’espace-temps ;
tout corps, de part sa masse, provoque une distorsion de l’espace environnant ; cette courbure
apparaît aux autres corps qui s’y trouvent plongés , comme une accélération. L’obéissance d’une
masse à la gravitation n’est plus alors qu’une manifestation de son inertie et la distinction entre
masse pesante et masse inerte disparaît. On adopte donc pourm(i) etm(p) une notation unique
m.

Remarque 2. On peut penser que généralement le champ de gravitation d’un système matériel
est connu ; cela dépend en fait du degré de connaissance que l’on a de la répartition de leurs
masses, ce qui n’est pas toujours le cas en mécanique céleste. Si ces masses sont inconnues, ou
mal connues, c’est l’observation des mouvements qui permettra éventuellement de les détermi-
ner, par comparaison avec les mouvements théoriques déduits des équations du mouvement et
dans lesquelles les masses sont laissées sous forme de paramètres indéterminés.

4.5 Théorème de l’énergie cinétique

Considérons le cas général d’un système(S) composé de pointsPi de massesmi subissant
un ensemble de forcesF (Pi). En multipliant membre à membre l’équation fondamentale de
chaque point par la vitesse de ce point, et en sommant pour tous les points de(S), on obtient :∑

Pi∈(S)

mi Γ (Pi/Ra) · V (Pi/Ra) =
∑

Pi∈(S)

F (Pi) · V (Pi/Ra) (1.40)

Le membre de gauche n’est autre que la dérivée par rapport au temps de l’énergie cinétique
de(S) dansRa, tandis que celui de droite représente lapuissancedansRa de toutes les forces
appliquées sur(S) aux pointsPj :

dT (S/Ra)

dt
=

d

dt

1

2

∑
Pi∈(S)

mi [V (Pi/Ra)]
2

 =
∑

Pi∈(S)

mi Γ (Pi/Ra) · V (Pi/Ra)
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et
P({F (Pi) |Pi ∈ (S)}/Ra) =

∑
Pi∈(S)

F (Pi) · V (Pi/Ra)

La puissance de certaines forces peut être nulle. Par exemple, on a vu que les forces in-
térieures à un système forment un torseur nul ; si ce système est un solide, on montre que la
puissance de ces forces est nulle dans tout repère. Autre exemple : Si un système est soumis à
des liaisons dites ‘sans frottement’ ou ‘idéales’, cela signifie que les forces d’interaction corres-
pondantes ont une puissance nulle (ou ne consomment pas d’énergie).

En éliminant ainsi les forces dont la puissance est nulle, il peut arriver que les forces restantes
aient une puissance dont l’expression soit la dérivée par rapport au temps d’une fonctionWS,
dite fonction de forces, c’est-à-dire que l’on a :∑

Pi∈(S)

F (Pi) · V (Pi/Ra) =
dWS

dt

On obtient alors, par intégration, l’intégrale première de l’énergie cinétique:

T (S/Ra) = WS + h (1.42)

où h est une constante d’intégration. La quantité−WS est appeléeénergie potentiellede (S),
et T (S/Ra) −WS est l’énergie totale qui est ainsi constante ; on dit que le système conserve
son énergie, ou que c’est unsystème conservatif.

Ce cas intervient par exemple si l’ensemble des forces de champ appliquées en chaque point
Pi est le gradient enPi d’une fonctionWS, fonction des coordonnées de ces points ; en effet,
en notantxi, yi et zi les coordonnées dePi dans le repère galiléenRa = Oi0j0k0, on peut alors
écrire :

F (Pi) = gradPi
WS =

∂WS

∂xi

i0 +
∂WS

∂yi

j0 +
∂WS

∂zi

k0

et en déduire :∑
Pi∈(S)

gradPi
WS ·

dRaOPi

dt
=

∑
Pi∈(S)

∂WS

∂xi

ẋi +
∂WS

∂yi

ẏi +
∂WS

∂zi

żi =
dWS

dt
(1.43)

C’est donc notamment le cas des systèmes de particules ou de solides sans contacts mutuels et
en interaction gravitationnelle. De tels systèmes sont conservatifs.

Remarque . L’intégrale de l’énergie cinétique peut aussi exister dans des mouvements relatifs
correspondant à des repères non galiléens.

5 Mise en équations et résolution des problèmes de mécanique céleste

La Mécanique Céleste qui nous intéressera particulièrement concerne les mouvements des
divers corps du système solaire, qu’ils soient naturels ou artificiels. Avant de mettre en équa-
tions ces mouvements, il faut définir géométriquement le système, en choisissant notamment les
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coordonnées, ou plus généralement les variables, qui soient les mieux adaptées. On verra que
ce choix est délicat car de lui dépend la plus ou moins grande complexité des équations. Il faut
ensuite analyser les forces en présence et les exprimer en fonction des variables choisies. No-
tons que les systèmes étudiés en Mécanique Céleste sont en mouvement sous l’action presque
exclusive de la gravitation et que les forces de liaison sont rarement impliquées.

On peut alors appliquer les théorèmes généraux pour chaque partie du système dont on veut
étudier le mouvement en particulier, et en y distinguant bien les forces intérieures des forces
extérieures. En effet, bien que l’on sache que le système solaire comprend le Soleil, les grosses
planètes, les satellites de ces planètes, les petites planètes, les comètes· · ·, et qu’en toute rigueur,
ces corps n’étant pas des masses ponctuelles, il faille tenir compte de leur forme, la résolution
globale des équations du mouvement de l’ensemble du système solaire n’est pas réaliste. On est
amené à étudier séparément des sous-systèmes simplifiés, représentant une certaine approxima-
tion du système réel. Par exemple, on peut décomposer le système solaire en considérant à part
le Soleil et tout ou partie des grosses planètes assimilées à des masses ponctuelles, en négli-
geant donc la forme des planètes et l’influence de leurs satellites ; d’un autre côté, le système
des satellites d’une planète peut être étudié à part, en tenant compte de l’influence du Soleil et
de la forme de la planète sur chaque satellite, et éventuellement en négligeant les attractions
réciproques des satellites entre eux ou l’attraction qu’ils subissent de la part des autres pla-
nètes. Ce sont en fait les caractéristiques physiques des masses en présence (en particulier leur
grandeur et leur répartition spatiale) qui permettent de simplifier plus ou moins les systèmes en
négligeant les forces qui donneraient des effets non mesurables à un niveau de précision donné.
On verra notamment que de nombreux systèmes sont ainsi assimilables à des systèmes de 2
corps subissant seulement des perturbations de la part des autres corps.

L’objet de ce cours sera ainsi de présenter des méthodes de résolution de problèmes sim-
plifiés mais cependant représentatifs, à un niveau de précision donné, de mouvements réels de
satellites ou de planètes. La mise en équations de ces mouvements et leur résolution pourra
éventuellement être faites aussi par les méthodes hamiltoniennes décrites dans la partie 2 et qui
représentent une autre façon d’utiliser les principes fondamentaux de la mécanique générale.
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Deuxième partie

Eléments de mécanique hamiltonienne

6 Formulation lagrangienne des équations de la mécanique

On a vu en§1-4.1le principe fondamental de la mécanique newtonienne appliqué à un en-
semble de pointsPi de massesmi subissant chacun une forceF (Pi). L’équation vectorielle
mi Γ (Pi/Ra) = F (Pi) qui donne le mouvement de chacun de ces points dans un repère gali-
léen, est équivalente à l’équation scalaire suivante :

mi Γ (Pi/Ra) ·Wi = F (Pi) ·Wi ∀Wi (2.1)

Le vecteurWi doit être un vecteurarbitraire quelconque; si Wi = δPi représente un déplace-
ment arbitraire du pointPi, le produit scalaireF (Pi) ·δPi représente letravail de la forceF (Pi)
dans ce déplacement ; siWi = V ∗

i représente une vitesse arbitraire du pointPi, le produit
scalaireF (Pi) · V ∗

i représente lapuissancede la forceF (Pi) dans ce mouvement. Le dépla-
cement dePi ainsi considéré doit être quelconque : Ce n’est pas uniquement le déplacement
réelsubi parPi quand cette force agit pendant un temps élémentaireδt ; c’est un déplacement
quelconque et arbitraire que l’on qualifie devirtuel, et le travail correspondant est appelétravail
virtuel deF (Pi). De même,V ∗

i représente unevitesse virtuelleet la puissance correspondante
est lapuissance virtuelledes forces.

On peut ainsi remplacer le principe fondamental de la dynamique, étendu aux systèmes de
points, par le suivant appeléprincipe des travaux virtuels:

Pour toute partie (S) d’un système matériel, le travail virtuel de toutes les forces appli-
quées sur les particules Pi de (S) est égal au travail virtuel des quantités d’accélérations
(mesurées dans un repère galiléen) :

∑
Pi∈(S)

mi Γ (Pi/Ra) · δPi =
∑

Pi∈(S)

F (Pi) · δPi ∀ δPi (2.2)

quels que soient les déplacements virtuels des particules du système.

Les systèmes que l’on considérera en mécanique céleste sont composés d’un nombre fini
de particules ou de solides. Ils sont donc représentables par un nombre fini de paramètres. Si
un tel système dépend den paramètres géométriques{qj}(j=1···n) indépendants, on dit qu’il
possèden degrés de liberté [par exemple, un solide a 6 degrés de liberté lorsqu’il est libre de
se déplacer dans l’espace : 3 variables décrivent le mouvement de son centre de masse, et 3
autres variables donnent le mouvement de rotation autour de son centre (angles d’Euler par
exemple)]. Les particulesPi du système peuvent alors être repérées à l’aide de cesn paramètres



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 26

oucoordonnées généralisées, et un déplacement élémentaire dePi se met sous la forme :

dPi =
n∑

j=1

∂Pi

∂qj
dqj

Si lesn degrés de liberté tiennent compte de liaisons existant entre les diverses parties du sys-
tème, cette expression représente un déplacement ditcompatibleavec ces liaisons. Undéplacement
virtuel compatibleavec ces liaisons est alors donné par :

δPi =
n∑

j=1

∂Pi

∂qj
δqj

où lesδqj sont des variations virtuelles quelconques des paramètres.

Ainsi, le principe des travaux virtuels s’exprime encore sous la forme :

n∑
j=1

∑
Pi∈(S)

miΓ (Pi/Ra) ·
∂Pi

∂qj
δqj =

n∑
j=1

∑
Pi∈(S)

F (Pi) ·
∂Pi

∂qj
δqj ∀ δqj

L’énergie cinétique absolue du système :T = T (S/Ra) = 1
2
∑

Pi∈(S) miV (Pi/Ra)
2 peut

être aussi exprimée en fonction des2n variablesqi et q̇i. En faisant la somme pour tous lesPi

de la formules de cinématique(1.14)écrite pour chaque point, on obtient :

∑
Pi∈(S)

miΓ (Pi/Ra) ·
∂Pi

∂qj
=

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj

On peut écrire aussi : ∑
Pi∈(S)

F (Pi) ·
∂Pi

∂qj
= Φj(q1, · · · , qn)

où lesΦj sont les composantes desforces généraliséesqui s’appliquent sur le système, expri-
mées elles aussi en fonction desqi (si les forces initiales dépendaient en plus des vitesses des
Pi, les fonctionsΦj dépendraient bien sûr aussi desq̇i). On obtient ainsi :

n∑
j=1

[
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj

]
δqj =

n∑
j=1

Φj δqj ∀ δqj (2.3)

Comme cette égalité est vraie quels que soient lesδqj, et parce que lesn paramètresqj sont
supposés indépendants les uns des autres, on en déduit lesn équations différentielles suivantes :

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= Φj j = 1 · · ·n (2.4)

Ecrire les équations du mouvement d'une particule P de masse m repérée dans un repère galiléen Oxyz par ses coordonnées sphériques et soumise à une force centrale ne dépendant que de sa distance au point O.
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Ces équations sont leséquations de Lagrangedu système(S). Elles viennent d’être établies
dans le cas où lesn paramètres sont indépendants. Si au contraire il existep relations de dé-
pendance entre cesn paramètres (p < n), soit :{ak(q1, · · · qn) = 0}k=1···p, des “déplacements”
virtuelsδqj compatibles avec ces liaisons devront satisfaire lesp contraintes :

n∑
j=1

∂ak

∂qj
δqj = 0

Les forces qui maintiennent ces liaisons développent un travail élémentaire exprimable sous la
forme :

dW =
p∑

k=1

n∑
j=1

λk
∂ak

∂qj
dqj

où lesλk sont des composantes (inconnues à priori) de ces forces. Le travail virtuel de ces
efforts de liaison est alors simplement :

δW =
p∑

k=1

n∑
j=1

λk
∂ak

∂qj
δqj

En supposant que ces efforts de liaisons n’étaient pas comptés dans les forcesF (Pi) qui engen-
draient les composantesΦj, le principe des travaux virtuels est maintenant donné par :

n∑
j=1

[
d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj

]
δqj =

n∑
j=1

[
Φj +

p∑
k=1

λk
∂ak

∂qj

]
δqj ∀ δqj

Les expressions deT et desΦj utilisées dans cette équation dépendent desn variablesqi,
sans tenir compte desp relations de liaison existant entre elles. En fait, on considère donc ces
variables comme indépendantes, et on déduit comme précédemmentn équations de Lagrange,
dépendant cependant dep multiplicateurs de Lagrangeλk :

d

dt

(
∂T

∂q̇j

)
− ∂T

∂qj
= Φj +

p∑
k=1

λk
∂ak

∂qj
j = 1 · · ·n (2.5)

Pour pouvoir résoudre (déterminer lesqi et lesλk), il faut compléter le système d’équations
avec lesp relations de liaison.

On obtient des équations analogues, avec multiplicateurs, lorsque les contraintes dues aux
liaisons sont directement de la forme

∑
j bkjδqj = 0 sans que lesbkj soient les dérivées partielles

de fonctionsak par rapport àqj ; dans(2.5), les bkj viennent alors simplement remplacer les
∂ak
∂qj

. Notons encore qu’en mécanique céleste, les systèmes dynamiques sont rarement soumis à

des liaisons physiques réelles de sorte que l’usage des équations “avec multiplicateurs” est peu
fréquent.

Dans le cas où certaines parties du système ont un mouvement imposé, donné en fonc-
tion du temps, l’énergie cinétique peut dépendre explicitement du temps, c’est-à-dire qu’on a :
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T ≡ T (qi, q̇i, t). Cela ne modifie pas les équations de Lagrange(2.4)si les déplacements virtuels
compatibles avec les liaisons correspondant au paramétrage du système sont faitsà l’instantt,
c’est-à-dire en considérantδt = 0. Sinon, il faut considérert comme une(n + 1)ième variable
notéeqn+1 et, en plus desn équations de Lagrange(2.4), on écrit l’équation analogue corres-
pondant àj = n+ 1 ; il convient toutefois d’associer àqn+1 une vitessėqn+1 égale à 1, mais on
ne remplaceqn+1 part et q̇n+1 par 1 qu’à la fin des calculs.

Dans le cas, fréquent en mécanique céleste, où les forces agissant sur le système(S) dérivent
d’un potentielU , c’est-à-dire qu’il existeU tel que :

dU =
∑

Pi∈(S)

F (Pi) · dPi

On dit encore que le travail élémentaire des forces est la différentielle totale d’une fonctionU ,
fonction des pointsPi. En exprimantU en fonction desqj, on a par ailleurs :

dU =
n∑

j=1

∂U

∂qj
dqj et

∑
Pi∈(S)

F (Pi) · dPi =
n∑

j=1

Φjdqj

de sorte qu’on identifie :

Φj =
∂U

∂qj

En notantL = T +U , les équations du mouvement se mettent alors sous la forme d’Euler-
Lagrange :

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0 i = 1 · · ·n (2.6)

L est lelagrangiendu système dynamique. Ces équations s’étendent aussi au cas oùT etU dé-
pendent explicitement du temps, de sorte qu’un lagrangien est généralement considéré comme
fonction de2n+ 1 variables :L ≡ L(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t). Un système dynamique vérifiant
les équations(2.6)s’appelle aussisystème lagrangien.

Remarque . Les équations d’Euler-Lagrange sont l’expression d’une propriété d’extrémum que
l’on retrouve sous divers noms : principe de moindre action en mécanique, théorème de Fermat
en optique, théorème d’Euler en mathématiques. On démontre en effet en mathématiques le
résultat suivant :

SoitF (x, y, z) une fonction continue de 3 variables réellesx, y et z, dont les dérivées par-
tielles sont continues jusqu’à l’ordre 2 au moins. Considérons alors, poura etb fixés, l’intégrale
suivante :

IF (y) =
∫ x=b

x=a
F

(
x, y(x),

dy

dx

)
dx

Cette intégrale prend des valeurs diverses suivant la fonctiony(x) que l’on met dansF . Pour
l’ensemble des fonctionsy(x) qui prennent la même valeur enx = a et enx = b et qui diffèrent
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entrea et b, l’intégraleIF (y) est extrémale siy(x) vérifie l’équation d’Euler :

d

dx

(
∂F

∂y′

)
− ∂F

∂y
= 0

où l’on a notéy′ = dy/dx.

Ce résultat se généralise d’ailleurs au cas oùF est fonction de2n + 1 variables :F (x, y1,
z1, · · · , yn, zn), pour lesquelles l’intégrale

IF (y1, · · · , yn) =
∫ x=b

x=a
F (x, y1(x), y

′
1(x), · · · , yn(x), y′n(x)) dx

est extrémale si, pour touti, on a : ddx

(
∂F
∂y′i

)
− ∂F
∂yi

= 0

Ainsi, dans le cas des équations de Lagrange, la trajectoire décrite par le système matériel
entre les instantst0 et t1, correspond à un extrémum de l’intégrale :

I =
∫ t1

t0
L(t, q1, q̇1, · · · , qn, q̇n) dt

La quantitéI est l’action (dimensionML2T−1) ; si les instantst0 et t1 sont très voisins, l’ex-
trémum est en fait un minimum et l’on dit que les systèmes lagrangiens vérifient leprincipe de
moindre action.

7 Formulation hamiltonienne des équations de la mécanique

Dans un système dynamique de lagrangienL(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t) , on peut encore trans-
former les équations d’Euler-Lagrange pour aboutir à un système d’équations mis sous une
forme ditecanoniquequ’on appelleéquations d’Hamilton.

Pour cela, à chacune des variables de positionqi, on associe unevariable conjuguéepi définie
par la relation :

pi =
∂L

∂q̇i
i = 1 · · ·n (2.7)

Si qi a la dimension d’une longueur,pi a la dimension d’une quantité de mouvement (MLT−1) ;
si qi est une variable angulaire (sans dimension),pi a la dimension d’un moment cinétique
(ML2T−1) et on parle dans ce cas demoment conjuguédeqi. Lesn équations différentielles du
second ordre d’Euler-Lagrange(2.6)se dédoublent alors en2n équations du premier ordre :

dpi

dt
=
∂L

∂qi
(2.8)

dqi
dt

= solution de (2.7)
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On peut en effet interpréter les équations(2.7) commen relations entre lespi et les q̇i (ces
relations sont d’ailleurs généralement linéaires carL = T +U est généralement, commeT , une
forme quadratique des variables de vitesse). Pour pouvoir inverser le système(2.7), il suffit que

le déterminant des dérivées secondes∂
2L

∂q̇i∂q̇j
soit non nul.

En fait, on se sert de cette inversion pour exprimer en fonction desqi, despi et det, la
quantitéH définie par :

H =
n∑

i=1

piq̇i − L(q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t) (2.9)

et ainsi transformée enH ≡ H(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn, t) ; par différentiation, on a alors :

dH =
n∑

i=1

∂H

∂qi
dqi +

n∑
i=1

∂H

∂pi

dpi +
∂H

∂t
dt (2.10)

Par ailleurs, en différentiant l’expression(2.9), on obtient aussi :

dH =
n∑

i=1

(
q̇i dpi + pi dq̇i −

∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂q̇i
dq̇i

)
− ∂L

∂t
dt

Les termes endq̇i s’éliminent, d’après(2.7), et ensuite, par comparaison avec(2.10), on obtient
les équations :

q̇i =
∂H

∂pi

; − ∂L

∂qi
=
∂H

∂qi
;

∂H

∂t
= −∂L

∂t

soit encore, d’après(2.8) : dpi

dt = −∂H∂qi
On a donc finalement, à la place desn équations du second ordre que sont les équations de

Lagrange,2n équations du premier ordre appeléeséquations canoniquesou équations d’Ha-
milton :

dqi
dt

=
∂H

∂pi

;
dpi

dt
= −∂H

∂qi
pour i = 1 · · ·n (2.11)

où H(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn, t) est la fonction d’Hamilton ouhamiltoniendu système dyna-
mique. Un système dynamique régit par de telles équations (antisymétriques) est aussi appelé
système hamiltonien.

Dans le cas dessystèmes conservatifs, l’hamiltonien ne dépend pas du temps explicitement
et représente l’énergie totale du système. En effet, si∂H

∂t = 0, la dérivée totaledHdt se réduit à :

dH

dt
=

n∑
i=1

(
∂H

∂qi

dqi
dt

+
∂H

∂pi

dpi

dt

)

et cette quantité est nulle d’après(2.11); doncH est constant.

Déterminer les variables conjuguées des coordonnées sphériques, puis l'hamiltonien et les équations d'Hamilton d'une particule P de masse m repérée en coordonnées sphériques dans Oxyz galiléen et subissant une force centrale ne dépendant que de sa distance au point O.
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Par ailleurs, avecL = T + U oùU ne dépend que des variablesqi, les conjuguéespi valent
∂L
∂q̇i

= ∂T
∂q̇i

. Or l’énergie cinétiqueT étant une forme quadratique des variables de vitesseq̇i, on

a, d’après le théorème d’Euler sur les formes homogènes :
∑

i
∂T
∂q̇i

q̇i = 2T . On en déduit :

H =
∑

i

piq̇i − L =
∑

i

∂T

∂q̇i
q̇i − T − U = T − U

On reconnaît l’expression(1.42)du théorème de l’énergie cinétique, avecH représentant l’éner-
gie totale du système et−U son énergie potentielle.

Dans le cas le plus général on peut décomposerL enL = L2 + L1 + L0 oùL2, L1 etL0

sont respectivement des fonctions homogènes de degrés 2, 1 et 0 par rapport à l’ensemble des

variablesq̇i. En appliquant de nouveau le théorème d’Euler, on a alors
∑

i
∂Lk
∂q̇i

q̇i = kLk pour

k = 0 à 2, de sorte queH peut se calculer ainsi :

H =
∑

i

∂(L2 + L1)

∂q̇i
q̇i − L2 − L1 − L0 = L2 − L0

Exemple : Equations canoniques du mouvement d’un pointP de massem, mobile dans un
plan fixe et attiré suivant la loi de Newton par un centre fixeO (problème de Kepler). On repère
P par des coordonnées polaires (r,θ) de pôleO. La force d’attraction est proportionnelle à une
constanteµ et vaut :−mµ/r3 OP . Elle dérive de la fonctionU = mµ/r. L’énergie cinétique

deP estT = 1
2
m(ṙ

2
+ r2θ̇

2
), et son énergie potentielle est−U . On en déduit le lagrangien

L = T + U et l’hamiltonien :

H = T − U =
1

2
m(ṙ

2
+ r2θ̇

2
)− mµ

r

Les variables conjuguéespr etpθ sont alors :

pr =
∂L

∂ṙ
=
∂T

∂ṙ
= mṙ pθ =

∂T

∂θ̇
= mr2θ̇

d’où l’on tire : ṙ = pr
m et θ̇ = pθ

mr2 , puis :

H =
1

2m

(
p2

r +
p2

θ

r2

)
− mµ

r

On a enfin les équations canoniques du mouvement :

dr
dt = ∂H

∂pr
= pr
m

dpr

dt = −∂H∂r =
p2

θ

mr3 −
mµ
r2

dθ
dt = ∂H

∂pθ
= pθ

mr2
dpθ

dt = −∂H∂θ = 0

On remarque que la dernière équation donnepθ constant (entraînantmr2θ̇ = pθ = constante,
loi des aires). C’est en fait la non-présence explicite de la variableθ dans l’hamiltonien qui
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induit cette intégrale première. Ainsi, lorsqu’un hamiltonien ne dépend pas explicitement de
certaines variables, l’intégration des équations d’Hamilton relatives à leurs variables conjuguées
devient immédiate. A la limite, si un hamiltonienH ne dépend explicitement que de la moitié
des variables, le système est complètement intégrable, les variables présentes dansH étant des
constantes et leurs conjuguées étant des fonctions linéaires det. L’intérêt de la formulation
canonique des équations de la mécanique vient de ce qu’il existe des régles pour changer de
variables de telle sorte que les équations exprimées dans les nouvelles variables s’expriment
avec un nouvel hamiltonien en conservant la forme canonique ; un tel changement de variables
est appelétransformations canoniques; si le système est intégrable, on peut en outre faire en
sorte que la moitié des variables n’apparaissent plus explicitement dans le nouvel hamiltonien.
La méthode des transformations canoniques est donc très intéressante pour la résolution des
équations différentielles de la mécanique, d’autant plus que cette méthode peut être ensuite
prolongée pour traiter les perturbations de systèmes intégrables.

8 Transformations canoniques

Considérons un système hamiltonien représenté par un jeu de variables canoniques(qi, pi)i=1···n
et un hamiltonienH(qi, pi, t). Cela revient donc à dire que lesqi et lespi vérifient les équations
canoniques :

q̇i =
∂H

∂pi

; ṗi = −∂H
∂qi

pour i = 1 · · ·n (2.12)

Supposons donné le changement de variables suivant, entre les anciennes variables(qi, pi)
et les nouvelles(xi, yi), explicité par2n fonctionsfi etgi :

qi = fi(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn, t)

pi = gi(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn, t)
(2.13)

On suppose aussi que ces2n équations peuvent s’inverser pour donner les(xi, yi) en fonction
des(qi, pi).

On recherche à quelles conditions ce changement de variables est canonique, c’est-à-dire
conduit aussi à des équations canoniques en variables(xi, yi) :

ẋi =
∂H ′

∂yi

; ẏi = −∂H
′

∂xi

(i = 1, · · ·n) (2.14)

oùH ′ est le nouvel hamiltonien (éventuellement différent deH). On peut évalueṙqi et ṗi à partir
de(2.13), et identifier le résultat aux expressions(2.12):

q̇i =
dfi

dt
=

n∑
j=1

(
∂fi

∂xj

ẋj +
∂fi

∂yj

ẏj

)
+
∂fi

∂t
=
∂H

∂pi
(2.15)

ṗi =
dgi

dt
=

n∑
j=1

(
∂gi

∂xj

ẋj +
∂gi

∂yj

ẏj

)
+
∂gi

∂t
= −∂H

∂qi
(2.16)
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Or, à l’aide de(2.13), on peut évaluerH en fonction des(xj, yj, t) ; soitH∗(xj, yj, t) cette
expression deH :

H∗(xj, yj, t) ≡ H(qi, pi, t)

En désignant parα l’une des variablesx1, · · · , xn, y1, · · · , yn on peut évaluer∂H
∗

∂α :

∂H∗

∂α
=

n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂pi

∂α
+
∂H

∂qi

∂qi
∂α

)
=

n∑
i=1

(
∂H

∂pi

∂gi

∂α
+
∂H

∂qi

∂fi

∂α

)

Cette expression indique quelle combinaison linéaire des∂H
∂pi

et ∂H∂qi
il faut faire, en utilisant

leurs expressions(2.15)et (2.16), pour calculer∂H
∗

∂α en fonction deṡxj et ẏj ; on obtient :

∂H∗

∂α
=

n∑
j=1

n∑
i=1

(
∂fi

∂xj

∂gi

∂α
− ∂fi

∂α

∂gi

∂xj

)
ẋj+

n∑
j=1

n∑
i=1

(
∂fi

∂yj

∂gi

∂α
− ∂fi

∂α

∂gi

∂yj

)
ẏj+

n∑
i=1

(
∂fi

∂t

∂gi

∂α
− ∂fi

∂α

∂gi

∂t

) (2.17)

On appellecrochet de Lagrange[u, v] de la transformation définie par lesfi et gi l’expres-
sion :

[u, v] =
n∑

i=1

(
∂fi

∂u

∂gi

∂v
− ∂fi

∂v

∂gi

∂u

)
on a ainsi :

∂H∗

∂α
=

n∑
j=1

([xj, α] ẋj + [yj, α] ẏj) + [t, α] (2.18)

On en déduit le théorème suivant :

Théorème 1.Le changement de variables défini par les fonctions (fi, gi) est canonique
si et seulement si les propriétés suivantes sont réunies, pour tout j et pour tout k :

– [xj, yk] = δjk =
{

1 si j = k
0 si j 6= k

(symbole de Kronecker)

– [xj, xk] = 0
– [yj, yk] = 0

– Il existe F ∗(xi, yi, t) tel que [t, α] = ∂F ∗

∂α pour tout α pris dans l’ensemble des variables
(xi, yi)

Le nouvel hamiltonien est alors : H ′(xi, yi, t) = H∗ − F ∗

Remarque . Si le changement de variables ne dépend pas explicitement det, on a ∂fi

∂t =

∂gi

∂t = 0 pour touti ; les crochets[t, xj] et [t, yj] sont alors nuls quel que soitj et l’on peut
prendreF ∗ = 0. Dans ce cas, l’hamiltonien conserve sa valeur :H ′ = H∗ = H
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Exemple : On pourra vérifier que les changements de variables suivants sont canoniques et
conservent la valeur de l’hamiltonien :

1.


qi =

√
2xi cos yi

pi =
√

2xi sin yi

2.



q1 =
√
x1/ω1 cos y1 +

√
x2/ω2 cos y2 où ω1 et ω2 sont deux constantes

q2 = −
√
x1/ω1 cos y1 +

√
x2/ω2 cos y2

p1 =
√
x1ω1 sin y1 +

√
x2ω2 sin y2

p2 = −√x1ω1 sin y1 +
√
x2ω2 sin y2

Dans le cas général où le changement de variables dépend du temps, il reste cependant à trouver
la fonctionF ∗. Le théorème suivant, qui donne une autre condition nécessaire et suffisante de
canonicité d’un changement de variables, peut aider à trouver cette fonction.

Théorème 2.Pour qu’une transformation (qi, pi) 7→ (xj, yj) soit canonique, il faut et il
suffit qu’il existe F tel que la forme différentielle :

n∑
j=1

(pj dqj − yj dxj) + F dt (2.19)

soit une différentielle totale, et on a alors : F = H ′ −H∗ = −F ∗

En effet, en supposant que ce soit une différentielle totale, montrons que les conditions de
canonicité du théorème 1 sont satisfaites. Pour cela, exprimons d’abord la forme différentielle
(2.19)en fonction des nouvelles variables (à l’aide de(2.13)) et identifions-la à la différentielle
totale d’une fonctionG(xi, yi, t) :

n∑
j=1

gj

(
n∑

k=1

(
∂fj

∂xk

dxk +
∂fj

∂yk

dyk

)
+
∂fj

∂t
dt

)
−

n∑
k=1

yk dxk + F dt = dG

Comme on a aussi :

dG =
n∑

k=1

(
∂G

∂xk

dxk +
∂G

∂yk

dyk

)
+
∂G

∂t
dt

on obtient, en identifiant les coefficients dedxk, dedyk et dedt :

n∑
j=1

gj
∂fj

∂xk

− yk =
∂G

∂xk
(2.20)

n∑
j=1

gj
∂fj

∂yk

=
∂G

∂yk
(2.21)

n∑
j=1

gj
∂fj

∂t
+ F =

∂G

∂t
(2.22)

En appliquant le théorème 1, montrer que les 2 changements de variables ci-dessous sont canoniques
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En dérivant(2.20)par rapport àyk, et(2.21)par rapport àxk, puis en effectuant la différence
membre à membre, on obtient :

n∑
j=1

(
∂gj

∂yk

∂fj

∂xk

+ gj
∂2fj

∂yk∂xk

)
− 1−

(
∂gj

∂xk

∂fj

∂yk

+ gj
∂2fj

∂xk∂yk

)
=

∂2G

∂yk∂xk

− ∂2G

∂xk∂yk

Si les fonctionsfj etG sont continues et à dérivées partielles continues, il reste :

[xk, yk]− 1 = 0

De même, si l’on dérive(2.20)par rapport àyi (pour i 6= k), et si l’on dérive par rapport à
xk l’équation(2.21)écrite en remplaçantk pari, on obtient :

n∑
j=1

(
∂gj

∂yi

∂fj

∂xk

+ gj
∂2fj

∂yi∂xk

)
− 0−

(
∂gj

∂xk

∂fj

∂yi

+ gj
∂2fj

∂xk∂yi

)
=

∂2G

∂yi∂xk

− ∂2G

∂xk∂yi

soit : [xk, yi] = 0

On trouverait de la même façon :[xk, xi] = 0 et [yk, yi] = 0

Enfin, en soustrayant membre à membre la dérivée partielle de(2.20)[resp.(2.21)] par rap-
port àt, et la dérivée de(2.22)par rapport àxk [resp.yk], on obtient :

[t, xk] +
∂F

∂xk

= 0 (resp. [t, yk] +
∂F

∂yk

= 0)

D’après lethéorème 1, ceci montre que le changement de variables est canonique et que si
l’hamiltonien du système dans les anciennes variables estH, l’hamiltonien pour les nouvelles
variables estH ′ = H∗ + F (la fonctionF ∗ du théorème 1 est donc ici égale à−F ) ; donc,
la fonctionF qui apparaît dans la forme différentielle(2.19) représente la différence entre le
nouveau et l’ancien hamiltonien :

F = H ′ −H∗ ou F = H ′ −H (2.23)

Inversement, si le changement de variables est canonique, la forme différentielle(2.19)est
une différentielle totale. Ceci résulte simplement du fait que dans un système hamiltonien, la
forme différentielle

∑n
i=1 pidqi − Hdt est déjà une différentielle totale lorsque lesqi et lespi

sont solutions des équations d’Hamilton ; on sait en effet qu’une forme différentielle
∑

iXidxi

est une différentielle totale si et seulement si∂Xi
∂xk

= ∂Xk
∂xi

quels que soienti et k. Or on a

∂pi

∂qk
= 0 car les variablespi et qk sont indépendantes, et∂pi

∂t = dpi

dt = −∂H∂qi pour touti carpi,

étant solution des équations, ne dépend que det. De la même façon, en supposant le changement
canonique,

∑
i yidxi − H ′dt est aussi une différentielle totale lorsque lesxi et lesyi vérifient

les équations d’Hamilton avec l’hamiltonienH ′. On en déduit donc que la forme différentielle
(2.19)oùF = H ′ −H est également une différentielle totale.
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Remarque . Le fait que
∑

i pidqi −Hdt soit une différentielle totale peut aussi découler de la
définition de l’action :dI = Ldt, puisque d’après(2.9), on a aussi :

∑
i pidqi −Hdt = Ldt.

Du théorème 2, on déduit encore 4 conditions équivalentes pour qu’un changement de va-
riables soit canonique :∑n

j=1
(pjdqj − yjdxj) + (H ′ −H) dt = dG1 (2.24)∑n

j=1
(pjdqj + xjdyj) + (H ′ −H) dt = dG2 (2.25)∑n

j=1
(−qjdpj − yjdxj) + (H ′ −H) dt = dG3 (2.26)∑n

j=1
(−qjdpj + xjdyj) + (H ′ −H) dt = dG4 (2.27)

où les seconds membres sont les différentielles totales de fonctions différentes notéesG1 à
G4. La relation(2.24)n’est autre que la condition nécessaire et suffisante(2.19). On en déduit
immédiatement les suivantes, par exemple(2.25), simplement en écrivant :∑

i

(pidqi + xidyi − xidyi − yidxi) + (H ′ −H)dt = dG1

soit ∑
i

(pidqi + xidyi) + (H ′ −H)dt = dG1 + d(
∑

i

xiyi) = d(G1 +
∑

i

xiyi)

Ainsi,G2 représenteG1 +
∑

i xiyi. On procèderait de même pour obtenir(2.26)et (2.27).

Exemple 1 : Si A = (aij) est une matrice carrée de rangn constante et unitaire (son inverse
A−1 est égale à sa transposéeAt), le changement de variables suivant est canonique :

qi =
n∑

j=1

aijxj ; pi =
n∑

j=1

aijyj

En effet, notantP , Q, X et Y les matrices colonnes despi, qi, xi et yi, on a :Q = AX et
P = AY , d’où : P tQ = Y tAtAX = Y tX, c’est-à-dire :

∑
i piqi −

∑
i xiyi = 0. Le même

calcul effectué avec des matricesdQ = (dqi) et dX = (dxi) aboutirait àP tdQ = Y tdX,
c’est-à-dire :

∑
i(pidqi − xidyi) = 0 Cette valeur nulle est un cas particulier de différentielle

totale, montrant que le changement de variables est canonique. Etant indépendant du temps, ce
changement de variables ne modifie pas la valeur de l’hamiltonien.

Exemple 2 : Etant données trois variables(l, g, h) et leurs conjuguées(L,G,H), on voudrait
quex1 = L, x2 = L − G etx3 = G −H soient des nouvelles variables ; comment déterminer
(y1, y2, y3) pour que ces variables soient canoniquement les conjuguées de(x1, x2, x3) ?

Pour que ce changement de variables soit canonique, faisons en sorte que(2.26)soit vérifié :

−ldL− gdG− hdH − y1dx1 − y2dx2 − y3dx3 = 0

c’est-à-dire

ldL+ gdG+ hdH + y1dL+ y2(dL− dG) + y3(dG− dH) = 0

Calculer la fonction G_1 ou G_2 pour les 2 changements de variables canoniques de l'exercice de la page 73

Montrer de même que si A est une matrice carrée inversible, d'inverse notée B, le changement de variables (X,Y)-->(Q,P) défini par Q=AX et P=(tB)Y est canonique (tB désigne la transposée de B). 
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En identifiant à zéro les coefficients dedL, dG etdH, on en déduit :
l + y1 + y2 = 0
g − y2 + y3 = 0
h− y3 = 0

=⇒


y1 = −(l + g + h)
y2 = l + g
y3 = h

(2.28)

Donc, la transformation(l, g, h, L,G,H) 7→ (L,L − G,G − H,−l − g − h, g + h, h) est
canonique

9 Fonctions génératrices de transformations canoniques

Si l’on se donne un changement de variables sous la forme des2n relations(2.13), on peut
savoir s’il est canonique en calculant les crochets de Lagrange de cette transformation (théorème
1). Cependant, s’il est facile de vérifier que les crochets[xj, yk], [xj, xk] et [yj, yk] ont les valeurs
nécessaires à la canonicité, il faut encore que les[t, xj] et [t, yj] soient les dérivées partielles
d’une fonctionF ∗ à déterminer et qui représente la façon dont sera modifié l’hamiltonien par
ce changement de variables. Il est donc difficile de prévoir quelle sera cette modification au
moment où l’on se fixe les fonctionsfi etgi. Pour que cette modification aille dans le sens d’une
simplification, il est préférable de rechercher quelles sont les fonctionsfi et gi qui aboutissent
à une simplification de l’hamiltonien voulue à l’avance. On peut arriver à ce résultat par la
considération des fonctions génératrices, qui résultent en fait duthéorème 2sur la canonicité
d’un changement de variables.

En effet, pour qu’un changement de variables soit canonique, d’après les conditions(2.24)à
(2.27), il suffit par exemple que l’on ait :∑n

j=1
(pjdqj − yjdxj) + (H ′ −H) dt = dG1

ou bien ∑n

j=1
(pjdqj + xjdyj) + (H ′ −H) dt = dG2 (2.29)

ou encore les relations analogues avecG3 ouG4. Dans le premier cas,G1 doit être considérée
comme fonction de l’ensemble des variables(qj, xj, t), tandis queG2 doit s’identifier à une
fonction de l’ensemble des(qj, yj, t). Les fonctionsG1, G2, G3 etG4 sont des fonctions à dé-
terminer, appeléesfonctions génératricesde la transformation canonique, c’est-à-dire qu’elles
permettent d’établir le lien entre les anciennes et les nouvelles variables, en fonction de la mo-
dificationH ′ − H que l’on souhaite apporter à l’hamiltonien. Prenons le cas de la fonction
G2(qj, yj, t) ; on a bien sûr aussi, pour une telle fonction :

dG2 =
n∑

i=1

(
∂G2

∂qi
dqi +

∂G2

∂yi

dyi

)
+
∂G2

∂t
dt (2.30)

de sorte qu’en comparant avec(2.29), on obtient les2n+ 1 équations :

pi =
∂G2(qj, yj, t)

∂qi
pour i = 1 · · ·n (2.31)
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xi =
∂G2(qj, yj, t)

∂yi

pour i = 1 · · ·n (2.32)

H ′(xi, yi, t)−H(qi, pi, t) =
∂G2(qj, yj, t)

∂t
(2.33)

Il suffit donc de trouver la fonctionG2(qj, yj, t) vérifiant l’équation aux dérivées partielles
suivantes :

H ′(
∂G2(qj, yj, t)

∂yi

, yi, t)−H(qi,
∂G2(qj, yj, t)

∂qi
, t) =

∂G2(qj, yj, t)

∂t
(2.34)

Ensuite, les2n équations(2.31)et (2.32)donnent les relations de passage entre anciennes et
nouvelles variables : Comme ces2n équations dépendent des4n variables(qi, pi, xi, yi) et du
temps, elles permettent, en principe, d’exprimer2n variables en fonction des2n autres variables
et du temps ; ainsi la fonctionG2 qui définit ces relations mérite bien le nom de fonction généra-
trice du changement de variables. L’équation(2.34)montre en outre que l’hamiltonien conserve
sa valeur siG2 ne dépend pas explicitement det.

Exemplesde fonctions génératrices :

1. La fonctionG2 =
∑

i qiyi engendre la transformation identique puisqu’on a :

pi =
∂G2

∂qi
= yi ; xi =

∂G2

∂yi

= qi ; H ′ = H quel que soit H

2. La fonctionG1 =
∑

i qixi inverse le rôle des variables et de leur conjuguées puisqu’on a :

pi =
∂G1

∂qi
= xi ; yi = −∂G2

∂xi

= −qi

Notons cependant le changement de signe pour lesyi.

9.1 Résolution par la méthode d’Hamilton-Jacobi

Cette méthode propose de résoudre (si c’est possible) l’équation(2.34)dans le cas où l’on
souhaite que le nouvel hamiltonienH ′ soit nul. La fonction génératriceG2 doit donc satisfaire
l’équation dite d’Hamilton-Jacobi:

H(qi,
∂G2

∂qi
, t) +

∂G2

∂t
= 0 (2.35)

oùG2 doit dépendre des(qj, yj, t). Mais, comme on supposeH ′(xj, yj, t) = 0, les nouvelles
variables, solutions des équations d’Hamilton :

ẋj =
∂H ′

∂yj

= 0 et ẏj = −∂H
′

∂xj

= 0
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sont des constantes :

xj = αj et yj = βj pour j = 1 · · ·n (2.36)

Avec ces nouvelles “variables”xj etyj, si l’on peut trouver une fonctionG2 qui soit solution
de(2.35), le problème de l’intégration des équations canoniques est donc complètement résolu,
et le retour aux anciennes variables peut se faire grâce aux2n équations :

pi =

[
∂G2(qj, yj, t)

∂qi

]
yj=βj

(2.37)

xi =

[
∂G2(qj, yj, t)

∂yi

]
yj=βj

= αi (2.38)

Comme on doit obtenir finalementyj = βj = constante, on voit qu’il suffit de trouver une
solutionG2 qui dépende den constantes d’intégration arbitrairesβj, lesquelles seront identifiées
aux valeurs constantes des variablesyj. En écrivant

G2 ≡ G2(qj, βj, t) (2.39)

il faut cependant vérifier qu’avec cette identification, les variablesxj calculées à partir des

relationsxj = ∂G2
∂βj

sont aussi des constantes. Or on a :

dxj

dt
=

d

dt

(
∂G2

∂βj

)
=
∑
k

(
∂2G2

∂qk∂βj

q̇k

)
+
∂2G2

∂t∂βj

(2.40)

Mais commeG2 est solution de(2.35), on a aussi :

∂2G2

∂t∂βj

=
∂

∂βj

∂G2

∂t
= − ∂

∂βj

(
H(qi,

∂G2

∂qi
, t)

)

Or, d’après(2.39), on doit considérer lesβi comme indépendants desqi et et det, et donc seul
G2 dépend desβj :

∂2G2

∂t∂βj

= −
∑
k

∂H

∂

(
∂G2

∂qk

) ∂

∂βj

(
∂G2

∂qk

)

= −
∑
k

(
∂H

∂pk

∂2G2

∂βj∂qk

)
d′après (2.37)

= −
∑
k

(
q̇k

∂2G2

∂βj∂qk

)
puisque q̇k =

∂H

∂pk

Le report de cette dernière valeur de∂
2G2

∂t∂βj
dans(2.40)conduit à

dxj

dt = 0 (cqfd).
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Remarque . Aucune des constantesβj ne doit être additive. En effet, siG2 est solution de
(2.35), G2 + β1 l’est aussi siβ1 est une constante additive ; mais alors, la relation(2.38)cor-

respondante :x1 = ∂G2 + β1

∂β1
= 1 = α1 ne constitue pas une équation reliant les anciennes

variables aux nouvelles ; il manquerait donc une équation pour pouvoir inverser les équations
(2.38)en vue d’exprimer lesqi en fonction desαj, desβj et du temps.

Exemple : Considérons le problème intégrable de l’oscillateur harmonique (attraction d’un
point par un centre fixe, proportionnellement à sa distance). Simplifions encore en supposant le
mouvement rectiligne. On a donc pour ce point une seule variable de position :q (élongation).
Son énergie cinétique estT = 1

2
mq̇2 et son énergie potentielle est−U = 1

2
kq2 (la force vaut

gradU = −kq). La variable conjuguée deq estp = ∂T
∂q̇ = mq̇, et l’hamiltonienH = T − U

vaut :H = 1
2m
p2 + 1

2
kq2

La méthode d’Hamilton-Jacobi consiste à trouverG2(q, β, t) tel que, pour des nouvelles
variablesx, y, le nouvel hamiltonien soit nul et que l’on ait donc :

p =
∂G2

∂q

x =
∂G2

∂β
= α = constante ; y = β = constante

H(q,
∂G2

∂q
, t) +

∂G2

∂t
= 0

Cette dernière équation vaut ici :

1

2m

(
∂G2

∂q

)2

+
1

2
kq2 +

∂G2

∂t
= 0

En recherchant une solution de la forme :G2 = F1(q, β) + F2(t, β), on obtient :

1

2m

(
∂F1

∂q

)2

+
1

2
kq2 = −∂F2

∂t

Il suffit d’identifier les deux membres de cette équation à une valeur commune notéeβ :

−∂F2
∂t = β =⇒ F2 = −βt

1
2m

(
∂F1
∂q

)2

+ 1
2kq

2 = β =⇒ F1 = ±
∫ √

m(2β − kq2) dq

c’est-à-dire :G2 = −βt±
∫ √

m(2β − kq2) dq

On en déduit :x = α = ∂G2
∂β = −t±

∫ mdq√
m(2β − kq2)

, d’où l’on tire :

±
√
k

m
(t+ α) = arcsin(

√
k/2β q)
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soit :

q = ±
√

2β

k
sin

√
k

m
(t+ α)

α et β sont ainsi les 2 constantes arbitraires qui doivent nécessairement apparaître dans la
solution générale. On vérifie ensuite que :

p =
∂G2

∂q
= ±

√
m(2β − kq2) = ±

√
2mβ cos

√
k

m
(t+ α)

est bien égal àmq̇. Le signe± doit être choisi suivant les conditions initiales, par exemple
suivant le signe de la vitesse (ou signe dep) à l’instantt = −α.

Remarque . Dans cet exemple,β représente l’énergie totale du système car on a en fait :

H = −∂G2
∂t = β ; ceci montre que l’on aurait aussi pu rechercher des variables canoniques

(x, y) ne modifiant pas la valeur de l’hamiltonien(H ′(x, y) ≡ H(q, p)) et tel queH ′(x, y) = y.

On vérifie bien quey est constant car alorṡy = −∂H
′

∂x = 0 et l’on peut prendrey = β. On aura

alors aussi :̇x = ∂H ′

∂y = 1, soitx = t− t0. Pour obtenir un tel hamiltonien, il suffit de trouver

la fonction génératriceG indépendante det telle que :

H ′(x, y)−H(q, p) = 0 avec x =
∂G

∂y
et p =

∂G

∂q

c’est-à-dire vérifiant l’équation :y − 1
2m

(
∂G
∂q

)2

− 1
2kq

2 = 0. On retrouve l’équation écrite

ci-dessus pourF1, avecy = β.

Cette méthode, qui consiste ainsi à rechercher un jeu de variables dont l’une est égale au
nouvel hamiltonien, convient aux systèmes conservatifs ; notons que la variable conjuguée de
cette variable s’identifie au temps.

Le problème de Kepler énoncé en exemple à lafin du paragraphe 7peut aussi être résolu par
la méthode d’Hamilton-Jacobi, mais nous reportons cette résolution en§3-12.2, après avoir étu-
dié ce problème par la méthode vectorielle fournie par les théorèmes généraux de la mécanique.
Ainsi, il sera plus facile d’interpréter les constantes données par la méthode d’Hamilton-Jacobi,
en fonction des propriétés géométriques et cinématiques du mouvement képlérien obtenues par
la méthode vectorielle.

9.2 Application à la méthode des variations des constantes arbitraires

Si l’on trouve une fonctionG telle que, pourF donné, on ait∑
i

(pidqi + xidyi) + Fdt = dG
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le changement de variables engendré parG est canonique, et s’il est appliqué à un système dont
l’hamiltonien initial estH(qi, pi, t), le nouvel hamiltonien, exprimé en variables(xi, yi), vaut :

H ′ = H+F = H+∂G
∂t . Ainsi, étant donné un hamiltonienH0(qi, pi, t), si on trouveG(qi, βi, t)

solution de l’équation d’Hamilton-Jacobi :

H0(qi,
∂G

∂qi
, t) +

∂G

∂t
= 0 (2.41)

alors le nouvel hamiltonien est :H ′ = H0 + ∂G
∂t = 0 et les nouvelles variables, définies par

xi = αi = ∂G
∂βi

etyi = βi, sont constantes.

Si l’on applique ce changement de variables à un système dont l’hamiltonien initial estH =

H0 +H1, le nouvel hamiltonien est alors :H ′ = H+ ∂G
∂t , soit d’après(2.41):H ′ = H0 +H1 +

(−H0) = H1. Les variables canoniques(αi, βi) qui étaient constantes pourH ′ = 0, vérifient
maintenant :

α̇i =
∂H ′

1

∂βi

et β̇i = −∂H
′
1

∂αi

(2.42)

oùH ′
1 = H1 (c’est-à-direH1 exprimé en fonction des nouvelles variables). La méthode des

variations des constantes arbitraires consiste ainsi à résoudre d’abord le problème simplifié et
intégrable représenté parH0, dont la solution générale dépend de2n constantes arbitraires, puis
à dire que ces constantes varient suivant les équations(2.42), en fonction du terme supplémen-
taireH1 que l’on ajoute àH0.

Plus généralement, siG est solution d’une équation de la forme(2.34)écrite ici :H ′
0−H0 =

∂G
∂t , en appliquant le changement de variables engendré parG à un système d’hamiltonien

H = H0 +H1, le nouvel hamiltonien seraH ′ = H + ∂G
∂t = H0 +H1 +H ′

0−H0 c’est-à-dire :
H ′ = H ′

0 +H ′
1 oùH ′

1 = H1 exprimé en fonction des nouvelles variables(xi, yi). Ces variables

vérifiaient initialemenṫxi =
∂H ′

0
∂yi

et ẏi = −∂H
′
0

∂xi
, elles satisfont maintenant :

ẋi =
∂(H ′

0 +H ′
1)

∂yi

et ẏi = −∂(H ′
0 +H ′

1)

∂xi

On mettra à profit ce résultat en§5-21.3pour exprimer les équations d’un mouvement in-
tégrable perturbé : Les constantes du mouvement intégrable deviennent des variables dont les
variations dépendent directement de la perturbation qu’on a appliqué au système intégrable.
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Troisième partie

Le problème des 2 corps

10 Réduction à un problème de 1 corps

Le problème des 2 corps consiste en l’étude du mouvement de 2 particules matériellesP1

et P2, de massesm1 etm2, en interaction gravitationnelle suivant la loi de Newton. Dans un
repère galiléenRa, la quantité d’accélération de chaque point est alors donnée par le principe
fondamental de la dynamique :

m1Γ (P1/Ra) = −K m1m2

r3 P2P1 où r = |P1P2 |

m2Γ (P2/Ra) = −K m1m2

r3 P1P2

(3.1)

oùK représente la constante de la gravitation universelle.

Chaque particule étant repérée dansRa par 3 coordonnées indépendantes, le problème des
2 corps a 6 degrés de liberté ; les équations différentielles(3.1) étant du second ordre, c’est
un problème d’ordre 12 qui nécessite donc pour sa résolution, l’introduction de 12 constantes
d’intégration arbitraires. 6 de ces constantes définissent le mouvement du pointG, centre de
masses des 2 particules. Le système étant supposé isolé,G décrit une droite d’un mouvement
uniforme. En effet, on a :

m1Γ (P1/Ra) +m2Γ (P2/Ra) = 0

= (m1 +m2)Γ (G/Ra)

d’où :G = G0 + V0t. Il apparaît bien 3 constantes arbitraires pour repérer le point fixeG0, et
3 autres pour représenter le vecteur constantV0. Ainsi, le repèreRG d’origineG en translation
rectiligne et uniforme par rapport àRa est lui-même un repère galiléen. On peut donc écrire les
équations du mouvement deP1 et deP2 dansRG, mais il suffit de résoudre celles relatives àP1

par exemple, puisque le mouvement deP2 s’en déduira par homothétie ; par définition deG on
a en effet :GP2 = −m1

m2
GP1 . Donc, on est ramené à la résolution d’un problème de 1 corps,

défini par l’équation :

m1

d2
RG

GP1

dt2
= −K m1m2

r3 P2P1

dont on déduit, avecP2P1 = m1 +m2
m2

GP1 :

d2
RG

GP1

dt2
= −K m3

2

(m1 +m2)
2

GP1

|GP1 |3
(3.2)

Le mouvement absoludeP1 est donc un mouvement àaccélération centrale, de centre fixe
G, et cette accélération est inversement proportionnelle au carré de sa distance àG. En compa-
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rant avec(1.36), on voit que le second membre de(3.2)est analogue à un champ de gravitation,

en assimilant le point attractifG à une particule matérielle de masse m3
2

(m1 +m2)
2 .

On peut aussi étudier le mouvement deP1 dans un repère en translation non uniforme d’ori-
gineP2 : C’est lemouvement relatifdeP1 autour deP2, donné par les variations dans le temps
du vecteurP2P1 que l’on peut tirer de(3.1) :

d2
Ra

P2P1

dt2
= Γ (P1/Ra)− Γ (P2/Ra) = −K m1 +m2

r3 P2P1 (3.3)

On a de nouveau un champ de gravitation, mais il correspond maintenant à une masse(m1 +
m2) qui serait placée au centre attractifP2. D’ailleurs, les mouvements absolus et relatifs sont
semblables puisqu’on passe de l’un à l’autre par une translation d’origine et une homothétie :

GP1 =
m2

m1 +m2

P2P1

Pour obtenir l’un ou l’autre de ces mouvements, il nous suffit donc d’étudier le problème
général défini par l’équation :

d2OP

dt2
= −µ OP

|OP |3

oùO est uncentre fixequi attire un pointP par l’intermédiaire du champ de gravitation “émis”
parO avec une constante d’attractionµ positive. Le rapportµK est lamasse réduitedu pointO.
Ce problème est encore appeléproblème de Keplerouproblème képlérien.

11 Le problème de Kepler et le mouvement képlérien

Notonsr le rayon vecteurOP et r la distance|OP |. Le problème de Kepler est défini pour
tout r non nul par l’équation différentielle vectorielle :

r̈ = − µ
r3 r =

∂

∂r

(
µ

r

)
avec µ > 0 (3.4)

L’opérateur ∂∂r , représentant le gradient enP , est appliqué au potentiel de gravitation dû à la
masse réduite du pointO. Dans toute la suite, on noter = r u où u est unitaire ; l’expression
cinématique des vecteurs vitesse et accélération deP est alors :

ṙ = ṙ u + r u̇ et r̈ = r̈ u + 2ṙ u̇ + r ü (3.5a)

On utilisera aussi les propriétés suivantes :

u · u̇ = 0 et u · ü = −u̇2 (3.5b)

obtenues par dérivations successives deu · u = 1.

Le mouvement képlérien est la solution générale de l’équation(3.4). Elle dépend de 6
constantes arbitraires scalaires dont 5 sont fournies par des intégrales premières.
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11.1 Intégrales premières du mouvement képlérien

Tout d’abord, puisque le champ de gravitation dérive d’un potentiel, l’intégrale première de
l’énergie cinétique existe et introduit une constanteh :

ṙ ·
(
r̈ − ∂

∂r

(
µ

r

))
= 0 ⇒ d

dt

(
1

2
|ṙ |2 − µ

r

)
= 0

d’où
1

2
|ṙ |2 − µ

r
= h constante scalaire (3.6)

h représente ce qu’on peut appeler l’énergie totaledeP (par abus de langage puisque la masse
deP n’est pas en facteur du carré de sa vitesse). Sir peut devenir infini,2h représente aussi le
carré de la vitesse à l’infini, notée :V∞ =

√
2h.

L’équation(3.4) admet encore 2 intégrales premières vectorielles, qui permettent de définir
complètement la trajectoire deP :

• L’une exprime l’invariance du “moment cinétique” deP au pointO :

r ∧ r̈ = 0 ⇒ d

dt
(r ∧ ṙ) = 0

d’où : r ∧ ṙ = G vecteur constant (3.7)

dS P

O

dr

r

PosonsG = Gk oùG = |G | etk unitaire. On déduit de(3.7)qu’on a, à
tout instant :G ·u = 0 etG ·u̇ = 0. Donc, siG est non nul, le mouvement
s’effectue dans le plan orthogonal enO àG ; le mouvement suit en outre
la loi des aires: |r ∧ dr | = 2dS = Gdt, soit aussi :|r2u̇| = G. SiG est
nul, le mouvement plan est dégénéré en un mouvement rectiligne porté
par la direction commune et fixe der et de ṙ .

• L’autre découle de l’équation :

r̈ ∧G = − µ
r2 u ∧ (r ∧ ṙ)

soit :
d(ṙ ∧G)

dt
= −µ

r
u ∧ [u ∧ (ṙu + ru̇)] = µ u̇

d’où l’existence d’un vecteure constant (intégrale de Laplace) :

ṙ ∧G

µ
− u = e vecteur constant (3.8)

En supposant le vecteur G non nul et en définissant alors des coordonnées polaires (r,w) dans le plan du mouvement, déduire de l'équation vectorielle (3.4) les deux équations différentielles vérifiées par r et w. Exprimer alors la loi des aires en coordonnées polaires. 
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Ce vecteure n’est cependant pas tout-à-fait arbitraire car il doit manifestement vérifier :e ·G =
0, et donc, siG est non nul,e appartient au plan du mouvement. Si on fait tendreG vers zéro,
cette expression tend versu = −e ; doncu est fixe et le mouvement est rectiligne, porté par la
droite fixe de directionu = −e.

Bien sûr, il suffit de connaître la position et la vitesse deP à un instant quelconque pour en
déduire la valeur des constantesh, G et e.

11.2 Trajectoire du mouvement képlérien

En projetant(3.8)suru et sachant que(ṙ ∧G) ·r = (r ∧ ṙ) ·G = G2, on obtient une relation
entrer etu qui définit la trajectoire deP :

r (1 + e · u) =
G2

µ
(3.9)

Toutefois, siG = 0, cette relation est seulement une identité. Autrement,G étant constant,(3.9)
montre que sie est non nul, la distancer passe par un minimumq chaque fois que la direction
de u vient coïncider avec celle dee. Le vecteure est ainsi dirigé vers le point de distance
minimum, appelépéricentre.

Posons :e = e u0, oùu0 est le vecteur unitaire tel quee = |e| > 0, puis :v0 = k ∧ u0. En
désignant parw l’angle entreu0 et u, le pointP est alors repéré dans le planOu0v0 par les
coordonnées polaires(r, w), et sa trajectoire est donnée par :

r =
p

1 + e cosw avec p = G2/µ (3.10)

C’est l’équation polaire d’une conique defoyerO, d’excentricité e , deparamètre p et ayant
songrand axe(ou axe de symétrie) porté par l’axeOu0.

C’est une ellipse sie < 1 , une parabole sie = 1 et une hyperbole sie > 1 ; cependant, si
e = 0, l’ellipse est dégénérée en cercle et on peut dans ce cas choisiru0 comme vecteur unitaire
de n’importe quel diamètre de ce cercle. En Astronomie,w, l’angle polaire deP mesuré à partir
de la direction du péricentre, est appeléanomalie vraie. Le péricentre correspond alors àw = 0 ;
sa distance au foyer est :

rmin = q =
p

1 + e
(3.11)

Dans le cas elliptique, la distance passe par un maximum au point appeléapocentrecorres-
pondant àw = π ; elle vaut alorsrmax = p/(1− e). Si l’on note2a la distancermin + rmax entre
le péricentre et l’apocentre (tous deux sur le grand axe de l’ellipse), on obtient aussi :

p = a(1− e2) rmin = q = a(1− e) rmax = a(1 + e) (3.12)

Retrouver cette équation de la trajectoire en intégrant les équations différentielles en coordonnées polaires (r,w) trouvées dans l'exercice précédent. On pourra pour cela faire le changement de variables u = 1 / r et éliminer la variable t pour obtenir une équation différentielle entre u et w. 

Une des propriétés des coniques les définit comme étant l'ensemble des points P d'un plan dont le rapport des distances à un point fixe F et à une droite fixe (D) (tous deux dans ce plan) est constant. Ce rapport constant est l'excentricité e de la conique, (D) est sa directrice et F le ou l'un des foyers. Dans le repère Fxy d'origine F et dont l'axe Fx est orthogonal à (D), on définit les coordonnées polaires (r,w) de P et celles (p,90°) du point particulier Q de cette conique. Retrouver l'équation polaire des coniques(3.10) en explicitant cette propriété des coniques pour les points P et Q. 
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Hodographe du mouvement elliptique

V = G ∧ u
p V0 = G ∧ u0

p

a est appelédemi-grand axede l’ellipse. Le centreC de l’ellipse est à la distanceae du foyer
O dans la direction de l’apocentre ; le demi-petit axe de l’ellipse, orthogonal enC au grand axe
a pour longueur :

b = a
√

1− e2

Dans le cas hyperbolique, l’infini est atteint pourw = w∞ = arccos(−1/e). Les valeursw∞
et 2π − w∞ définissent les directions des deux asymptotes, symétriques par rapport au grand
axe et se coupant en un pointC centre de symétrie des deux branches de l’hyperbole.

2aq
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w
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r

O
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v0
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V

eV0

w

Q

O

u

u0

ṙ

Hodographe du mouvement hyperbolique

V = G ∧ u
p V0 = G ∧ u0

p

Bien sûr, comme le mouvement deP est nécessairement continu,P parcourt une seule branche
de l’hyperbole, celle qui “tourne” autour du foyerO ; l’autre branche correspond àr = r u
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avecr < 0 etw∞ < w < 2π − w∞ (si µ [et doncp] était négatif,P serait repoussé parO et
décrirait cette autre branche) ; cette branche contient notamment un “apocentre”, correspondant
àw = π (et r < 0), symétrique du péricentre par rapport àC, sur le grand axe de l’hyperbole
et à la distancep/(e − 1) du foyerO. En notant encore2a la distance entre le péricentre et cet
apocentre, on obtient, pour le mouvement hyperbolique :

p = a(e2 − 1) et rmin = q = a(e− 1) (3.13)

Le centreC est alors à la distanceae du foyerO dans la direction du péricentre et les asymptotes,
qui concourent enC en faisant l’anglearccos(−1/e) avec le grand axe, sont à la distance
b = a

√
e2 − 1 du foyerO.

Dans le cas parabolique, l’infini est atteint pourw = w∞ = π. Il n’y a pas d’apocentre à
distance finie et donc la distance2a du péricentre à l’apocentre est infinie. On a seulement ici
la relation :q = p/2

q

wr

O

P v0

u0

V
eV0

w
Q

O

u

u0

v0

ṙ

Hodographe du mouvement parabolique

11.3 Hodographe et relations entre les intégrales premières

En multipliant(3.8)vectoriellement à gauche parG , on peut exprimer le vecteur vitesse de
P (dans le cas oùG est non nul) ; on obtient :

p ṙ = G ∧ (u + e) (3.14)

Dans cette expression deṙ , la seule quantité variable est la direction du vecteuru. Ainsi,
l’ hodographedu mouvement (c’est-à-dire l’ensemble des pointsQ tels que, pourO fixé, on
ait OQ = ṙ ) est un cercle situé dans le plan du mouvement (orthogonal àG , voir figure 1
ou EllipsHodogr.html) , de rayon égal àG/p (égal aussi àµ/G), dont le centre, fixe, est placé
dans la direction du vecteurv0 (orthogonal àe) à la distanceeG/p de l’origineO. Notons que
O est à l’intérieur de l’hodographe si le mouvement estelliptique, sur l’hodographe s’il est
paraboliqueet extérieur à lui s’il esthyperbolique(voir aussiHyperbHodogr.html). Dans tous
les cas, lors du passage au péricentre (w = 0 ou u = u0), la vitesse passe par un maximum
égal à(1 + e)G/p ; la vitesse radiale est alors nulle et le vecteur vitesse est orthogonal au rayon

Etant donnés une conique, définie par son foyer F et sa directrice (D), et un point P sur cette conique, utiliser l'hodographe du mouvement képlérien pour proposer une méthode de construction "à la règle et au compas" de la tangente en P à cette conique. 
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vecteur. Dans le cas elliptique, l’hodographe est parcouru entièrement et la vitesse passe par un
minimum à l’apocentre, où elle vaut :(1− e)G/p. Dans le cas parabolique, la vitesse s’annulle
lorsqueu tend vers−e, c’est-à-dire lorsquer tend vers l’infini (w tendant alors versπ). Enfin,
dans le cas hyperbolique, les directions des tangentes à l’hodographe issues deO correspondent
aux asymptotes ; le pointQ parcourt seulement l’arc d’hodographe compris entre ces tangentes
et contenant le point où la vitesse est maximum.

En élevant au carré la relation(3.14), on obtient une expression du carré de la vitesse compa-
rable à celle que l’on peut tirer de l’intégrale de l’énergie(3.6); de cette comparaison, on déduit
que l’excentricité de la conique peut être calculée à partir deG, deh et deµ par la relation
suivante :

|e| = e =
√

1 + 2hG2/µ2 =
√

1 + 2hp/µ = 1 + 2hq/µ (3.15)

Cela montre que finalement, si l’on calcule d’abordh par l’intégrale de l’énergie, le vecteur
e de l’intégrale de Laplace, déjà contraint à être orthogonal àG , doit en plus avoir son modulee
fixé par les constantesG eth ; le seul arbitraire apporté par le vecteure = e u0 concerne alors la
direction deu0, c’est-à-dire la direction du péricentre dans le plan du mouvement. Inversement,
si l’on calcule d’abordG et e, on peut en déduire l’intégrale de l’énergie eth :

h = (e2 − 1)
µ2

2G2 = (e2 − 1)
µ

2p
(3.16)

Mais, tenant compte des expressions(3.12)et (3.13)dep, on obtient alors :

h = − µ
2a

dans le cas elliptique

h = 0 dans le cas parabolique

h =
µ
2a

dans le cas hyperbolique

(3.17)

Ainsi, c’est le signe deh qui caractérise aussi la nature de la conique : l’ellipse correspond à
h < 0, la parabole àh = 0 et l’hyperbole àh > 0. La valeur absolue deh caractérise le grand
axe de cette conique, c’est-à-dire sa taille (entre l’ellipse et l’hyperbole, la parabole peut être
considérée comme ayant un grand axe infini, ou comme une conique ayant son deuxième foyer
rejeté à l’infini). On verra en détails en§3-12.4commenta ou h caractérisent aussi l’énergie
d’une orbite.

Finalement, siG 6= 0, dans tous les cas il n’y a que 5 constantes arbitraires scalaires indé-
pendantes : 3 composantes pourG et 2 composantes poure dans le plan orbital (normal àG),
ou bien 3 composantes pourG , h et un angle donnant la direction du péricentre dans le plan
orbital, ou bien encore deux angles pour repérer dans l’espace la direction deG , un demi-grand
axe à la place deh, puis l’excentricité et un angle pour la direction du péricentre. Ces éléments
géométriques sont à la base de la définition deséléments d’orbiteque l’on verra après avoir
étudié le mouvementP sur cette orbite. SiG = 0, certaines propriétés du mouvement képlérien
rectiligne peuvent encore être déduites de celles obtenues pour le mouvement plan en faisant

Un point P est attiré selon la loi de Newton par un centre fixe O de constante mu. Sachant que dans un repère fixe d'origine O on a les conditions initiales OP=(1,1,1) et V(P)=(-1,1,0), déterminer la nature de l'orbite de P lorsque mu=1. En déduire les constantes de cette orbite (plan orbital, excentricité, paramètre, grand-axe ...). Mêmes questions pour mu=sqrt(3) et pour mu=2. 
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tendreG ou p vers zéro tout en maintenanth fixé : D’après(3.15), quel que soit le signe deh,
l’excentricité tend alors vers 1 : sih < 0, l’ellipse dégénère en un segment de droite de lon-
gueur2a = −µ/h, dont les extrémités sont les deux foyers de l’ellipse-limite infiniment aplatie
et réduite à son grand axe ; sih ≥ 0, l’hyperbole ou la parabole dégénèrent en une demi-droite
issue du foyerO ; dans tous les cas, le segment ou la demi-droite support du mouvement a pour
vecteur unitaireu0 = −u, et l’anomalie vraiew peut être considérée comme constante, égale à
π.

11.4 Le mouvement sur la trajectoire.

Pour obtenir la loi du mouvement sur la trajectoire, il existe de nombreuses méthodes qui
exploitent le plus souvent la loi des aires exprimée dans le plan du mouvement :r2dw

dt =

G =⇒ G(t − t0) =
∫ w
w0
r2dw, mais ceci suppose implicitement queG ne soit pas nul. Pour

traiter simultanément tous les types de mouvements, il faut repartir des équations initiales(3.4)
à (3.6)dont on tire :

r̈ · u = (r̈ u + 2ṙ u̇ + r ü) · u = r̈ − ru̇2 = − µ
r2

ṙ 2 = ṙ2 + r2u̇2 =
2µ

r
+ 2h

En éliminantu̇2 de ces deux expressions, on trouve l’équation :

r r̈ + ṙ2 =
µ

r
+ 2h (3.18)

Pour régulariser cette équation enr = 0, on opère le changement de variable :

dt = r dτ (3.19)

dont on tire les opérateurs de dérivation :

d

dτ
= r

d

dt
et

d2

dτ 2 = r2 d2

dt2
+ rṙ

d

dt
(3.20)

Appliquant ces opérateurs à la distancer, on obtient :

r′ =
dr

dτ
= rṙ et r′′ =

d2r

dτ 2 = r2r̈ + r ṙ2 (3.21)

De sorte que(3.18)se transforme en cette équation du second ordre régulière enr = 0, linéaire
et à coefficients constants :

r′′ − 2h r = µ (3.22)

Cette équation est valable pour tous les types de mouvement (plan ou rectiligne). Sa solution
générale dépend du signe deh, mais contient toujours 2 constantes arbitrairesα etβ :

1. pourh < 0 : r = − µ
2h + α sin

√
−2h τ + β cos

√
−2h τ
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2. pourh = 0 : r = µ
2 τ

2 + α τ + β

3. pourh > 0 : r = − µ
2h + α sinh

√
2h τ + β cosh

√
2h τ

En supposantτ = 0 à l’instanttp du passage au péricentre, on pourra ensuite intégrer(3.19)
en :

t− tp =
∫ τ

0
r dτ

et calculerα etβ en tenant compte de la valeur der et der′ à l’instanttp :

r(tp) = q =
p

1 + e
et r′(tp) = r ṙ(tp) = 0 (3.23)

On obtient :α = 0 etβ = q si h = 0, sinon :α = 0 etβ = q + µ
2h . Selon la nature de l’orbite,

on obtient alors les résultats suivants :

1. Pourh < 0, d’après(3.17), l’orbite est elliptique et l’on a :− µ
2h = a demi-grand axe de

l’ellipse etq = a(1−e) ; en posantE =
√
−2h τ , n =

√
−2h
a =

√
µ/a3 etM = n(t−tp),

on obtient :

r = a(1− e cosE) =
dt

dτ
= a

dM

dE
M = E − e sinE (équation de Kepler)

Ė =
na

r
et Ṁ = n

(3.24)

L’angleE est appeléanomalie excentrique, etM anomalie moyenne; la vitesse angulaire
n est appeléemoyen mouvement; n eta sont reliés par la3ieme loi de Kepler:

n2a3 = µ (3.25)

L’expression générale der donnée en(3.11)en fonction de l’anomalie vraiew devient ici :

r =
a(1− e2)

1 + e cosw
(3.26)

Ainsi, r est une fonction périodique dew, deE ou deM , de période2π. Les trois anoma-
liesw, E etM s’annullent en même temps, à l’instanttp du passage au péricentre ; elles

augmentent toutes trois de2π dans le tempsT = 2π
n qui est lapériodedu mouvement

elliptique. La3ieme loi de Keplers’exprime alors aussi :

a3

T 2 =
µ

4π2 (3.27)
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Vr etV⊥ désignant les vitesses radiales et orthoradiales, on a ensuite :

G = rV⊥ = r2dw

dt
=
√
µp = na2

√
1− e2 (3.28)

ṙ = Vr =
nae√
1− e2

sinw =
na2e

r
sinE (3.29)

X = r cosw = a(cosE − e)
Y = r sinw = a

√
1− e2 sinE

r Ẋ = −na2 sinE

r Ẏ = na2
√

1− e2 cosE

tan2 w

2
=

1 + e

1− e
tan2 E

2

(3.30)

X, Y etZ = 0 sont les coordonnées cartésiennes du pointP dans lerepère propreOu0v0k
du mouvement képlérien. Si le mouvement est rectiligne, seulu0 = −u est défini et l’on
peut prendrev0 et k quelconques orthogonaux àu0 ; avece = 1 etw = π, on a alors aussi
Y = Ẏ = 0. Ces équations sont donc valables dans tous les cas, que le mouvement el-
liptique soit plan ou rectiligne. On peut considérer qu’une ellipse peut être déduite de son
son cercle principal (de centreC et de rayona) par une affinité de rapportb/a =

√
1− e2

appliquée perpendiculairement au grand axe. Ainsi, le pointP est le transformé d’un point
P ′ de ce cercle par cette affinité (cf.figure 1). L’anomalie excentrique s’interprète alors
comme étant l’angle polaireE = (CO,CP ′) de ce pointP ′ vu du centre du cercle princi-
pal.E est ainsi une variable angulaire permettant toujours de situerP sur l’ellipse, quelle
soit plane ou rectiligne. Enfin,w, E etM se confondent lorsque l’ellipse est un cercle.
On pourra aussi voir avec l’applet Java contenue dans les fichiersMouvElliptKepler.html
ou mieuxMouvKeplEllipt.htmlcomment le mouvement képlérien elliptique dépend d’une
façon générale de ces 3 anomalies.

2. Pourh > 0, l’orbite est hyperbolique et l’on a :µ2h = a et q = a(e − 1) ; en posant, de

façon analogue au cas elliptique,E =
√

2h τ , n =

√
2h
a =

√
µ/a3 etM = n(t − tp), on

obtient :

r = a(e coshE − 1) =
dt

dτ
= a

dM

dE
M = e sinhE − E (équation de Kepler)

Ė =
na

r
et Ṁ = n

(3.31)

Une ellipse de centre C et d'axes 2a et 2b, peut aussi être considérée comme le transformé de son cercle principal (de même centre et de rayon a) par affinité orthogonale de rapport b/a (en coordonnées cartésiennes dans Cu_0v_0, le cercle x²+y²=a² devient l'ellipse x²/a²+y²/b²=1).Chaque point P de l'ellipse est ainsi le transformé du point P' du cercle principal, de coordonnées (a cos(E), a sin(E)). En appliquant cette affinité au vecteur CP', calculer la surface d'ellipse balayée par le rayon-vecteur FP à partir du péricentre. Montrer que la loi des aires conduit alors à l'équation de Kepler. 
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On a de nouveau la troisième loi de Kepler :n2a3 = µ, puis :

r =
a(e2 − 1)

1 + e cosw
(3.32)

w, E et M s’annullent en même temps, à l’instanttp du passage au péricentre, mais le
mouvement n’est pas périodique.Vr etV⊥ désignant toujours les vitesses radiales et ortho-
radiales, on a ensuite :

G = rV⊥ = r2dw

dt
=
√
µp = na2

√
e2 − 1 (3.33)

ṙ = Vr =
nae√
e2 − 1

sinw =
na2e

r
sinhE (3.34)

X = r cosw = a(e− coshE)

Y = r sinw = a
√
e2 − 1 sinhE

r Ẋ = −na2 sinhE

r Ẏ = na2
√
e2 − 1 coshE

tan2 w

2
=
e+ 1

e− 1
tanh2 E

2

(3.35)

Comme dans le cas elliptique,X, Y etZ = 0 sont les coordonnées cartésiennes du pointP
dans lerepère propreOu0v0k du mouvement képlérien, et ces équations sont aussi valables
dans tous les cas, que le mouvement hyperbolique soit plan ou rectiligne. On voit que l’or-
bite hyperbolique est ici la transformée par affinité orthogonale de rapportb/a =

√
e2 − 1,

de l’hyperbole équilatère d’équation paramétrique :x = ±a coshE et y = a sinhE dans
le repère décentréCu0v0k . (cf. figure 3) Voir aussi l’animationMouvKeplHyp.html

3. Pourh = 0, l’orbite est parabolique et l’on a directement :

r = q +
µ

2
τ 2 =

dt

dτ

t− tp = q τ +
µ

6
τ 3

(3.36)

puis :

G = rV⊥ =
√
µp (3.37)

r ṙ = r Vr = µ τ (3.38)
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X = r cosw =
1

2
(p− µ τ 2)

Y = r sinw =
√
µp τ

r Ẋ = −µ τ
r Ẏ =

√
µp

(3.39)

Si le mouvement est plan (p et q non nuls), en définissant de nouveau :M = n (t − tp)
mais avecn =

√
µ
p3 , on peut encore écrire :

r =
p

1 + cosw
=

1

2
(p+ µ τ 2) =⇒

√
µ

p
τ = tan

w

2

M =
1

2
tan

w

2
+

1

6
tan3 w

2
(équation de Barker)

(3.40)

puis :

X = r cosw = q (1− tan2 w

2
)

Y = r sinw = p tan
w

2

r Ẋ = −√µp tan
w

2
r Ẏ =

√
µp

(3.41)

Voir aussi l’animationMouvKeplPar.html

Remarque 1. Les formules donnant les coordonnéesX et Y deP dans le repère propre du
mouvement képlérien auraient pu aussi être obtenues de façon purement vectorielle en appli-
quant les opérateurs de dérivation(3.20)au vecteurr . En effet, on trouve alors :

r ′′ = r2 r̈ + rṙ ṙ = −µ u + rṙ ṙ

Or, en développantµ e = ṙ ∧ (r ∧ ṙ) − µ u et en tenant compte de l’intégrale de l’énergie,
on obtientµ e = 2h r + µ u − rṙ ṙ , de sorte quer satisfait finalement à l’équation vectorielle
suivante, linéaire et à coefficients constants :

r ′′ − 2h r = −µ e (3.42)

Les composantesX et Y de r s’en déduisent aisément en fonction deτ ou deE (suivant le
signe deh), en utilisant les conditions initiales :

r(tp) = q u0 et r ′(tp) = r ṙ(tp) = G ∧ u0

Remarque 2. La régularisation de l’équation(3.18)enr = 0 était nécessaire surtout pour le
cas oùr peut devenir nul, c’est-à-dire pour le mouvement képlérien rectiligne lorsque le point

Faire ce calcul des composantes X et Y à partir de l'équation vectorielle (3.42). 
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P “tombe” sur le foyerO. Son intérêt est particulièrement évident quand, en plus,h est nul,
puisque la solution régularisée, polynomiale enτ : r(τ) = 1

2
µτ 2 et t − tp = 1

6
µτ 3, équivaut à

la fonctionr(t) = [(9µ/2)(t− tp)2]
1/3 dont le graphe présente un point de rebroussement en

t = tp.

0
τ

tp

t

r(t)

r(τ)

(t− tp)(τ)

Cependant, la régularisation n’est pas seulement une méthode intéressante pour l’intégra-
tion analytique d’équations sujettes à des singularités ; c’est aussi une technique très efficace
pour intégrer numériquement de telles équations. Par exemple, pour intégrer numériquement en
fonction det les équations du mouvement képlérien dont l’une, de la formeṙ = f(r, w), est
singulière enr = 0, on calcule en principer(t+ h) connaissant au moinsr(t) [h est ici le “pas
d’intégration”]. La méthode élémentaire fondée sur le développement de Taylor der(t) consiste
à écrire par exemple :

r(t+ h) = r(t) + h f(r(t), w(t))

D’autres formules plus précises existent ; on pourra voir par exemple l’appletIntegrationNume-
rique.htmlillustrant la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 appliquée au mouvement képlérien.
Cependant, si les conditions initiales conduisent à un mouvement très excentrique, tel quer
devient très petit, il faut compenser les fortes variations def(r, w) au voisinage der = 0 par
des variations correspondantes du pash, de façon à ce queh f(r, w) reste toujours “assez pe-
tit”. L’utilisation d’une méthode d’intégration numérique “à pas constant” (telles les méthodes
d’Adams) ne peut alors convenir. Au contraire, si après avoir changé de variable indépendante,
on cherche à intégrer numériquement les équations régularisées :dr

dτ = r f(r, w) et dtdτ = r, on
peut utiliser une méthode à pas constant pour la variableτ car r f(r, w) reste maintenant fini
en r = 0. A un ∆τ constant correspond un∆t = r∆τ variable avecr. Une méthode à pas
constant appliquée aux équations enτ est ainsi équivalente à une méthode à pas variable qu’on
appliquerait aux équations ent ; la régularisation revient donc à faire une variation automatique
du pas ent. Cette façon de régulariser les équations est généralement encore applicable aux
mouvements képlériens perturbés.
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12 Eléments d’orbite

12.1 Définitions des éléments d’une orbite képlérienne

On a vu que tout mouvement képlérien d’un pointP est caractérisé par 6 constantes d’inté-
gration scalaires dont 5 définissent une conique dans l’espace par rapport à l’un de ses foyersO,
et dont la sixième initialise le mouvement sur cette orbite en donnant par exemple l’instanttp
de passage au péricentre (modulo la périodeT éventuellement). Ces 6 constantes sont, au sens
large, deséléments d’orbitedu mouvement képlérien. Un tel mouvement est en outre paramétré
par une septième constante,µ, qui caractérise le centre attractifO. On peut regrouper ces 7
constantes de plusieurs façons équivalentes :

(µ, G , e, tp) ou (µ, h, G , u0, tp) ou (µ, h, p, k , u0, tp)

où k etu0 sont les vecteurs unitaires deG et dee respectivement, avec la contrainteG · e = 0
(ou k · u0 = 0). Rappelons queu0 est le vecteur unitaire de l’axe de symétrie de la trajectoire
et du mouvement, et qu’il est dirigé vers le péricentre, tandis quek est normal au plan orbital,
orienté dans le sens du produit vectorielr ∧ ṙ . Si le mouvement est rectiligne,k ne peut plus
être défini à partir deG qui est nul ; on peut alors prendre pourk un vecteur unitaire quelconque
orthogonal à la direction fixeu0 = −u, et le mouvement rectiligne s’effectue alors aussi dans
le plan normal àk . Si le mouvement est circulaire, on ne peut plus définiru0 à partir dee qui
est nul ; on peut alors prendre pouru0 un vecteur unitaire quelconque fixe et orthogonal àk ,
c’est-à-dire suivant un diamètre quelconque de l’orbite circulaire.tp représente alors dans tous
les cas l’instant oùu = u0 (moduloT si le mouvement est périodique).

Le troisième regroupement :(µ, h, p, k , u0, tp) a l’avantage d’expliciter un repère ortho-
normé direct et fixeR lié à l’orbite :R = Ou0v0k , oùO est le foyer attractif et oùv0 représente
k ∧ u0. Le repèreR, respectant les axes ou plans de symétrie du mouvement, est lerepère natu-
rel ou repère proprede ce mouvement képlérien. On a ainsi une représentation intrinsèque car
on n’a pas eu besoin de définir comment le repèreR se situe par rapport au repère galiléen de
référence.

Il suffit en fait de trois éléments d’orbite pour représenter un mouvement képlérien dans son
repère propre : Pourµ fixé, les constantes scalairesh, p ettp caractérisent la forme de l’orbite, sa
dimension ou son énergie et le mouvement dansR. Cependant, sauf si l’orbite est parabolique,
on préfère souvent utiliser, à la place deh et p, l’ excentricitée et ledemi-grand axea qui s’en
déduisent par les formules(3.15)et (3.17). Ne faisant intervenir que des modules de vecteurs,
leur calcul à partir des vecteurs position et vitesse ne dépend pas du repère (fixe) dans lequel
sont exprimés ces vecteurs. A la place de l’instant de passage au péricentretp, on pourrait aussi
utiliser la valeurw0 ouM0 d’une des anomalies à un instant fixét0. A la place dea, on peut aussi
utiliser le moyen mouvementn =

√
µ/a3 ou éventuellement la périodeT ; bien sûr, les valeurs

dea etn dépendent du système d’unités adopté pour mesurer les longueurs et les temps ; elles
dépendent aussi de l’unité de masse carµ dépend de la constante de la gravitation universelleK
qui elle-même en dépend. On verra en§12.3comment les valeurs dea, n etµ d’un mouvement
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képlérien particulier peuvent servir à définir un système d’unités commodes pour les besoins de
l’Astronomie.

Les trois autres éléments d’orbite contenus dans la définition des vecteurs unitaires et or-
thogonauxk et u0 dépendent, comme ces vecteurs, du repère de référence galiléen dans lequel
sont exprimés les vecteurs position et vitesse du pointP . SoitR0 = Oi0j0k0 ce repère de réfé-
rence, utilisé avec des coordonnées sphériquesλ etφ appelées de manière génériquelongitude
et latitude. Il reste à représenterR dansR0. On utilise pour cela trois angles d’EulerΩ, i etω
ainsi définis : Le sens dek étant implicitement défini par le sens du vecteurr ∧ ṙ , le produit
vectorielk0 ∧ k définit un vecteur dirigé vers lenœud ascendantde l’orbite sur le planOi0j0,
c’est-à-dire vers le point oùP , en mouvement sur son orbite, traverse ce plan en passant d’une
latitude négative à une latitude positive. Ainsi, soitn le vecteur unitaire de la directionk0 ∧ k
du nœud ascendant.

– Ω est l’angle de rotation mesuré autour dek0 entre i0 et n
– i est l’angle de rotation mesuré autour den entre k0 et k
– ω est l’angle de rotation mesuré autour dek entre n et u0

Ω est la longitude du nœud ascendant, i l’ inclinaison de l’orbite sur le planOi0j0 et ω
l’ argument du péricentre. La latitudeφ0 et la longitudeλ0 de la direction du péricentre peuvent
s’en déduire par latrigonométrie sphérique:

sinφ0 = sin i sinω et tan(λ0 − Ω) = cos i tanω (3.43)

Le pointP étant repéré dans le planOu0v0 par l’anomalie vraiew, ses coordonnéesφ etλ dans
R0 s’en déduisent immédiatement :

sinφ = sin i sin(ω + w) et tan(λ− Ω) = cos i tan(ω + w) (3.44)

Dans le cas d’un mouvement rectiligne, celui-ci est porté par la demi-droite issue deO de
vecteur unitaireu = −u0, repérable dansR0 par les coordonnées sphériques constantesλ etφ
du pointP . SiOu0 n’est pas colinéaire àOk0, définissonsk comme vecteur unitaire dek0 ∧ u0 ;
le vecteurn = k0 ∧ k est alors suivant le nœud du demi-plan “vertical” normal àk et contenant
Ok0 et la demi-droiteOu support du mouvement ; les angles d’EulerΩ, i et ω définis comme
précédemment à partir dek et den, vérifient :Ω = λ, i = π/2 etω = φ + π. Avecw = π, les
formules(3.44)sont encore vraies. SiOu0 etOk0 sont colinéaires, tout plan vertical contient la
droite support du mouvement ; on peut prendreΩ = λ quelconque et, comme précédemment,

Démontrer les formules (3.43) et (3.44). 
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i = π/2 etω = φ+ π.

O

P

i

Ω

ω
i

ni0

j0

k0
k

u0

u

λ0

φ0

w

Remarque 1. Comme tous les repères utilisés sont directs, le choix du nœud ascendant comme
origine des angles dans le plan orbital entraîne que l’inclinaisoni est un angleinférieur à90◦ si
le mouvement deP estdirect (longitude croissante), etsupérieur à90◦ s’il est rétrograde.

Remarque 2. Les élémentsΩ, i et ω dépendent du choix deR0 : leur existence n’est pas
toujours assurée, car lorsquei vaut 0 ouπ, le nœud n’est plus défini et doncΩ etω sont indéter-
minés. De même, lorsque l’inclinaison est très petite,Ω etω sont mal déterminés. Pour éviter
ce problème, on utilise souvent l’angle$ toujours bien défini :

$ = Ω + ω longitude du péricentre dans l’orbite

De même sie est presque nul,u0 est mal défini, et donc les anglesω,$, ainsi que les anomalies
w, E etM sont mal déterminés ; pour éviter cela, on utilise les angles toujours bien définis :

` = $ + w longitude vraie deP dans l’orbite

E = $ + E longitude excentrique deP

L = $ +M longitude moyenne deP

(attention : les quantités$, `, E etL sont improprement dénommées “longitudes” car ce sont
des sommes d’angles non coplanaires).

A la place detp, instant de passage au péricentre lui aussi mal déterminé quande est petit,
on peut utiliser comme élément d’orbite la quantitéL0, valeur de la longitude moyenne à un
instant donnét0. On en déduitL à tout instant :L = L0 + n (t− t0)

Ainsi, si le mouvement est elliptique, on prend souvent les éléments d’orbite parmi les en-
sembles suivants :

(a, e, i, Ω, ω, tp) (3.45)
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(a, e, i, Ω, $, L0 à t = t0) (3.46)

Si e et i sont tous deux très petits,Ω, ω et $ sont mal déterminés. En fait, cette mauvaise
détermination est de la même nature que celle rencontrée dans des coordonnées polaires planes
(r, θ) où, lorsquer s’annule,θ est indéterminé, tandis que les coordonnées cartésiennes (x, y)
sont toujours bien définies, même en (0, 0). Pour lever les indéterminations dues à la nullité
éventuelle dei et dee, on utilise donc habituellement les coordonnées cartésiennes suivantes :

k = e cos$ h = e sin$

q = sin i/2 cos Ω p = sin i/2 sin Ω
(3.47)

Les éléments d’orbite adaptés aux faibles excentricités et inclinaisons sont ainsi :

(a, k, h, q, p, L0 à t = t0) (3.48)

Parfois k, h, q et p sont remplacés par les variables complexesz et ζ :

z = k +
√
−1 h = e exp

√
−1 $

ζ = q +
√
−1 p = sin

i

2
exp
√
−1 Ω

(3.49)

Remarque 3. En Astronomie, on trouve divers qualificatifs pour préciser le repère dans lequel
sont définis des éléments d’orbite. Ainsi, on parle d’éléments héliocentriquessi l’origine de
R0 est le centre du Soleil, d’éléments géocentriquesou d’éléments planétocentriquessi c’est le
centre de la Terre ou d’une planète, d’éléments barycentriquessi c’est le centre de masses d’un
ensemble de corps désignés.

Le choix de la base deR0 est aussi fonction des conditions d’observation des mouvements
que l’on désire représenter. Dans le cas de mouvements dans le système solaire, on choisit
souvent la base descoordonnées écliptiques, et pour des mouvements de satellite, la base des
coordonnées équatoriales. R0 pourra ainsi être par exemple un repère écliptique héliocentrique
ou bien écliptique barycentrique (origine au centre de masses du système solaire), ou un repère
équatorial géocentrique ou encore équatorial jovicentrique si l’origine est au centre de Jupiter,
etc· · · En fait, comme les plans de l’écliptique ou de l’équateur terrestre ne sont pas absolument
fixes (leur intersection, le pointγ, participe notamment à la “précession des équinoxes”), la base
écliptique ou équatoriale choisie est rendue fixe en prenant celle correspondant à une date fixée
(par exemple :repère géocentrique rapporté à l’écliptique et à l’équinoxe moyens pour J20002)

12.2 Eléments d’orbite canoniques du mouvement képlérien

Nous recherchons ici des jeux de variables canoniquement conjuguées qui soient des constantes
dans le mouvement képlérien. Partant de variables canoniques associées à un certain paramé-
trage du pointP , nous allons appliquer la méthode d’Hamilton-Jacobi pour passer de ces va-
riables à de nouvelles variables qui soient constantes. Nous en déduiront, pour le mouvement

2 Selon l’usage des astronomes, les dates sont souvent données dans la chronologie julienne, où les jours successifs sont simplement
numérotés consécutivement depuis un certain jour. Ainsi le jour julien numéro 2 451 545 débute le premier janvier 2000 à 12 heures et
correspond à la date J2000.
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elliptique, les éléments canoniques de Delaunay, puis ceux de Poincaré qui évitent certaines
singularités présentes dans les éléments de Delaunay.

12.2.1 Calcul de l’hamiltonien

Soit R0 = Oi0j0k0 le repère galiléen dans lequel le pointP est représenté par le vecteur
r = r u. On pourrait utiliser des coordonnées cartésiennes ou des coordonnées sphériques,
et définir les variables canoniques correspondantes à partir du Lagrangien. Au lieu de cela,
nous préférons utiliser ici un système de coordonnées particulier qui permettra de tenir compte
facilement de la propriété du mouvement képlérien d’être plan.

Considérons donc un plan(Π) dont les seules contraintes soient pour le moment de passer
parO et parP et de couper le plan de référenceOi0j0 ; on suppose aussi queP etO ne sont pas
confondus. Soientk un vecteur unitaire normal à(Π), γ = (k0, k) l’angle des deux plans etn
le vecteur unitaire de la directionk0 ∧ k . Notons que le plan(Π) n’est pas lié pour le moment
au vecteur vitesse deP . Le vecteuru peut alors être déduit dei0 par les trois rotations suivantes
correspondant à trois angles d’Euler : rotation d’angleϑ = (i0, n) autour dek0, rotation d’angle
γ = (k0, k) autour den et rotation d’angleψ = (n, u) autour dek . Soit enfinv = k ∧ u.

i0

j0

k0

ϑ

k

n

u

ṙ

PO ψ

(Π)

γ

γ

r

Nous repérons alors le pointP par les 4 coordonnéesr, ϑ, γ etψ qui sont supposées pouvoir
varier indépendamment l’une de l’autre : Bien sûr, pourP donné, si l’on choisit arbitrairement
2 des angles, le troisième dépend des 2 premiers, mais en faisant varier les trois angles indé-
pendamment, on peut bien décrire toute la sphère de rayonr (de façon non bijective). Dans ces
conditions, la vitesse deP s’écrit :

ṙ =
d(r u)

dt
= ṙu + r (Ω ∧ u) (3.50)

oùΩ est le vecteur rotation de la base(u, v , k) par rapport à la base(i0, j0, k0) :

Ω = ϑ̇ k0 + γ̇ n + ψ̇ k (3.51)
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On en déduit les composantes de la vitesse deP dans la base (u, v , k ) :

ṙ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ṙ

r (ψ̇ + ϑ̇ cos γ)

r (γ̇ sinψ − ϑ̇ sin γ cosψ)

(3.52)

puis le vecteur moment cinétique deP enO :

G = −r2 (γ̇ sinψ − ϑ̇ sin γ cosψ) v + r2 (ψ̇ + ϑ̇ cos γ) k (3.53)

et enfin l’énergie cinétique deP :

T =
1

2
[ṙ2 + r2 (ψ̇ + ϑ̇ cos γ)2 + r2 (γ̇ sinψ − ϑ̇ sin γ cosψ)2] (3.54)

Si maintenant on impose au plan(Π) de contenir à tout instant le vecteur vitesse deP ,
d’après(3.52), cela revient à établir cette relation de liaison entre les paramètres primitifs :

γ̇ sinψ − ϑ̇ sin γ cosψ = 0 (3.55)

En associant un multiplicateurλ à cette liaison, et en tenant compte de l’existence d’un Lagran-
gienL = T + µ

r , on obtient deséquations de Lagrange avec multiplicateur:

d

dt

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L
∂r

= 0

d

dt

(
∂L
∂ψ̇

)
− ∂L
∂ψ

= 0

d

dt

(
∂L
∂ϑ̇

)
− ∂L
∂ϑ

= −λ sin γ cosψ

d

dt

(
∂L
∂γ̇

)
− ∂L
∂γ

= λ sinψ

(3.56)

Désignons parR, Ψ ,Θ etΓ les moments conjugués respectifs der, ψ, ϑ etγ définis par :

R =
∂L
∂ṙ

= ṙ

Ψ =
∂L
∂ψ̇

= r2 (ψ̇ + ϑ̇ cos γ) = G · k

Θ =
∂L
∂ϑ̇

= r2 (ψ̇ + ϑ̇ cos γ) cos γ − r2 (γ̇ sinψ − ϑ̇ sin γ cosψ) sin γ cosψ = G · k0

Γ =
∂L
∂γ̇

= r2 (γ̇ sinψ − ϑ̇ sin γ cosψ) sinψ = G · n

(3.57)
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On remarque en passant que le moment conjugué de chaque angle est la composante du moment
cinétique suivant l’axe autour duquel “tourne” cet angle. En définissant l’hamiltonienH par la
relation :

H = Rṙ + Ψψ̇ +Θϑ̇+ Γ γ̇ − L (3.58)

et en exprimantH en fonction des variables et de leurs conjuguées, on trouve :

H(r, ψ, ϑ, γ, R, Ψ,Θ, Γ ) =
1

2

[
R2 +

Ψ 2

r2 +
Γ 2

r2 +
(Θ − Ψ cos γ)2

r2 sin2 γ

]
− µ

r
(3.59)

Enfin, après avoir différentié(3.58)et en tenant compte des équations de Lagrange(3.56)et de
la définition des moments conjugués, l’identification des coefficients de chaque élément diffé-
rentiel dans les deux membres dedH conduit aux équations d’Hamilton “avec multiplicateurs” :

dr
dt = ∂H

∂R
dR
dt = −∂H∂r

dψ
dt = ∂H

∂Ψ
dΨ
dt = −∂H∂ψ

dϑ
dt = ∂H

∂Θ
dΘ
dt = −∂H∂ϑ − λ sin γ cosψ

dγ
dt = ∂H

∂Γ
dΓ
dt = −∂H∂γ + λ sinψ

(3.60)

auxquelles il faut joindre la relation de liaison(3.55)qui montre, d’après(3.57), queΓ est nul,

ainsi quedγdt égal à∂H∂Γ = Γ
r2 ; si l’on veut que la liaison(3.55)soit vérifiée quel que soitψ,

alors il faut qu’à son tourdϑdt soit nul.γ etϑ sont donc constants et le plan(Π) est fixe. On tire
ensuite des équations d’Hamilton :

dϑ
dt = 0 = ∂H

∂Θ = Θ − Ψ cos γ
r2 sin2 γ

=⇒ Θ = Ψ cos γ (3.61)

puis
dΨ

dt
= −∂H

∂ψ
= 0 =⇒ Ψ constant, ainsi queΨ cos γ = Θ

On en déduit :dΘ/dt = 0 ; mais par ailleurs,(3.60)donne :Θ̇ = −λ sin γ cosψ et donc il faut
λ = 0 pour que la liaison soit réalisée quel que soitψ. On vérifie ensuite que l’équation d’Ha-
milton donnant dΓ/dt est aussi identiquement nulle. Le multiplicateur étant nul, l’équation
de liaison est réalisée de façon “naturelle”, sans faire intervenir de forces pour maintenir cette
liaison. On retrouve que le mouvement képlérien est plan.

Γ étant identiquement nul etγ pouvant être défini par le rapport constantΘ/Ψ = cos γ, on
peut enfin considérer que ces deux variables canoniquement conjuguées sont superflues ; alors,
l’hamiltonien se réduit à l’expression :

H(r, ψ, ϑ,R, Ψ,Θ) =
1

2

[
R2 +

Ψ 2

r2

]
− µ

r
(3.62)
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On retrouve l’hamiltonien du problème de Kepler plan obtenu dans l’exemple du paragraphe§2-
7.0en fonction de coordonnées polaires dans ce plan. Le calcul qu’on vient de faire montre que
dans le problème képlérien spatial, le plan fixe dans lequel s’effectue le mouvement est défini
par deux variables canoniques constantesϑ etΘ oùϑ est la longitude du nœud et où l’inclinaison
est donnée par le rapport constantcos γ = Θ/Ψ . Par ailleurs, on reconnaît maintenant que
Ψ = r2ψ̇ = G · k est le moduleG du moment cinétique défini en(3.7). Avec les notations
classiques des éléments d’orbite :Ω = ϑ, i = γ et G = Ψ , on a donc le jeu de variables
canoniques suivant pour le problème de Kepler :

(r, ψ, Ω, R, G, Θ) avec Θ = G cos i (3.63)

Avec l’hamiltonien(3.62), on écrirait bien sûr des équations canoniques d’Hamilton “sans
multiplicateur”. Ne dépendant pas explicitement du temps,H est constant et sa valeur représente
l’énergie totale du mouvement képlérien qu’on avait notéeh en(3.6).

Notons encore que l’hypothèseγ 6= 0 était indispensable pour assurer queΘ soit une
quantité distincte deΨ sinon, le problème aurait été dégénéré, passant d’un problème spatial à
un problème plan.

12.2.2 Application de la méthode d’Hamilton-Jacobi

Notre but est maintenant de trouver lafonction génératriceG2 d’un changement de variables
canoniques :

(r, ψ,Ω, R,G,Θ) −→ (x1, x2, x3, y1, y2, y3)

tel que le nouvel hamiltonienH ′ soit nul, les nouvelles variables étant alors toutes des constantes.
En fait, on a vu que pour un système conservatif (H constant), on peut, de manière équivalente,
faire en sorte queH ′ ait la même valeur queH en identifiantH ′ à l’un des moments,y1 par
exemple, lui-même égal à l’énergieh du système. Alors, avecH ′ = y1 = H = h, toutes les

variablesxi etyi sont constantes, saufx1 qui s’identifie au temps puisqu’alorsdx1
dt = ∂H ′

∂y1
= 1.

Dans ces conditions, la fonction génératriceG2 recherchée ne doit pas dépendre explicitement
du temps ;G2(r, ψ,Ω, y1, y2, y3) doit seulement vérifier :

dG2 = Rdr +Gdψ +ΘdΩ + x1dy1 + x2dy2 + x3dy3

=
∂G2

∂r
dr +

∂G2

∂ψ
dψ +

∂G2

∂Ω
dΩ +

∂G2

∂y1

dy1 +
∂G2

∂y2

dy2 +
∂G2

∂y3

dy3

(3.64)

etH ′ −H = 0, soit encore l’équation d’Hamilton-Jacobi:

y1 −
1

2

(∂G2

∂r

)2

+
1

r2

(
∂G2

∂ψ

)2
+

µ

r
= 0

Comme les variablesψ, Ω et Θ n’apparaissent pas explicitement dansH, leurs variables
conjuguées respectivesG, Θ et Ω sont des constantes du mouvement et on peut choisir une



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 64

fonction génératrice qui engendre une identité en ce qui concerne ces variables constantes.
Prenant ainsi :

G2 = ψy2 + Ωy3 + S(r,−,−, y1, y2,−) (3.65)

et tenant compte de(3.64), on déduit en effet :

x3 =
∂G2

∂y3

= Ω , Θ =
∂G2

∂Ω
= y3 et G =

∂G2

∂ψ
= y2 (3.66)

Désormais, le changement de variables peut ainsi être réduit à :

(r, ψ,Ω, R,G,Θ) −→ (x1, x2,Ω, h,G,Θ)

avec une fonction génératriceG2 = ψG + ΩΘ + S(r,−,−, h,G,−) où S est solution de
l’équation :

h− 1

2

(
∂S

∂r

)2

− G2

2r2 +
µ

r
= 0

On obtient ainsi :

S(r,−,−, h,G,−) = ε
∫ r

r0(h,G)

√
2h+

2µ

r
− G2

r2 dr (3.67)

où l’on a admis que la constante d’intégrationr0 est une fonction des 2 constantesh etG dont
doit dépendreS et oùε = ±1.

De (3.64)on déduit ensuite :

x1 =
∂G2

∂y1

=
∂S

∂h
= ε

∫ r

r0

dr√
2h+

2µ

r
− G2

r2

− ε ∂r0
∂h

√√√√2h+
2µ

r0
− G2

r2
0

= t− t0 puisque ẋ1 =
∂H ′

∂h
= 1

(3.68)

Dans ce cas,t0 est l’instant oùr vautr0, à condition toutefois quer0 soit l’une des racines

de l’équation :2h + 2µ
r −

G2

r2 = 0 (afin d’annuler le terme en∂r0∂h ). Alors, commedrdt =√
2h+ 2µ

r −
G2

r2 (puisqu’on a à la foisR = ṙ etR = ∂S
∂r ), r0 est aussi l’une des valeurs de

r où dr/dt s’annule.r passe alors par un extremum. Prenonsr0 correspondant au péricentre.
On a donct0 = tp instant de passage au péricentre, et la raciner0 est donnée par l’expression
suivante :

r0 =
G2/µ

1 +
√

1 + 2hG2/µ2
(3.69)
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On pourra comparer cetr0 avec l’expression(3.23)deq en tenant compte dep = G2/µ et de
l’expression de l’excentricitée donnée en(3.15). Ayant choisir0 de la sorte, on a ensuite :

x2 =
∂G2

∂G
= ψ − ε

∫ r

r0

Gdr

r2

√
2h+

2µ

r
− G2

r2

= ω constant puisque ẋ2 =
∂H ′

∂G
= 0

(3.70)

ω s’interprète donc comme la valeur deψ lors du passage au péricentre. En posantu = 1/r
l’équation(3.70)s’intègre ensuite pour donner :

u =
1 +

√
1 + 2hG2/µ2 cos(ψ − ω)

G2/µ
(3.71)

Cette expression est comparable à(3.10), et correspond à l’équation polaire d’une conique de
foyer O, d’excentricitée =

√
1 + 2hG2/µ2 et de paramètrep = G2/µ, située dans le plan

de variation deψ, c’est-à-dire dans le plan(Π). L’angle (ψ − ω) s’interprète comme étant
l’anomalie vraie. Finalement, le problème de Kepler admet donc le nouveau jeu de variables
canoniques suivant :

(t− tp, ω, Ω, h, G, Θ) (3.72)

dont les cinq dernières, étant des constantes, sont deséléments d’orbite canoniques; l’énergie
h est la variable canonique conjuguée du temps, le moment cinétiqueG est conjugué de l’ar-
gument du péricentreω et la composanteΘ du moment cinétique surOk0 est conjugué de la
longitude du nœudΩ ; l’hamiltonien dans ces variables vaut simplement :

H ′(t− tp, ω,Ω, h,G,H) = H ′(−,−,−, h,−,−) = h (3.73)

Il reste à terminer l’intégration de l’équation(3.68)pour exprimerr en fonction du temps.
Nous le ferons dans le cas du mouvement elliptique, en introduisant les éléments de Delaunay.

12.2.3 Passage aux éléments canoniques de Delaunay

Dans le cas du mouvement elliptique, posonsh = −µ/(2a) et utilisons la relationG =√
µa(1− e2) issue de l’expression de l’excentricité dans(3.71). Alors, le changement de va-

riable régularisant :r → E défini parr = a(1−e cosE), permet d’intégrer(3.68)en aboutissant
à l’équation de Kepler :

t− tp =
√
a3/µ (E − e sinE) (3.74)

Introduisant alors l’anomalie moyenneM =
√
µ/a3(t− tp), on peut faire en sorte queM soit

une des variables canoniques. Il suffit de définir une transformation canonique entre (t− tp, h)
et (M , L) qui ne change ni l’hamiltonien ni les autres variables, et pour cela il suffit d’avoir :

(t− tp)dh−MdL = 0

Intégrer l'équation (3.70) en posant u = 1 / r. 

Retrouver ce résultat par l'intégration de (3.68) en y remplaçant la variable r par la variable E. 
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c’est-à-dire :

(t− tp)
µ

2a2da−
√
µ

a3 (t− tp)dL = 0 soit
dL

da
=

1

2

√
µ

a

On en déduitL =
√
µa eth = − µ2

2L2 .

C’est ainsi que l’on aboutit auxéléments de Delaunay(l, g, ϑ, L, G, Θ) définis, avec les
notations de Poincaré, par :

l = M L =
√
µa

g = ω G = L
√

1− e2
ϑ = Ω Θ = G cos i

(3.75)

L’hamiltonien correspondant conserve sa valeur :

H1(l, g, ϑ, L, G, Θ) = H1(−,−,−, L,−,−) = − µ2

2L2 (3.76)

Les équations d’Hamilton s’en déduisent :

dl
dt =

∂H1

∂L
= µ2

L3
dL
dt = −∂H1

∂l
= 0

dg
dt =

∂H1

∂G
= 0 dG

dt = −∂H1

∂g
= 0

dϑ
dt =

∂H1

∂Θ
= 0 dΘ

dt = −∂H1

∂ϑ
= 0

(3.77)

Notons qu’il suffit de changer le signe de l’hamiltonien pour que chaque variable canonique ap-

paraisse comme permutée avec son conjugué. AvecH2 = −H1 = µ2

2L2 on obtient évidemment :

dL
dt =

∂H2

∂l
= 0 dl

dt = −∂H2

∂L
= µ2

L3

dG
dt =

∂H2

∂g
= 0 dg

dt = −∂H2

∂G
= 0

dΘ
dt =

∂H2

∂ϑ
= 0 dϑ

dt = −∂H2

∂Θ
= 0

(3.78)

C’est d’ailleurs sous cette dernière forme que sont souvent utilisées les variables de Delaunay
(L,G,Θ, l, g, ϑ), avec un hamiltonienchangé de signe:

H2(L, G, Θ, l, g, ϑ) = H2(L,−,−,−,−,−) =
µ2

2L2

où le rôle des variables et de leurs moments conjugués est inversé.



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 67

12.2.4 Passage aux éléments canoniques de Poincaré

Les variables de Delaunay ne sont pas les meilleures qui soient lorsque l’excentricité où l’in-
clinaison sont très petites car elles engendrent les mêmes singularités que les éléments d’orbite
définis en(3.45). Cela se manifeste ici sur les variablesL,G etΘ qui ne diffèrent alors l’une de
l’autre que par des quantités de l’ordre du carré de l’excentricité ou de l’inclinaison. Ces trois
variables deviennent identiques et donc indiscernables sie et i s’annulent ; dans le même temps
les anglesl, g et θ deviennent indéterminés.

Pour éviter ces singularités, Poincaré a introduit des variables canoniques non singulières
lorsque l’excentricité et l’inclinaison sont nulles. Ce sont les éléments suivants :

Λ = L λ = l + g + ϑ

ξ =
√

2(L−G) cos(g + ϑ) η = −
√

2(L−G) sin(g + ϑ)

p =
√

2(G−Θ) cosϑ q = −
√

2(G−Θ) sinϑ

(3.79)

(notons que, vue la signification des éléments de Delaunay,λ représente la longitude moyenne,
g + ϑ = $ est la longitude du péricentre dans l’orbite etϑ = Ω est la longitude du nœud
ascendant)

Ces éléments sont tout-à-fait analogues aux variables k, h, q et p déjà introduites en

(3.47). En effet
√

2(L−G) =
√

2L(1−
√

1− e2) est de l’ordre dee
√
L et

√
2(G−Θ) =√

2L
√

(1− e2)(1− cos i) est de l’ordre desin i
√
L.

Pour passer des éléments de Delaunay(L,G,Θ, l, g, ϑ) auxéléments de Poincaréon définit
d’abord d’autres variables canoniques :

x1 = L p1 = l + g + ϑ (= λ)

x2 = L−G p2 = −(g + ϑ) (= −$)

x3 = G−Θ p3 = −ϑ (= −Ω)

(3.80)

Cette transformation est canonique puisqu’elle vérifie la condition de canonicité :

ldL+ gdG+ ϑdΘ − p1dx1 − p2dx2 − p3dx3 = 0

Ensuite, il suffit de vérifier qu’une transformation du type :

(y, x) −→ (u, v) avec u =
√

2y cosx et v =
√

2y sin x (3.81)

est aussi canonique. En effet elle vérifievdu + ydx = dG2 avecG2(x, u) = 1
2
u2 tan x. Ces

deux transformations laissent l’hamiltonien inchangé, égal finalement à :

H3(Λ, ξ, p, λ, η, q) = H3(Λ,−,−,−,−,−) =
µ2

2Λ2 (3.82)
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12.3 Systèmes d’unités astronomiques

Le système d’unités international MKS n’est pas adapté aux mesures astronomiques : Dans
ce système, les distances ou les durées mesurées dans l’Univers sont données en mètres ou en
secondes avec une faible précision par des nombres très grands (qualifiés “d’astronomiques” !).
Cependant, on arrive depuis peu à obtenir, dans le système solaire, des mesures de distances
par radar exprimées en mètres avec une précision de l’ordre du kilomètre ou par laser (sur la
Lune) avec une précision de quelques centimètres. Ces mesures bénéficient de la très bonne
précision des mesures de temps. La situation est au contraire très mauvaise en ce qui concerne
la précision des mesures de masse des étoiles ou des planètes si l’on veut exprimer leurs masses
en kilogrammes ; on pourrait indirectement l’améliorer si la constante de la gravitation univer-
selle était mieux connue dans le système MKS. Les meilleures mesures deK donnent en effet
seulement 5 chiffres significatifs :K = 6, 6720 10−11 m3kg−1s−2.

En fait, l’observation de mouvements képlériens elliptiques dans l’Univers permet de relier
les 3 grandeurs Longueur - Masse - Temps, à condition de connaîtreK. Cela est notamment

évident dans la troisième loi de Kepler :a
3

T 2 = Km
4π2 , qui montre que des mesures de distance

et de temps associées à une valeur deK, permettent de déterminer la masse avec la même
précision que la moins précise de ces grandeurs. CommeK est mal connu dans le système
MKS comparativement aux distances et aux temps, on ne détermine bien que le produitKm ;
par exemple, l’observation des satellites de la Terre donne :KmT = 398 600, 64 109 m3s−2 où
mT est la masse de la Terre, mais niK nimT ne sont connus avec autant de chiffres significatifs.

En fait, la difficulté de mesurer la masse des astres en kilogrammes vient de la définition
même de l’unité de masse et de son caractère artificiel. Une unité “naturelle” de masse pourrait
être la masse d’un atome ou d’un neutron· · ·Mais une telle unité ne serait pas non plus adaptée
à l’Astronomie. L’Astrophysique nous apprend au contraire que le comportement physique de
chaque étoile est notamment fonction de sa masse totale, qui apparait ainsi comme grandeur
fondamentale. Il est donc intéressant d’adopter en Astronomie une unité de masse qui soit celle
d’un astre. C’est lamasse du Soleilqui a été choisie car c’est une référence particulièrement
bien observable et étudiée.

Dans ces conditions, avec cette unité de masse, pour le mouvement héliocentrique d’une
particule fictive de masse négligeable qui serait soumise à la seule attraction du Soleil, on aurait

la troisième loi de Kepler :a
3

T 2 = K
4π2 . Cette relation permettrait de déterminerK avec la même

précision que celle des mesures que l’on pourrait faire dea et deT dans le système solaire. En
fait, si les périodes planétaires sont depuis longtemps mesurables avec précision (par exemple
pour la Terre,T = 1 année sidérale =365, 256 363 05 j = 31 558 149, 768 s), les demi-grands
axes ne sont pas encore mesurables en mètres avec la même précision.

Aussi procède-t-on autrement : On dit quepar convention, la valeur deK est donnée par le
nombre

k =
√
K = 0, 017 202 098 950 000 appeléconstante de Gauss
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Ce nombre est donné dans un système d’unités où l’unité de masse est celle du Soleil (notée�),
l’unité de temps est le jour (de 86400 secondes), et l’unité de longueur est l’unité astronomique
(notée UA). Avec cette valeur conventionnelle de

√
K, l’unité astronomique de longueur est le

rayon de l’orbite circulaire qui serait décrite autour du Soleil par une planète sans masse et non
perturbée par d’autres planètes, avec la période égale à :

T0 =
2π√
K

= 365, 256 898 326 3 j

Cette valeur, voisine de la période de la Terre, signifie que l’unité astronomique de longueur
est voisine du demi-grand axe de l’orbite terrestre ; la différence avec la période sidérale donnée
prédédemment vient de ce que la Terre a une masse non nulle et qu’elle subit les perturbations
des autres planètes. En adoptant pour unité de temps l’année julienne(comprenant par définition
exactement365, 25 jours de 86400 secondes), on obtient encore :

K = 39, 476 926 421 373 (UA)3 �−1 (an)−2

Dans ce système d’unités,K est ainsi voisin de4π2.

A partir des constantes primaires :
– Vitesse de la lumière :c = 299 792 458 m s−1

– Temps de lumière pour l’unité de distance :τA = 499, 004 782 s
on déduit la valeur de l’unité astronomique en mètres : 1 UA= cτA = 1, 495 978 70 1011 m.
Avec la valeur deK donnée dans le système MKS, on obtient aussi la masse du Soleil en
kilogrammes :1� = 1, 9891 1030 kg.

On trouvera dans leTableau 1les valeurs admises actuellement pour les masses des planètes
rapportées à celle du Soleil, et dans leTableau 2, les masses de quelques satellites naturels
rapportées à la masse de leur planète. Dans le Tableau 1, la masse de chaque planète comprend
la masse totale de la planète et de son cortège (éventuel) de satellites.

Tableau 1. Inverse de lamasse des planètes, c’est-à-dire masse du Soleil évaluée en
masses de chaque planète.

planète �/m planète �/m
Mercure 6 023 600 Uranus 22 869
Vénus 408 523, 5 Neptune 19 314
Terre + Lune 328 900, 5 Pluton 130 000 000
Mars 3 098 710 Cérès 1 700 000 000
Jupiter 1 047, 355 Pallas 9 100 000 000
Saturne 3 498, 5 Vesta 8 300 000 000

Tableau 2. Inverse de lamasse des principaux satellites naturelsdu système solaire, c’est-
à-dire masse des planètes évaluée en masses de leurs satellites.
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planète satellite mplanète/msatellite

Terre Lune 81, 300

Jupiter Io 21 270
Europe 39 060
Ganymède 12 750
Callisto 17 800

Saturne Titan 4 225, 8

Neptune Triton 500

On constate que la masse du Soleil est vraiment prépondérante sur celle des planètes, tout
comme celle de chaque planète est prépondérante sur celles de ses satellites. Jupiter, la plus
massive des planètes, a une masse inférieure au millième de la masse solaire. La Lune est parmi
les satellites, celui qui a la masse la plus importante par rapport à la celle de sa planète (plus du
centième). La petitesse de ces masses relatives explique que les mouvements observés des pla-
nètes ou de leurs satellites soient assez voisins de mouvements képlériens héliocentriques pour
les planètes, et planétocentriques pour les satellites. Cela justifie qu’on cherche à représenter
leurs mouvements par des mouvements képlériens perturbés (cf. laPartie 5).

A titre indicatif, leTableau 3donne des éléments d’orbite héliocentrique des 9 planètes prin-
cipales du système solaire, en utilisant des éléments du type(3.46). Ces éléments sont donnés
avec une précision moyenne, valables sur une durée limitée à quelques dizaines d’années en
relation avec l’approximation purement képlérienne de leur mouvement. On donne en outre
la valeur du moyen mouvement sidéralN en secondes de degré par jour ; cette valeur n’est
pas redondante avec la valeur donnée du demi-grand axe, car elle diffère légèrement de la va-
leur n du moyen mouvement que l’on pourrait calculer à partir de la troisième loi de Kepler :
n2a3 = K(1 + m). Pour calculer une position des planètes à un instantt donné à partir des
éléments fournis par le Tableau 3, il convient de calculer la longitude moyenneL par la formule
L = N(t− t0) utilisantN à la place den.

Tableau 3. Eléments moyens des orbites héliocentriques des grosses planètes, rapportés à
l’écliptique et l’équinoxe moyens J2000, pour la datet0 = J2000.
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a (UA) e i Ω $ L0 N (′′j−1)

Mercure 0, 38710 0, 2056 7◦, 00 48◦, 33 77◦, 46 252◦, 25 14732, 42
Vénus 0, 72333 0, 0068 3◦, 39 76◦, 68 131◦, 56 181◦, 98 5767, 67
Terre 1, 00000 0, 0167 − − 102◦, 94 100◦, 47 3548, 19
Mars 1, 52368 0, 0934 1◦, 85 49◦, 56 336◦, 06 355◦, 43 1886, 52
Jupiter 5, 20260 0, 0485 1◦, 30 100◦, 46 14◦, 33 34◦, 35 299, 128
Saturne 9, 55491 0, 0555 2◦, 49 113◦, 66 93◦, 06 50◦, 08 120, 455
Uranus 19, 2184 0, 0463 0◦, 77 74◦, 01 173◦, 00 314◦, 05 42, 231
Neptune 30, 1104 0, 0090 1◦, 77 131◦, 78 48◦, 12 304◦, 39 21, 534
Pluton 39, 44 0, 2485 17◦, 13 110◦, 7 224◦, 6 237◦, 7 14, 3

Sauf pour Mercure et Pluton, toutes les orbites planétaires ont donc des inclinaisons et des
excentricités voisines de zéro. Il existe cependant de nombreuses autres petites planètes ou
astéroïdes (tels Cérès, Pallas et Vesta, mais plus de 7000 autres astéroïdes sont actuellement
répertoriés) dont les orbites sont en majorité situées entre celles de Mars et de Jupiter ; leurs
excentricités et leurs inclinaisons sont en général plus fortes que pour les grosses planètes.
Certaines ont même des excentricités supérieures à0, 6. D’autres petits corps traversent encore
le système solaire de manière épisodique sur des orbites paraboliques : Ce sont les comètes.
Certaines reviennent périodiquement après avoir été “capturées” par Jupiter à l’occasion d’un
passage à proximité de cette grosse planète ; le mécanisme d’une telle capture est analysé dans
le prochain paragraphe.

12.4 Energie d’une orbite et vitesses cosmiques

En mécanique spatiale, on étudie le mouvement orbital de corps artificiels qui peuvent être
des satellites d’une planète ou des sondes spatiales en transit dans le système solaire ; on peut
alors toujours considérer que leur masse est négligeable devant celle de cette planète ou devant
celle du Soleil. On peut même considérer qu’en première approximation, lorsqu’un tel corps
est dans le “voisinage” d’une planète de massem, il ne subit que l’attraction de celle-ci, assi-
milable à celle d’un point ou d’une sphère de même masse, et qu’en dehors de ce voisinage,
il ne subit que l’attraction du Soleil de masseM . Ce voisinage, presque sphérique, constitue
la sphère d’influencede la planète, dont la définition et le rayon seront précisés en§6-24.4à
propos du mouvement des N corps. Disons seulement ici que dans ce voisinage, l’influence de
la planète est “supérieure” à celle du Soleil. Dans le voisinage de la planète, le mouvement
du corps est donc représentable par un mouvement képlérien planétocentrique associé à une
constanteµ = Km, et à l’extérieur de ce voisinage, par un mouvement képlérien héliocentrique
de constanteµ = KM ; les planètes elles-mêmes peuvent être considérées comme ayant en pre-
mière approximation des mouvements képlériens héliocentriques de constanteµ = K(M+m).
Dans cette approximation, tous les mouvements du système solaire sont donc képlériens, chaque
corpsP étant attiré à chaque instant par un seul centreO de constanteµ.

Calculer le moyen mouvement n des planètes citées dans le tableau 3 et comparer ces valeurs aux moyens mouvements moyens N. Les différences proviennent des perturbations mutuelles des planètes qui seront étudiées dans la partie 6. 
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Dans le cas oùP décrit autour deO une orbite elliptique de demi-grand axea, avec2h =
−µ/a < 0, l’intégrale de l’énergie s’écrit encore :

|ṙ |2 =
2µ

r
− µ

a
(3.83)

Si l’orbite est circulaire de rayonr = a, on en déduit lavitesse circulaireà la distancer et pour
la constante d’attractionµ, notéeVc(r) :

Vc(r) =

√
µ

r
(3.84)

Notons qu’implicitement le vecteur vitesse est alors normal au rayon vecteur. Inversement, on
peut dire que si le pointP est lancé à la distancer du pointO avec une vitesse égale à la vitesse
circulaire à cette distance et dirigéeperpendiculairementàOP , l’orbite deP est nécessairement
circulaire.

α

r0

P

a

|ṙ0| =
√
µ/r0

ae

O

Plus généralement, si l’orbite a une excentricitée et
un demi-grand axea, aux points de l’ellipse oùr = a
(c’est-à-dire aux extrémités du petit axe) on a une vi-
tesse parallèle au grand axe et de module égal à

√
µ/a.

L’angleα entrer et ṙ en ce point est tel quecosα = e.
Donc, si on lance le pointP à une distancer0 du point
O avec une vitesse

√
µ/r0 égale à la vitesse circulaire

à cette distance mais inclinée d’un angleα sur OP ,
l’orbite deP est elliptique avece = cosα, a = r0 et
le grand axe de cette ellipse est parallèle à la vitesse
initiale. (3.84b)

Dans le cas d’une orbite parabolique (h = 0), on a seulement :

|ṙ |2 =
2µ

r
(3.85)

La vitesse correspondante est lavitesse paraboliqueà la distancer et pour la constanteµ ; notée
Vp(r), on a donc aussi :

Vp(r) =
√

2Vc(r) (3.86)

Il n’y a plus ici de contrainte sur la direction de la vitesse. Donc, si on lance le pointP à
une distancer0 du pointO avec une vitesse égale à la vitesse parabolique à cette distance,
l’orbite deP est parabolique, quelle que soit l’orientation de cette vitesse lors du lancement.
L’orbite parabolique éloigne le pointP du pointO jusqu’à l’infini. On dit queVp(r) est aussi
la vitesse de libérationà la distancer et pour la constanteµ. C’est la vitesse qu’il suffit juste
de donner au pointP pour l’éloigner à une distance infinie du pointO, et pour qu’il “y arrive”

Calculer la vitesse circulaire d'un satellite artificiel de la Terre pour une orbite située à 150 km d'altitude, et pour celle correspondant à un satellite géostationnaire tournant en 23h 56m 4,1s. (Pour la Terre, on a mu=398600 km³/s² et le rayon de la Terre vaut 6378 km). Dans le cas d'orbites coplanaires à l'équateur, calculer les incréments de vitesse minimaux à fournir pour passer de l'orbite basse (à 150 km) à l'orbite géostationnaire et la durée du passage sur cette orbite de transfert. 

Soit un corps sphérique de rayon R et de masse M. Calculer le rayon R de ce corps tel que la vitesse parabolique (ou vitesse de libération) à sa surface soit égale à la vitesse de la lumière. Ce rayon s'appelle "rayon de Schwarzschild", ou rayon du "trou noir" de masse M (avec mu=KM où K est la constante de la gravitation). Calculer le rayon de Schwarzschild du Soleil et celui de la Terre (réponses 3 km et 1 cm) et les densités moyennes des trous noirs correspondants. 
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avec une vitesse nulle. Ainsi, selon que la vitesse initiale donnée à la distancer est inférieure,
égale ou supérieure àVp(r), l’orbite est nécessairement elliptique, parabolique ou hyperbolique
respectivement. On pourra tester ces divers cas avec l’appletOrbiteParPoVo.html

Pour laplanète Terre, de rayonR ' 6378 km et de constanteµ = 398600 km3s−2, la vitesse
circulaire à la surface de la Terre (vitesse de satellisation) vaut7, 905 km.s−1 ; la vitesse de
libération correspondante (à la surface de la Terre) est

√
2 fois plus grande :11, 18 km.s−1. De

même, dans le système solaire où la constanteµ vaut environ39, 4769 UA3.an−2, la vitesse
circulaire en un point situé à 1 UA du Soleil est égale à6, 2831 UA.an−1 soit 29, 785 km.s−1 ;
la vitesse de libération du système solaire à 1 UA vaut alors42, 122 km.s−1.

Dans le cas d’une orbite hyperbolique (2h = µ/a = V 2
∞ > 0), on peut écrire :

|ṙ |2 =
2µ

r
+
µ

a
= V 2

p + V 2
∞ (3.87)

A l’infini, le vecteur vitesse est porté par l’une ou l’autre des asymptotes ; sur l’une, la vitesse
est dirigée vers le centreC de l’hyperbole, tandis que sur l’autre, elle éloigneP deC ; l’angleδ
entre les asymptotes orientées dans le sens du mouvement deP à l’infini, représente ladéviation
deP due à l’attraction deO par l’intermédiaire de la constante d’attractionµ. On a :

δ = π − 2(π − w∞) avec cosw∞ = −1/e =⇒ sin(δ/2) = 1/e

En utilisant les relations :q = a(e− 1), b = a
√
e2 − 1 eta = µ/V 2

∞, on obtient encore :

sin
δ

2
=

1

1 +
qV 2

∞
µ

(3.88)

et aussi :

sin2 δ

2
=

1

1 +
b2V 4

∞

µ2

(3.89)

La première relation permet de calculer la déviation obtenue pour une vitesse donnée à l’infini,
en fonction de la distanceq au péricentre ; la seconde donne cette déviation en fonction deb
qui représente la distance du foyerO à l’asymptote, c’est-à-dire aussi la distance au pointO à
laquelleP serait passé s’il n’avait pas été attiré par ce point.

Ces formules sont intéressantes pour évaluer par exemple la déviation subie par une sonde
spatiale ou par une comète lorsque celle-ci, se rapprochant d’une planète, traverse sa sphère
d’influence ; on peut alors considérer qu’en première approximation, dans ce voisinage, le mou-
vement d’une particule est uniquement dû à l’attraction de la planète (problème de deux corps).
Si S désigne la sonde ou la comète, etP la planète rencontrée, leurs vitesses héliocentriques
sont notées respectivementV (S/R�) et V (P/R�). La vitesse planétocentrique deS est no-
téeV (S/RP ), où RP est un repère d’origineP en translation par rapport àR�. La vitesse
planétocentrique deS à l’entrée de la sphère d’influence deP est :

V e(S/RP ) = V e(S/R�)− V e(P/R�) = V e
∞ (3.90)

En utilisant les constantes relatives à la Lune et aux planètes données dans la partie 4 (accessibles par l'index au mot Lune ou planète, ou en cliquant sur "planète Terre" ci-contre), calculer la vitesse circulaire de satellisation et la vitesse de libération à la surface de chacun de ces corps. 

Calculer la vitesse de libération de la Terre au niveau de l'orbite lunaire. On considèrera que la distance moyenne de la Terre à la Lune est de 380 000 km. Calculer la vitesse de libération à la surface de la Lune pour s'échapper du système Terre-Lune. On déterminera dans quelle disposition géométrique doivent être la Terre, la Lune et le point de lancement sur la Lune pour profiter au mieux des vitesses d'entraînement de ces corps (en supposant des orbites circulaires et en évaluant la "déviation" nécessaire pour que la vitesse à "l'infini de la Lune" ait la bonne direction et la bonne valeur pour s'échapper ensuite de la Terre) 
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Après avoir “contourné” la planète en passant à la distance minimaleq, le pointS sort de la
sphère d’influence avec une vitesse planétocentriqueV s

∞ déviée de l’angleδ (V e
∞ et V s

∞ ont
même module). La vitesse héliocentrique deS à cet instant est alors :

V s(S/R�) = V s(S/RP ) + V s(P/R�) = V s
∞ + V s(P/R�) (3.91)

δ

V e(P/R�)

V e(S/R�) V e(S/RP )
= V e

∞

V s(P/R�)

V s(S/R�) V s(S/RP ) = V s
∞

P

sphère d’influence

entrée

sortie

Si l’interaction deS avecP dure un temps négligeable, on pourra considérer que les vi-
tessesV e(P/R�) et V s(P/R�) sont égales. Selon le sens de la déviation subie parS dans
le repère planétocentrique, la nouvelle vitesse héliocentriqueV s(S/R�) peut être de module
supérieur ou inférieur à celui deV e(S/R�) ; il en résulte pourS un gain ou une perte d’énergie
(échangée avec la planète), et donc une orbite lui permettant de s’éloigner ou de se rappro-
cher davantage du Soleil. C’est ce mécanisme, appelétremplin gravitationnel, qui est utilisé par
les sondes spatiales pour atteindre par exemple Saturne grâce à un survol adéquat de Jupiter
(sondes Voyager 1 et 2), ou qui explique que de nombreuses comètes périodiques, initialement
sur des orbites héliocentriques paraboliques, aient été “capturées” par Jupiter lors d’un survol
de celui-ci, transformant la parabole initiale en ellipse.

12.5 Calcul des éléments d’orbite à partir de conditions initiales

Etant données la positionr et la vitessėr d’un pointP , mesurées à un instantt0 par leurs
composantes(x, y, z) et (ẋ, ẏ, ż) dans un repèreR0 = Oi0j0k0 d’origine O, on cherche les
éléments de l’orbite képlérienne deP correspondant à un problème képlérien de foyerO et de
constante d’attractionµ :

Fµ : (t0, x, y, z, ẋ, ẏ, ż) 7−→ (Ω, i, ω, h, p, tp) (3.92)

Le calcul de ces éléments, ou de ceux donnés en(3.45) à (3.49), peut être décrit par le
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formulaire suivant, qui utilise les notations introduites en§11. On calcule d’abord :

r = x i0 + y j0 + z k0 = r u ⇒
{
r = (x2 + y2 + z2)1/2 (supposé6= 0)
u = r/r

ṙ = ẋ i0 + ẏ j0 + ż k0 ⇒ r ṙ = r · ṙ
h = ṙ · ṙ/2− µ/r
G = r ∧ ṙ = G k ⇒

{
G = (G ·G)1/2

k = G/G (siG 6= 0)
e = ṙ ∧G/µ− u
p = G2/µ
e = (1 + 2hp/µ)1/2

q = p/(1 + e)

Si e est voisin de zéro, il vaudra mieux calculere par une autre formule pour éviter l’erreur de
cancellation dans la soustraction de deux nombres voisins de 1. On trouvera cette autre formule
en(3.97), dans le traitement du cas elliptique.

Si G est nul (mouvement rectiligne porté paru), on peut définirk comme étant un vecteur
unitaire orthogonal àu, par exemple :k = (u ∧ k0)/|u ∧ k0|, ou k = i0 si u et k0 sont co-
linéaires ; en procédant ainsi, on aura un formulaire unique, valable pour les mouvement plan
et rectiligne. L’inclinaisoni est le seul angle qui soit défini entre 0 etπ : les valeurs entre 0
et àπ/2 correspondent à un mouvement direct, et celles supérieures àπ/2 à un mouvement
rétrograde. Les autres angles sont tous définis entre 0 et2π et leur calcul est organisé de façon
à les déterminer par leur sinus et par leur cosinus. Dans le formulaire qui suit, nous avons ainsi
mis en évidence toutes les singularités occasionnées pari = 0 ouπ et pare = 0, en exprimant
par des composantes cartésiennes, toutes les quantités susceptibles d’être indéterminées.

Pour calculeri etΩ, on projettek etn sin i = k0 ∧ k sur les axes deR0 :

cos i = k · k0 ⇒ i

sin i cos Ω = (k0 ∧ k) · i0 = −k · j0
sin i sin Ω = (k0 ∧ k) · j0 = k · i0

}
⇒ Ω si i 6= 0 ou π (3.93)

Si i est voisin de zéro ou deπ, il vaut mieux cependant calculeri par son sinus et son cosinus,
avecsin i = [(k · i0)2 + (k · j0)2]1/2

Pour calculerω, on projettee surn et surk ∧ n :

e sin i cosω = (k0 ∧ k) · e = (k ∧ e) · k0

e sin i sinω = k ∧ (k0 ∧ k) · e = e · k0

}
⇒ ω si i 6= 0 ou π et e 6= 0 (3.94)

On peut aussi calculer directement(ω + w) en projetantu surn et surk ∧ n :

sin i cos(ω + w) = (k ∧ u) · k0

sin i sin(ω + w) = u · k0

}
⇒ ω + v si i 6= 0 ou π (3.95)

On a ensuite l’anomalie vraiew, puis la longitude du péricentre et la longitude vraie dans des
cas particuliers :

re cosw = r · e
re sinw = Gr ṙ/µ

}
⇒ w si e 6= 0
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e cos(Ω + ω) = e · i0
e sin(Ω + ω) = e · j0

}
⇒ Ω + ω si i = 0 et e 6= 0

cos(Ω + ω + w) = u · i0
sin(Ω + ω + w) = u · j0

}
⇒ Ω + ω + w si i = 0 et e = 0 (3.96)

Si i = 0 ouπ, on peut adopter par convention :Ω = 0 ou toute autre valeur.

Pour déterminertp, instant de passage au péricentre (mesuré par rapport àt0), ouL0, longitude
moyenne à l’instantt0, 3 cas sont à considérer :

1. h < 0 ⇒ a = −µ/2h et n =
√
µ/a3

e cosE = 1− r/a
e sinE = r ṙ/na2

}
⇒ E si e 6= 0

On peut aussi en déduiree avec précision, surtout sie est très petit :

e = [(1− r/a)2 + (rṙ)2/µa]1/2 (3.97)

On a ensuite l’anomalie moyenne à l’instantt0 :

M0 = n(t0 − tp) = E − e sinE ⇒ tp = t0 −M0/n

On en déduit encore la longitude moyenneL0 à cet instant :

L0 = Ω + ω +M0 (3.98)

ou la longitude moyenneL à tout autre instantt :

L = L0 + n(t− t0)

Si e est nul,tp n’est plus défini, maisω + w l’est encore ; les anomalies vraie et moyenne
étant alors égales, on peut calculerL0 = Ω + ω+w à partir de(3.93)et (3.95). Si i aussi
est nul (ou égal àπ), on a directementL0 = Ω + ω + w calculé par(3.96).

2. h = 0 ⇒ µτ 2 = 2r − p et τ = r ṙ/µ puis :

t0 − tp =
1

2
(p+

1

3
µτ 2)τ ⇒ tp

Si p 6= 0, avec n =
√
µ/p3, on a encoreM0 = n(t0 − tp), puisL0 par(3.98).

3. h > 0 ⇒ a = µ/2h et n =
√
µ/a3

e coshE = 1 + r/a
e sinhE = r ṙ/na2

}
⇒ expE puis E

On a ensuite :
M0 = n(t0 − tp) = e sinhE − E ⇒ tp

puisL0 par(3.98).

Programmer dans le langage de votre choix le calcul des éléments orbitaux d'une planète à partir de sa position et de sa vitesse initiales dans un repère héliocentrique. Déterminer par ailleurs la position héliocentrique d'une planète et sa vitesse à une date fixée dans l'écliptique et l'équinoxe moyens J2000 (en prenant les données dans les tables de la "Connaissance des Temps" ou sur le site du Bureau des Longitudes www.bdl.fr). En déduire les éléments d'orbite de cette planète et comparer aux valeurs données dans le Tableau 3. Les différences viennent des perturbations mutuelles des planètes qui seront vues au chapitre 6. 
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12.6 Calcul d’éphémerides à partir des éléments d’orbite

Inversement, étant donnés une constante d’attractionµ et les éléments orbitaux d’un point
P relatifs à un repèreR0, du type :(Ω, i, ω, h, p, tp), ou du type de ceux donnés en(3.45)à
(3.49), on peut calculer la position et la vitesse deP dans ce repère à tout instantt donné :

F−1
µ : (t, Ω, i, ω, h, p, tp ou L0 à t = t0) 7−→ ( x, y, z, ẋ, ẏ, ż) (3.99)

Avec les notations introduites en§11, on peut utiliser le formulaire suivant. On a d’abord
dans tous les cas :

e =
√

1 + 2hp/µ (3.100)

puis, pour déterminer la position(X, Y, 0) et la vitesse(Ẋ, Ẏ , 0) deP dans le repère propre
Ou0v0k , 3 cas sont à considérer :

1. h < 0 ⇒ a = −µ/2h et n =
√
µ/a3 puis M = n(t − tp) ou bien

M = L0 + n(t− t0)− Ω− ω puis :

M = E − e sinE ⇒ E (par inversion de l’équation de Kepler)

r = a (1− e cosE)

X = a (cosE − e) Y = a
√

1− e2 sinE

Ẋ = −(na2/r) sinE Ẏ = (na2/r)
√

1− e2 cosE

(3.101)

2. h = 0 ⇒ n =
√
µ/p3 si p 6= 0 puis M = n(t − tp) ou bien M =

L0 + n(t− t0)− Ω− ω et, en notantE = tan w2 :

M = E
2 + E3

6 ⇒ E (par inversion de l’équation de Barker)

r = p (1 + E2)/2

X = p (1− E2)/2 Y = pE

Ẋ = −√µpE/r Ẏ =
√
µp/r

(3.102)

Si p = 0, on a plus simplement :µτ 3/6 = t− tp ⇒ τ puis :

X = −µτ 2/2 Y = 0 Ẋ = −µτ/r Ẏ = 0

3. h > 0 ⇒ a = µ/2h et n =
√
µ/a3 puis M = n(t − tp) ou bien

M = L0 + n(t− t0)− Ω− ω et :

M = e sinhE − E ⇒ E (par inversion de l’équation de Kepler)

r = a (e coshE − 1)

X = a (e− coshE) Y = a
√
e2 − 1 sinhE

Ẋ = −(na2/r) sinhE Ẏ = (na2/r)
√
e2 − 1 coshE

(3.103)

Programmer le calcul de la position et de la vitesse d'une planète à une date donnée, à partir des éléments d'orbite de cette planète. On pourra vérifier le calcul en utilisant le programme construit précédemment pour déterminer les éléments d'orbite à partir de conditions initiales. 
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Notons que pour déterminerE, il faut dans tous les cas inverser l’équation de Kepler ou de
Barker. Lorsqu’on rechercheE numériquement, on utilise généralement laméthode de Newton
pour sa convergence quadratique : En mettant l’équation de Kepler ou de Barker sous la forme
f(E)−M = 0 , si f ′(E) 6= 0 , il suffit d’itérer la relation :

Ei+1 = Ei + ∆Ei avec ∆Ei = −f(Ei)−M
f ′(Ei)

(3.104)

On démarre généralement les itérations avecE0 = M . Dans le cas elliptique et si l’excentricité
e est assez petite, on peut aussi calculerE à partir du des premiers termes du développement
analytique de la solution de l’équation de Kepler(cf. §13) :

E = M +

(
e− e3

8

)
sinM +

e2

2
sin 2M +

3e3

8
sin 3M · · ·

Cette expression peut aussi servir à amorcer les itérations dans un calcul numérique deE par
la méthode de Newton.

Il reste finalement à appliquer les 3 rotationsΩ, i etω pour obtenir la position et la vitesse
deP dansRo : x ẋ

y ẏ
z ż

 = <3(−Ω)×<1(−i)×<3(−ω)×

X Ẋ
Y Ẏ
0 0

 (3.105)

où<1 et<3 désignent les matrices de rotation :

<1(θ) =

 1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 et <3(θ) =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1


Remarque.Si, à la place des coordonnées cartésiennes, on désire les coordonnées sphériques
deP (distancer, latitudeφ et longitudeλ), on peut déterminer d’abordE, puisr etw, et utiliser
les relations(3.44)qui donnent directementsinφ et tan(λ− Ω) en fonction dei et deω + w.

12.7 Calcul des éléments d’orbite à partir d’observations : Méthode de Laplace

Ce paragraphe concerne essentiellement des observations de planètes ou de comètes faites
depuis la Terre ; leurs mouvements sont alors supposés héliocentriques, celui de la Terre étant en
outre supposé connu. Ces observations donnent uniquement la direction de l’astre (mais pas sa
distance). Etant donné un certain nombre de telles observations le problème de la détermination
des orbites consiste à trouver une conique ayant un foyer au Soleil, telle qu’elle s’appuie sur
les directions géocentriques des observations et telle qu’elle soit décrite suivant la loi des aires
(en toute rigueur, les directions d’observation sont d’abord topocentriques, c’est-à-dire vues
d’un point de la surface de la Terre, mais, comme les corrections de parallaxe qui donneraient

Programmer dans le langage de votre choix l'inversion numérique de l'équation de Kepler par la méthode de Newton décrite ci-contre. Comparer le résultat à celui que fournit le développement analytique de E donné ci-dessous en fonction de e et M et limité au degré 3 en excentricité. Déterminer l'excentricité maximum pour laquelle ce développement donne un résultat juste avec 5 chiffres significatifs. 

Montrer que ce développement limité au degré 3 en e peut être obtenu par iterations successives à partir de E_0 = M puis avec E_{i+1} = M + e sin(E_{i}) . On supposera que l'excentricité est une quantité infiniment petite d'ordre 1 et on développera en puissances de x les fonctions sin(x) ou cos(x) lorsque x est petit. 
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des directions géocentriques ne peuvent être faites qu’en connaissant la distance de l’astre, on
néglige pour le moment ces corrections, ce qui revient à négliger les dimensions de la Terre
devant cette distance).

Appelonsρ(τ) le vecteurunitaire de la ligne de visée géocentrique de l’astre observé à
un instantτ . Sa direction peut être donnée par 2 coordonnées, généralement écliptiques ou
équatoriales. Chaque observation fournit donc 2 données indépendantes. Comme une orbite est
définie par 6 constantes, il suffit en principe de 3 observations indépendantes pour la déterminer.
Cependant, si l’astre observé a un mouvement coplanaire à celui de la Terre (donc situé dans
l’écliptique), il faut 4 observations car une orbite dans ce plan est définie par 4 constantes (par
exemple :a, e, ω, tp), et parce que chaque observation dans ce plan ne donne qu’une donnée à
savoir la longitude de l’astre. Ceci permet de prévoir qu’un mouvement voisin de l’écliptique
sera mal déterminé si l’on dispose de seulement 3 observations. D’une façon générale, il est
d’ailleurs souhaitable d’en avoir davantage afin d’atténuer statistiquement l’effet des inévitables
erreurs d’observation.

Il existe plusieurs méthodes de détermination d’orbite. Toutes cependant s’efforcent de don-
ner d’abord, par approximations successives, la distance de la Terre à l’astre observé aux instants
d’observation : Laméthode de Gausspour les orbites elliptiques (ou d’Olbers pour les orbites
paraboliques) part de la connaissance approchée que l’on peut avoir de la constante des aires
lorsqu’on dispose de 3 observations espacées de quelques semaines ; en revanche, laméthode
de Laplaceque nous allons voir, suppose qu’on ait au moins 3 observations{ρ(τi)}, assez rap-
prochées dans le temps pour pouvoir déterminer les vecteursρ0, ρ̇0 et ρ̈0 à un instant moyen
τ0 ; cette méthode se prète bien au calcul automatique et a l’avantage de convenir à tout type
d’orbite. Son principe est de fournir les vecteurs position et vitesse héliocentrique de l’astre à
l’instant τ0, à condition de connaı̂tre ρ0, ρ̇0 et ρ̈0 à cet instant ; il suffit ensuite d’appliquer le
formulaire décrit en§12.5pour obtenir les éléments de l’orbite.

Pour cela, notonsR le rayon vecteur géocentrique du Soleil ; on le connait à chaque instant
grâce aux éphémérides du Soleil publiées chaque année par exemple dans la Connaissance des
Temps. On peut donc aussi en déduire (numériquement) sa vitesseṘ à un instant quelconque.
Soientr et ṙ les vecteurs position et vitesse héliocentriques de l’astre, inconnus au départ et
que l’on cherche à déterminer pour l’instantτ0. Soit enfin∆ la distance geocentrique de l’astre
à cet instant, également inconnue. On a alors, à tout instant :

r = ∆ ρ− R (3.106)

d’où l’on tire par dérivation :
ṙ = ∆̇ ρ + ∆ ρ̇− Ṙ (3.107)

r̈ = ∆̈ ρ + 2∆̇ ρ̇ + ∆ ρ̈− R̈ (3.108)

Comme les mouvements héliocentriques de l’astre et de la Terre sont, en première approxima-
tion, des mouvements képlériens d’équation :

r̈ = −µ r

r3 et R̈ = −µ R

R3 (3.109)
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on tire de(3.108)et de(3.106)l’équation vectorielle suivante :

∆ ρ̈ + 2∆̇ ρ̇ + (∆̈ +
µ∆

r3 ) ρ =
(
µ

r3 −
µ

R3

)
R (3.110)

Sauf singularité, cette équation représente 3 équations scalaires dont on peut éliminer l’inconnue
∆̈ ; il reste :

(ρ ∧ ρ̇) · ρ̈ ∆ = R · (ρ ∧ ρ̇)
(
µ

r3 −
µ

R3

)
(3.111)

2 (ρ ∧ ρ̈) · ρ̇ ∆̇ = R · (ρ ∧ ρ̈)
(
µ

r3 −
µ

R3

)
(3.112)

De l’équation(3.106)on tire en outre cette relation entre les inconnuesr et∆ :

r2 = R2 + ∆2 − 2∆ ρ · R (3.113)

On utilise ces équations à l’instantτ0 : Si le produit mixte(ρ0, ρ̇0, ρ̈0) n’est pas nul (c’est-
à-dire vecteurs non coplanaires etρ̇0 6= 0 et ρ̈0 6= 0), (3.111)et (3.113)permettent de calculer
r et ∆ à cet instant ; en effet, en reportant dans(3.113)la valeur de∆ donnée par(3.111)en
fonction der, on obtient une équation algébrique de degré 8 enr ; seules les racines réelles
positives satisfont le problème. On pourrait montrer qu’avecR fixé à 1, il y a 3 racines réelles
positives (dont celler = R et ∆ = 0), une racine réelle négative, et les autres sont complexes.
L’ambiguïté entre les 2 racines positives possibles peut être levée par le signe deρ · R dans le
cas où ces 2 racines encadrent la raciner = R ; dans le cas contraire, il faut faire jouer des
critères de vraisemblance, ou utiliser des observations supplémentaires de façon à déterminerr
et ṙ à un autre instant.

Dès quer est ainsi déterminé, on peut calculer∆ et ∆̇ par (3.111)et (3.112), puisr et ṙ par
(3.106)et (3.107), et enfin les éléments d’orbite par le formulaire décrit en§12.5.

Si le produit mixte(ρ0, ρ̇0, ρ̈0) est nul, il faut supposer quëρ0˙ est connu et écrire l’équation
donnanẗṙ . On pourra alors trouver de la même façonr et∆ si le produit mixte(ρ0, ρ̇0, ρ̈0˙ ) est
non nul.

Remarque 1. Les valeurs der et deṙ que l’on détermine par la méthode précédente sont des
premières approximations des vecteurs position et vitesse héliocentriques de l’astre ; il faudrait
améliorer ces valeurs approchées en tenant compte notamment du fait que le mouvement réel
de la Terre ne suit pas l’équation simplifiéeR̈ = −µR/R3, mais subit l’influence des autres
planètes et surtout de la Lune : C’est en effet d’abord le barycentre du système Terre-Lune qui
suit sensiblement un mouvement képlérien autour du Soleil ; le mouvement de ce barycentre est
ensuite perturbé par les autres planètes. Dans la détermination deR, il faut donc tenir compte de
la position de l’observateur sur la Terre par rapport à ce barycentre en utilisant les éphémérides
de la Lune.

Remarque 2. Les lois de la mécanique newtonienne concernent les positions géométrique des
astres à un même instant ; or, les observations d’un astreP donnent la position deP à l’instant
où la lumière a été émise parP . Entre cet instant et l’instant de l’observation, il s’est écoulé

Programmer la méthode de Laplace exposée dans cette section. Appliquer à des positions géocentriques d'une planète que l'on prendra dans la "Connaissance des Temps" ou sur le site du Bureau des Longitudes. 
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un tempsδt = ∆/c où c est la vitesse de la lumière. Si l’on veut des positions géométriques
simultanées, il suffit donc d’antidater les position et vitesse du Soleil deδt. La valeur de∆
obtenue en première approximation permet de calculerδt et de reprendre ensuite le calcul der
et∆ en utilisantR et Ṙ antidatés deδt.

Remarque 3. Les calculs décrits précédemment supposent connusρ0 ρ̇0 et ρ̈0 (et parfoisρ̈0˙ ) à
un instantτ0 ; en réalité, on observe seulement des directionsρ(τi) à plusieurs instantsτi et l’on
doit procéder à une dérivation numérique de la fonctionρ(t). En écrivant le développement de
Taylor :

ρ(τi) = ρ0 + ρ̇0 (τi − τ0) +
1

2
ρ̈0 (τi − τ0)2 +

1

6
ρ̈0˙ (τi − τ0)3 + · · ·

On voit que 3 observations permettent de déterminer les 3 vecteursρ0, ρ1 et ρ2 dans l’équation
tronquée :

ρ(τi) = ρ0 + ρ1 (τi − τ0) +
1

2
ρ2 (τi − τ0)2

Ces vecteurs sont seulement des approximations deρ0 ρ̇0 et ρ̈0. Ces approximations seraient
meilleures si, avec davantage d’observations, on introduisait dans le calcul des dérivées supplé-
mentaires deρ. On peut cependant montrer que si l’on prend pourτ0 la moyenne arithmétique
des datesτi, l’erreur due à la troncature du développement de Taylor à un certain degré, est du
même ordre de grandeur que celle qu’on aurait avecτ0 quelconque et une troncature au degré
immédiatement supérieur.

Remarque 4. La méthode de Laplace exposée ici pour des observations de planètes, pourrait
être transposée au cas des satellites artificiels de la Terre : Il faut seulement remplacer le mou-
vement du Soleil (soitR) par la loi du mouvement de l’observateur entraîné par la rotation de
la Terre sur elle-même.

13 Développements en série du mouvement képlérien elliptique

Etant donné un pointP animé d’un mouvement képlérien elliptique autour d’un foyerO, on
cherche à représenter ses coordonnées dans le repère propreOu0v0 du plan de son mouvement,
sous forme de fonctions explicites du temps, du demi-grand axe et de l’excentricité. On rappelle
que ces coordonnées, cartésiennes ou polaires, sont déjà connues en fonction de l’anomalie vraie
w et de l’anomalie excentriqueE :

X = r cosw = a (cosE − e)
Y = r sinw = a

√
1− e2 sinE

r =
a(1− e2)

1 + e cosw
= a (1− e cosE)

w = 2 arctan

√1 + e

1− e
tan

E

2


(3.114)
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Pour exprimer ces quantités en fonction det, ou de manière équivalente en fonction de l’ano-
malie moyenneM = n(t− tp), il faut inverser l’équation de Kepler :

E − e sinE = M =⇒ E = f(e,M)

On se propose de construiref(e,M) puis les quantités(3.114)sous forme de développe-
ments en série des “variables”e etM . Pour cela, on utilise la propriété des quantitésX, Y , r,
E −M etw −M d’être des fonctions périodiques dew, deE ou deM , de période2π. Ces
quantités sont donc notamment développables enséries de FourierdeM ; on va montrer que ces
coefficients sont des fonctions de l’excentricitée, eux-même développables en séries entières de
e. Ensuite, sous certaines conditions, on peut changer l’ordre des termes dans ces séries en som-
mant d’abord sure, et obtenir ainsi des séries entières ene à coefficients périodiques. Chacune
de ces représentations a son intérêt. Voyons d’abord la représentation en séries de Fourier.

13.1 Séries de Fourier

Soit f(x) une fonction périodique de période2π, à variations bornées pour toutx ; on sup-
pose quef est intégrable ainsi que les produitsf(x) sinnx, f(x) cosnx ou f(x) exp inx pour
toutn (où i2 = −1). Alors, les séries :

S1 = a0 +
∞∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

S2 =
+∞∑

k=−∞
ck exp ikx

avec

a0 =
1

2π

∫ 2π

0
f(x) dx ak =

1

π

∫ 2π

0
f(x) cos kx dx

bk =
1

π

∫ 2π

0
f(x) sin kx dx ck =

1

2π

∫ 2π

0
f(x) exp−ikx dx (3.115)

convergent vers la valeur def(x) si f est continue enx, et sinon vers la valeur moyenne
(f(x+0) + f(x−0))/2. Si f est continue dans un intervalle, les séries précédentes convergent
uniformément versf(x) dans cet intervalle. On a en outre les propriétés utiles :

– Si f est impaire, on a :ak = 0 et bk = 2
π
∫ π
0 f(x) sin kx dx ∀k

– Si f est paire, on a : bk = 0 et ak = 2
π
∫ π
0 f(x) cos kx dx ∀k

13.2 Inversion de l’équation de Kepler

La dérivéedMdE = 1 − e cosE est une fonction paire et périodique deE, de période2π.
Comme les anomaliesw, E et M s’annulent en même temps (modulo2π) et ont la même
période,dM/dE est aussi une fonction paire dew ou deM , de période2π. Il en est de même
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de son inversedE/dM égal par ailleurs àa/r (cf. (3.24)). Si l’on développea/r en série de
Fourier deM , on en déduira, par intégration,E en fonction deM , c’est-à-dire qu’on aura
inversé l’équation de Kepler. On a :

a

r
=

1

2π

∫ 2π

0

a

r
dM +

∞∑
k=1

(
2

π

∫ π

0

a

r
cos kM dM

)
cos kM

Or, avec(a/r)dM = dE, le terme constant de ce développement vaut 1, et avecM = E −
e sinE, on obtient :

a

r
= 1 +

∞∑
k=1

(
2

π

∫ π

0
cos k(E − e sinE) dE

)
cos kM

Par ailleurs, lesfonctions de Besselde première espèce d’indicek, notéesJk(x), sont définies
par :

Jk(x) =
1

2π

∫ 2π

0
exp i(x sinu− ku) du (3.116a)

=
1

2π

∫ 2π

0
cos(ku− x sinu) du− i

2π

∫ 2π

0
sin(ku− x sinu) du

=
1

π

∫ π

0
cos(ku− x sinu) du (3.116b)

On obtient donc finalement :

a

r
= 1 +

∞∑
k=1

2 Jk(ke) cos kM (3.117)

puis par intégration dedE = (a/r)dM :

E = M +
∞∑

k=1

2

k
Jk(ke) sin kM (3.118)

On a aussi immédiatementsinE = (E −M)/e, soit :

sinE =
∞∑

k=1

2

ke
Jk(ke) sin kM (3.119)

Pour exprimercosE en fonction deM , il est utile de voir auparavant quelques unes des
propriétés des fonctions de Bessel de première espèce.

13.3 Fonctions de Bessel de 1ière espèce

L’expression(3.116a)qui définit les fonctions de Bessel, mise sous la forme

Jk(x) =
1

2π

∫ 2π

0
exp i(x sinu) exp(−iku) du
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est comparable à(3.115), montrant queJk(x) est le coefficient de Fourierck dans le développe-
ment en série de Fourier enu de la fonctionexp i(x sinu) :

exp i(x sinu) =
+∞∑

k=−∞
Jk(x) exp iku

En posantz = exp iu, on a aussi :i sinu = 1
2
(z − 1/z), puis :

exp
x

2
(z − 1/z) =

+∞∑
k=−∞

Jk(x) z
k (3.120)

Or, on a aussi :

exp
x

2
(z − 1/z) = exp

xz

2
× exp

−x
2z

=
∞∑

m=0

1

m!

(
xz

2

)m

×
∞∑

n=0

(−1)n

n!

(
x

2z

)n

En identifiant le coefficient dezk dans ces 2 expressions deexp x
2
(z − 1/z), on obtient :

Jk(x) =
∞∑

n=0

(−1)n 1

n!(n+ k)!

(
x

2

)k+2n

si k ≥ 0 (3.121)

et

J−h(x) =
∞∑

m=0

(−1)m+h 1

m!(m+ h)!

(
x

2

)h+2m

si k = −h ≤ 0

soit
J−h(x) = (−1)h Jh(x) (3.122)

On a en particulier :

J0(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

(
xn

n! 2n

)2

(3.123)

L’identification des coefficients dezk est légitime car les développements des deux exponen-
tielles étant absolument convergents, leur produit est une série double absolument convergente.
Le développement (3.121) deJk(x) converge donc pour toutx. On pourrait même montrer
qu’on a pour toutx :

|J0(x)|2 ≤ 1 et |Jk(x)|2 ≤
1

2
pour k 6= 0

De ces développements, on tire les propriétés suivantes :
– Pour toutk non nul, on a :Jk(0) = 0 ; pourk = 0, on a :J0(0) = 1

– Le terme de degré le plus bas deJk(x) vaut xk

2k k!
; les termes suivants ont des exposants

croissant de 2 en 2. Six est petit devant 1, on a ainsiJk(x) ≈ xk

2k k!

En supposant que x est une quantité petite, déterminer pour quelles valeurs de k les fonctions de Bessel J_k(x) admettent un développement limité contenant des termes de degré inférieur ou égal à 3. En déduire le développement limité au degré 3 en excentricité de l'expression (3.118). Comparer ce développement avec celui donné précédemment lors de l'inversion numérique de l'équation de Kepler (section 12.6). 
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– La parité deJk(x) en tant que fonction dex est la même que celle dek :

Jk(−x) = (−1)kJk(x) = J−k(x) (3.124)

– En dérivant(3.120)par rapport àz : x2

(
1 + 1

z2

) ∑
k Jk(x) z

k =
∑

k k Jk(x) z
k−1 et en

identifiant les termes enzk−1, on obtient une relation de récurrence entre 3 fonctions de
Bessel d’indices successifs :

k Jk(x) =
x

2
(Jk−1(x) + Jk+1(x)) (3.125)

– En dérivant(3.120)par rapport àx, on obtient de la même façon :

d

dx
Jk(x) =

1

2
(Jk−1(x)− Jk+1(x)) (3.126)

On a en particulier :ddx J0(x) = −J1(x)

En utilisant(3.125)et (3.126), on pourrait encore montrer queJk(x) vérifie l’équation dif-
férentielle :

d2

dx2Jk(x) +
1

x

d

dx
Jk(x) + (1− k2

x2 )Jk(x) = 0

13.4 Développements decosnE et sinnE en série de Fourier deM

On obtient ces développements simultanément en cherchant le développement en série de
Fourier de la fonction complexeexp inE :

exp inE =
+∞∑
−∞

c
(n)
k exp ikM avec c

(n)
k =

1

2π

∫ 2π

0
exp inE exp−ikM dM

AvecM = E − e sinE etdM = [1− 1
2
e(exp iE + exp−iE)] dE, on obtient :

c
(n)
k =

1

2π

∫ 2π

0
exp i[(n− k)E + ke sinE] (1− e

2
(exp iE + exp−iE)) dE

= Jk−n(ke)− e

2
(Jk−n−1(ke) + Jk−n+1(ke)) d’après(3.124)

Pourk = 0 on a :

c
(0)
0 = 1 ; c

(1)
0 = −e/2 ; c

(n)
0 = 0 pour

{
n 6= 0
n 6= 1

Pourk 6= 0 on a, d’après(3.125):

ke

2
(Jk−n−1(ke) + Jk−n+1(ke)) = (k − n) Jk−n(ke)
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d’où l’expression plus simple dec(n)
k :

c
(n)
k =

n

k
Jk−n(ke) pour k 6= 0

On en déduit aussi :c(−n)
−k = c

(n)
k

En décomposantexp inE en parties réelle et imaginaire, on a enfin, d’abord :

cosnE = c
(n)
0 +

+∞∑
k=−∞

k 6=0

n

k
Jk−n(ke) cos kM

soit :

cosnE =
{−e/2 si n = 1

0 sinon

}
+

+∞∑
k=1

n

k
(Jk−n(ke)− Jk+n(ke)) cos kM (3.127)

puis, de la même façon :

sinnE =
+∞∑
k=1

n

k
(Jk−n(ke) + Jk+n(ke)) sin kM (3.128)

Pourn = 1, ces expressions permettent de calculer les coordonnées du pointP en séries de
Fourier deM :

X

a
=
r

a
cosw = cosE − e = −3e

2
+

∞∑
k=1

1

k
(Jk−1(ke)− Jk+1(ke)) cos kM

soit, d’après(3.126):

r

a
cosw = −3e

2
+

∞∑
k=1

2

k

[
d

dx
Jk(x)

]
x=ke

cos kM (3.129)

Y

a
=
r

a
sinw =

√
1− e2 sinE =

∞∑
k=1

√
1− e2
k

(Jk−1(ke) + Jk+1(ke)) sin kM

soit, d’après(3.125):

r

a
sinw =

∞∑
k=1

2
√

1− e2
ke

Jk(ke) sin kM (3.130)

r

a
= 1− e cosE = 1 +

e2

2
−

∞∑
k=1

e

k
(Jk−1(ke)− Jk+1(ke)) cos kM (3.131)

Développer les expressions (3.129) et (3.130) au degré 2 en excentricité. 
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Cette dernière expression montre que la valeur moyenne der sur une période du mouvement
vauta(1 + e2/2) ; le demi-grand axe n’est donc pas la valeur moyenne de la distancer.

Pour obtenir enfin l’anomalie vraiew en fonction de l’anomalie moyenneM , il faut d’abord
exprimerw en fonction deE en résolvant l’équation

tan(w/2) =
√

(1 + e)/(1− e) tan(E/2)

puis utiliser les développements qui exprimentE, cosnE et sinnE en séries de Fourier deM .
En posantp =

√
(1 + e)/(1− e), cette équation s’écrit encore :

exp iw − 1

exp iw + 1
= p

exp iE − 1

exp iE + 1

soit, avecq = p− 1
p+ 1 = (1−

√
1− e2)/e :

exp iw =
(1− p) + (1 + p) exp iE

(1 + p) + (1− p) exp iE
= exp iE

1− q exp−iE
1− q exp iE

(3.132a)

On vérifie queq est inférieur à 1, tout commee, et que sie est petit devant 1,q est de l’ordre de
e/2. En passant aux logarithmes, on obtient :

iw = iE + ln(1− q exp−iE)− ln(1− q exp iE)

Or, pour|x| < 1, on aln(1 − x) = −
∫ dx

1− x = −∑∞
k=0

∫
xk dx = −∑∞

n=1
xn

n . On en déduit
le développement absolument convergent pourq < 1 :

iw = iE +
∞∑

n=1

qn

n
(exp inE − exp−inE)

soit :

w = E + 2
∞∑

n=1

qn

n
sinnE (3.132b)

De(3.118)et de(3.128), on déduit finalement le développement de l’équation du centrew−M :

w −M = 2
∞∑

k=1

Jk(ke)

k
sin kM + 2

∞∑
n=1

∞∑
k=1

qn

k
(Jk−n(ke) + Jk+n(ke)) sin kM (3.133)

Remarque 1. En permutantE etw et en changeantp en1/p, la méthode précédente donneE
en fonction dew ; la quantitéq est alors changée en−q :

E = w + 2
∞∑

n=1

(−q)n

n
sinnw

Développer les expressions (3.131) et (3.117) au degré 2 en excentricité. Vérifier que le produit de ces 2 développements vaut bien 1 à des quantités d'ordre 3 près. Imaginer à partir de là comment on pourrait construire de nouvelles relations de récurrence entre les fonctions de Bessel. 

Soit P un point en mouvement képlérien elliptique autour d'un foyer F, repéré par les coordonnées polaires (r,w) dans le repère propre Fu_0v_0. Soit Q le point mobile de coordonnées polaires (a,M) dans ce repère (a est le demi-grand axe de l'ellipse décrite par P et M son anomalie moyenne). Soit Qxy le repère tournant tel que le vecteur FQ = a x tourne d'un mouvement uniforme autour de F, l'angle qu'il fait avec la direction Fu_0 du péricentre étant égal à M. Développer l'équation du centre (3.133) au degré 1 en excentricité. En utilisant cette approximation et celle du même ordre pour le développement de r/a, montrer que le mouvement képlérien du point P dans le repère Qxy est une petite ellipse d'axes ae et 2ae. 
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Remarque 2. Les quantitésX/a, Y/a, r/a, w − E, w −M , étant des fonctions continues de
M , leurs développements en série de Fourier deM sont uniformément convergents pour tout
M . Les coefficients de ces séries de Fourier sont des fonctions de l’excentricité calculables à
partir des fonctions de Bessel. D’après(3.121), ces coefficients peuvent être calculés au moyen
de développements en série entière dee. Notons que d’un point de vue numérique, le calcul des
fonctions de Bessel par leur développement en série entière dee, n’est efficace que pour des
excentricités modestes : Sie est trop grand, la série étant alternée, la convergence est fort lente ;
il vaut mieux alors utiliser une représentation numérique des fonctions de Bessel issue du cal-
cul numérique direct de l’intégrale(3.116b). Si e est assez petit, la série(3.121)est rapidement
convergente et le nombre de termes utiles peut être relativement petit. Cependant, ce ne sont pas
forcément les premiers termes du développement de Fourier qui sont prépondérants ; l’identifi-
cation des termes importants de ces séries est facilitée par la considération de la propriété dite
“de d’Alembert” que vérifient ces séries.

13.5 La propriété de d’Alembert

D’après(3.121), Jk(x) est d’ordrek enx ; cela signifie que six est une quantité suffisamment
petite,Jk(x) est assimilable au terme de plus bas degré enx dans son développement en série
entière, c’est-à-dire au terme enxk ; plus précisément :

Jk(x) ≈
xk

2kk!
(1−O(x2)) pour k ≥ 0

Jk(x) ≈ (−1)|k|
x|k|

2|k||k|!
(1−O(x2)) pour k < 0

Dans toutes les séries de Fourier enM trouvées précédemment, on observe que le coefficient
de chaque terme ensin kM oucos kM (correspondant à l’ “harmonique”k) dépend d’une ou de
plusieurs fonctions de Bessel dont les indices sontk±n oùn est une constante. Ce coefficient est
donc au moins de degrép en excentricité, oùp = min(|k−n|, |k+n|). Lorsque l’excentricité est
faible, il est alors assez facile de reconnaître le terme prépondérant dans chacune de ces séries de
Fourier ; c’est en général celui dont le coefficient contient une fonctionJ0. Par exemple, dans le
développement decosnE, le terme prépondérant est celui encos kM aveck = n puisqu’alors,
dans son coefficient,Jk−n(ke) s’identifie àJ0(ne) ; ce terme est d’ordre 0 en excentricité. On
remarque aussi que les termes “voisins” de ce terme, c’est-à-dire les termes encos(n − 1)M
et encos(n + 1)M contiennent les fonctionsJ−1 etJ1 respectivement ; ils sont donc d’ordre 1
en excentricité. Plus généralement, les termes situés à la “distance”p de cosnM , c’est-à-dire
les termes encos(n− p)M etcos(n+ p)M , contiennentJ−p etJp respectivement, et sont donc
d’ordre p en excentricité. On a la même propriété avec les termes voisins desinnM dans le
développement de Fourier desinnE.

On dira qu’une série de Fourier vérifie lapropriété de d’Alembert de rangn, si le terme
prépondérant de cette série correspond à l’harmoniquen. Les développements decosnE et de
sinnE vérifient donc la propriété de d’Alembert de rangn.
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Ainsi, d’une façon générale, une série de Fourier vérifiant la propriété de d’Alembert de rang
n est de la forme suivante :

An(e,M) =
+∞∑

k=−∞
e|n−k| ak(e) exp ikM

oùak(e) est d’ordre 0 en excentricité. On pourra s’assurer que les développements en série de
Fourier der/a, dea/r, deE −M et dew −M vérifient la propriété de d’Alembert de rang
zéro, tandis que ceux dera cosw et dera sinw vérifient celle de rang 1.

Propriété : Si l’on fait le produit de deux séries de Fourier vérifiant,l’une, la propriété de
d’Alembert de rangn, et l’autre, celle de rangm, le résultat est une série de Fourier vérifiant la
propriété de d’Alembert de rang(n+m).

En effet, le produit de la sérieAn(e,M) ci-dessus par la série

Bm(e,M) =
+∞∑

j=−∞
e|m−j| bj(e) exp ijM

donne :
+∞∑

k=−∞

+∞∑
j=−∞

e|n−k|+|m−j| ak(e) bj(e) exp i(k + j)M

soit :
+∞∑

h=−∞

+∞∑
j=−∞

e|n+j−h|+|m−j| ah−j(e) bj(e) exp ihM

Comme on a|n + j − h| + |m − j| ≥ |n + j − h + m − j| = |n + m − h| ∀j on pourra
factorisere|n+m−h| dans le terme d’harmoniqueh, et donc la série de Fourier vérifie la propriété
de d’Alembert de rang(n+m).

Application : On aura besoin par la suite de calculer les développements de Fourier enM
des diverses puissances der/a, dea/r, de cosw ou desinw, et plus généralement, ceux de(
r
a

)n
exp imw où n etm sont des entiers relatifs. On peut donc déjà prévoir que les diverses

puissances der/a et dea/r vérifient la propriété de d’Alembert de rang zéro, tandis queexp iw
vérifie, commesinw etcosw, celle de rang 1 (en écrivantsinw = r

a sinw× a
r ) ; le développe-

ment de Fourier de
(
r
a

)n
exp imw vérifiera donc la propriété de d’Alembert de rangm.

13.6 Développement de
(
r
a

)n
exp imw en coefficients de Hansen

On pourrait calculer ce développement en multipliant entre elles les puissances convenables
des développements dea/r, der/a et de(r/a) exp iw. On peut aussi écrire ce développement
directement sous la forme :(

r

a

)n

exp imw =
+∞∑

k=−∞
Xn,m

k (e) exp ikM (3.134)

Vérifier que les développements limités construits dans les exercices précédents satisfont à la propriété de d'Alembert de rang adéquat. 
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Les fonctionsXn,m
k (e) sont lescoefficients de Hansen, fonctions de l’excentricité dont les prin-

cipales propriétés sont :
– Xn,m

k (e) = Xn,−m
−k (e) (il suffit d’exprimer le conjugué de

(
r
a

)n
exp−imw)

– Xn,m
k (e) = e|m−k|Y n,m

k (e2) où la fonctionY n,m
k (e2) est paire et d’ordre zéro en ex-

centricité. Ceci traduit simplement la propriété de d’Alembert de rangm et découle de la
forme du développement des fonctions de Bessel.

Voir aussi comment calculer cescoefficients de Hansen avec Maple

On calcule les coefficients de Hansen grâce au théorème de Fourier :

Xn,m
k (e) =

1

2π

∫ 2π

0

(
r

a

)n+1

exp imw exp−ikM a

r
dM

Or, avec :q = (1−
√

1− e2)/e, soit aussi :e = 2q/(1 + q2), on peut écrire :

exp iw = exp iE(1− q exp−iE)(1− q exp iE)−1 d’après(3.132a)
r

a
= 1− e cosE = 1− q

1 + q2 (exp iE + exp−iE) =
1

1 + q2 (1− q exp iE)(1− q exp−iE)

En utilisant encoreM = E − e sinE et (a/r)dM = dE, il résulte :

Xn,m
k (e) =

1

2π

∫ 2π

0

1

(1 + q2)n+1 (1− q exp−iE)n+m+1(1− q exp iE)n−m+1

× exp i[(m− k)E + ke sinE] dE

En développant chaque parenthèse par la formule du binôme, on trouve :

Xn,m
k (e) =

1

(1 + q2)n+1

∞∑
l=0

∞∑
h=0

(−q)l+hCn,m
l,h

1

2π

∫ 2π

0
exp i[(m− k − l + h)E + ke sinE] dE

avec :

Cn,m
l,h =

(
n+m+ 1

l

)(
n−m+ 1

h

)
où

(
n
k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

Si (n+m+ 1) est positif, la série enl est en fait un polynôme ; même chose pour la série enh
si (n−m+ 1) est positif. On trouve finalement, après avoir réordonné les termes de cette série
absolument convergente :

Xn,m
k (e) = (1 + q2)−n−1

∞∑
p=0

(−q)p
p∑

h=0

Cn,m
p−h,h Jk−m+p−2h(ke) (3.135)

On vérifie queXn,m
k (e) est du même ordre minimal que le terme de degré le plus bas :Jk−m,

c’est-à-dire de l’ordre dee|k−m|.
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13.7 Développements en série entière de l’excentricité

Les séries de Fourier trouvées précédemment ont toutes des coefficients qui s’expriment sous
forme de séries entières de l’excentricité. En permutant l’ordre des sommations et en réorgani-
sant l’ordre des termes de façon à regrouper les termes correspondant à une même puissance
de l’excentricité, on obtient une série entière dee, à coefficients périodiques (sous réserve de
la validité de ce réarrangement). La propriété de d’Alembert montre qu’on a alors, en facteur
de chaque puissance dee, un nombre fini de termes périodiques. Par exemple, en développant
les fonctions de Bessel dans l’expression(3.118)deE −M , on trouve le développement de
Fourier :

E −M =

(
e− e3

8
+

e5

192
+ · · ·

)
sinM

+

(
e2

2
− e4

6
+
e6

48
+ · · ·

)
sin 2M

+

(
3e3

8
− 28e5

128
+ · · ·

)
sin 3M + · · ·

ou lasérie entière dee :

E −M = e sinM +
e2

2
sin 2M +

e3

8
(− sinM + 3 sin 3M) + · · ·

Il importe de remarquer que la convergence uniforme des séries de Fourier pour toutM et
quel que soite < 1, n’entraîne pas la convergence pour toute des séries entières en excentricité
qui leur correspondent. En fait, cette convergence n’est assurée que si l’on a :e < 0, 6627434 · · ·
Pour le montrer, rappelons d’abord lethéorème de Lagrange:

Etant donnée une fonction complexeφ(z) de la variable complexez, on considère l’équation
suivante :z = a+ εφ(z) oùa etε sont également donnés. Siφ(z) est fonction analytique dez à
l’intérieur du contour(C) du plan complexe entourant le pointa et défini par :|εφ(z)| ≤ |z−a|,
alors l’équationz = a+ εφ(z) a une racine développable dans(C) en série entière deε :

z = a+
∞∑

n=1

εn

n!

[
dn−1

dzn−1 [φ(z)]n
]

z=a

(3.136)

En outre, toute fonctionf analytique dans(C) peut aussi être développée dans(C) en série
entière deε sous la forme :

f(z) = f(a) +
∞∑

n=1

εn

n!

[
dn−1

dzn−1

(
df

dz
[φ(z)]n

)]
z=a

(3.137)

Remarque 1.L’équation de Kepler :E = M+e sinE est de la forme indiquée dans le théorème
de Lagrange ; le contour(C) correspondant à cette équation —contour qu’il faut déterminer—
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définit le domaine de convergence du développement en série entière dee de toutes les fonctions
deE, par exemple :E −M , r/a, a/r, sinnE, cosnE, . . .

Remarque 2. Les formules(3.136)et (3.137)permettent de retrouver quelques développe-
ments classiques, par exemple :

– Si φ(z) ≡ z, le développement(3.136)donne le développement dez = a
1− ε .

– Si φ(z) ≡ 1, le développement(3.137)donne le développement def en série de Laurent
(ou celui de Taylor en variable réelle).

Remarque 3. Avec φ(z) ≡ 1 + z2, on peut poser l’équation :z = 0 + e
2(1 + z2), qui a

notamment comme solution :z = (1 −
√

1− e2)/e [notéeq dans les paragraphes précédents].
Le théorème de Lagrange permet alors d’obtenir le développement en série entière dee des
fonctionsf(z) = zn [présentes sous la forme deqn dans(3.133)et (3.135)]. On trouve :

qn = n
(
e

2

)n ∞∑
i=0

(
e

2

)2i (2i+ n− 1)!

i! (n+ i)! (3.138)

Pour appliquer le théorème de Lagrange à l’équation de Kepler, il faut donc rechercher le
contour défini par|e sinE| ≤ |E − M | pour e et M fixés, puis le contour “le plus grand”
convenant à toutes les valeurs deM dans l’intervalle réel[0, 2π].

SupposantE complexe etM réel, posonsE = M + ρ exp iθ où les réelsρ etθ (avecρ ≥ 0)
définissent un complexe quelconque ; on a alors|E −M | = ρ, et :

sinE = sin(M + ρ cos θ + iρ sin θ)

= sin(M + ρ cos θ) cosh(ρ sin θ) + i cos(M + ρ cos θ) sinh(ρ sin θ)

On en déduit :

| sinE|2 = sin2(M + ρ cos θ) cosh2(ρ sin θ) + cos2(M + ρ cos θ) sinh2(ρ sin θ)

= cosh2(ρ sin θ)− cos2(M + ρ cos θ)

Pour avoir|e sinE| = e| sinE| ≤ ρ, il suffit que l’on aite ≤ ρ
| sinE| . Le cas le plus défavorable

correspond au maximum de| sinE|, c’est-à-dire aux conditions :

|ρ sin θ| maximum et M + ρ cos θ = ±π
2

soit :
{
θ = ±π/2
M = ±π/2

On a alors :
| sinE|max = cosh ρ et ainsi, ∀M : e ≤ ρ

cosh ρ

On peut chercher à ce que ρcosh ρ soit le plus grand possible ; or cette fonction deρ passe

par un maximum pourρ = ρ0 racine de l’équationcosh ρ0 − ρ0 sinh ρ0 = 0, à savoir :
ρ0 = 1, 1996784 · · · On en déduit la plus grande valeur de l’excentricité :emax = ρ0

cosh ρ0
=

0, 66274341 · · ·

Utiliser le théorème de Lagrange pour obtenir le développement de q^n donné par la formule (3.138). 
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Ainsi, poure ≤ emax, on peut écrire :

E = M +
∞∑

n=1

en

n!

dn−1

dMn−1 (sinnM)

cos kE = cos kM +
∞∑

n=1

en

n!

dn−1

dMn−1 (−k sin kM sinnM)

sin kE = sin kM +
∞∑

n=1

en

n!

dn−1

dMn−1 (k cos kM sinnM)

Ces séries convergent pour toutM si e ≤ 0, 66274341 · · ·

13.8 Développements limités en excentricité

Si l’excentricité est assez petite, les développements en série entière précédents convergent
rapidement de sorte que, d’un point de vue pratique, ils peuvent être tronqués à un certain degré :
on ne conserve pour le calcul que les termes de degré inférieur à un degré maximumδ appelé
ordre dudéveloppement en excentricité. Cet ordre dépend bien sûr de la précision souhaitée
dans l’évaluation de la série. Par exemple, pour une excentricité de0, 1 , des développements
limités à l’ordre 6 permettent d’assurer une précision de10−6 environ, tandis que pour la même
précision, avec une excentricité de0, 2 , il faut pousser les développements à l’ordre 10 au
moins.

On donne ci-dessous les développements limités à l’ordre 5 des principales quantités repré-
sentatives des coordonnées du pointP , et réarrangées sous forme de développements trigono-
métriques : On pourra aussi voir comment réaliser cesdéveloppements avec Maple

a

r
=1 +

(
e− 1

8
e3 +

1

192
e5
)

cosM +
(
e2 − 1

3
e4
)

cos 2M+

+
(9

8
e3 − 81

128
e5
)

cos 3M +
4

3
e4 cos 4M +

625

384
e5 cos 5M +O(e6)

(3.139)

w = M +
(
2e− 1

4
e3 +

5

96
e5
)

sinM +
(5

4
e2 − 11

24
e4
)

sin 2M+

+
(13

12
e3 − 43

64
e5
)

sin 3M +
103

96
e4 sin 4M +

1097

960
e5 sin 5M +O(e6)

(3.140)

r

a
=1 +

1

2
e2 −

(
e− 3

8
e3 +

5

192
e5
)

cosM −
(1

2
e2 − 1

3
e4
)

cos 2M

−
(3

8
e3 − 45

128
e5
)

cos 3M − 1

3
e4 cos 4M − 125

384
e5 cos 5M +O(e6)

(3.141)
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r

a
cosw = −3

2
e+

(
1− 3

8
e2 +

5

192
e4
)

cosM+

+
(1

2
e− 1

3
e3 +

1

16
e5
)

cos 2M +
(3

8
e2 − 45

128
e4
)

cos 3M

+
(1

3
e3 − 2

5
e5
)

cos 4M +
125

384
e4 cos 5M +

27

80
e5 cos 6M +O(e6)

(3.142)

r

a
sinw = 0 +

(
1− 5

8
e2 − 11

192
e4
)

sinM+

+
(1

2
e− 5

12
e3 +

1

24
e5
)

sin 2M +
(3

8
e2 − 51

128
e4
)

sin 3M

+
(1

3
e3 − 13

30
e5
)

sin 4M +
125

384
e4 sin 5M +

27

80
e5 sin 6M +O(e6)

(3.143)

Remarque 1. Bien qu’ils apparaissent comme des débuts de séries de Fourier, les développe-
ments ci-dessus sont en fait des séries entières ene tronquées à l’ordre 5, lesquelles sont valables
seulement poure ≤ emax = 0, 66274341 · · · Ces développements limités ne doivent donc pas
être utilisés pour des excentricités supérieures à cette limite, et pratiquement, il vaut mieux ne
les utiliser que pour des excentricités voisines de zéro. Pour décrire des mouvements képlériens
voisins d’une excentricitée0 quelconque, il vaut mieux utiliser d’autres développements des
fonctions de Bessel, effectués au voisinage dee0 plutôt qu’au voisinage de zéro.

Remarque 2. Si un développement en série de Fourier vérifie la propriété de d’Alembert de
rang zéro, on peut exprimer le développement limité en excentricité qui lui correspond, au
voisinage de 0, sous la forme d’un polynôme en variables complexes. En posant en effet :

X = e exp iM et son conjugué X̄ = e exp−iM (3.144)

on a l’avantage d’utiliser des variables régulières de même nature que celles définies en(3.49),
et l’on peut écrire :

e cosM = 1
2
(X + X̄) , e2 cos 2M = 1

2
(X2 + X̄2) , . . .

ie sinM = 1
2
(X − X̄) , ie2 sin 2M = 1

2
(X2 − X̄2) , . . .

e2 = XX̄ , e4 = X2X̄2 , . . .

Par exemple, le développement limité(3.139)dea/r à l’ordre 5 devient alors le polynôme en
X et X̄ :

a

r
=1 + (X + X̄)

(1

2
− 1

16
XX̄ +

5

384
X2X̄2

)
+ (X2 + X̄2)

(1

2
− 1

6
XX̄

)
+

+ (X3 + X̄3)
( 9

16
− 81

256
XX̄

)
+

2

3
(X4 + X̄4) +

625

768
(X5 + X̄5) +O(e6)

(3.145)

L’intérêt d’une telle formulation vient de ce qu’il est toujours plus facile de manipuler des
polynômes que des développements trigonométriques ; ceci est encore plus vrai si l’on veut

Utiliser les propriétés des fonctions de Bessel et de leurs dérivées pour développer a/r au voisinage de e=e_0. Tester ce développement en comparant la valeur numérique qu'il donne pour plusieurs valeurs de e et M, à la valeur exacte qu'on peut calculer par ailleurs pour ces valeurs. Tester de même le développement (3.139). 
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construire ces développements sur ordinateur de manière automatique en utilisant un mani-
pulateur de formules. Ainsi, si l’on dispose de la seule expression dea/r donnée ci-dessus,
on peut reconstruire le développement limité à l’ordre 5 de n’importe laquelle des fonctions(
r
a

)n
exp im(w−M) (pourn etm quelconques), simplement en effectuant des produits et des

sommes de polynômes de degré 5, ce qui permet d’éviter le calcul des coefficients de Hansen
par la formule(3.135).

En effet, notonsa/r = 1 + R oùR est le polynôme des deux variablesX et X̄ réécrit de
façon à classer ses termes par degrés croissants :

R =
1

2
(X + X̄) +

1

2
(X2 + X̄2) +

1

16
(9X3 −X2X̄ −XX̄2 + 9 X̄3)+

+
1

6
(4X4 −X3X̄ −XX̄3 + 4 X̄4)+

+
1

768
(625X5 − 243X4X̄ + 2X3X̄2 + 2X2X̄3 − 243XX̄4 + 625 X̄5) +O(e6)

On peut en déduirer/a = 1/(1+R) = 1−R+R2−R3 +R4−R5 +O(e6) où chaqueRk est
calculé en ne conservant que les termes de degré global inférieur ou égal à 5. On peut ensuite
calculer n’importe quelle puissance positive de(a/r) ou de(r/a), toujours en limitant le degré
global à 5.

De même, de la loi des aires :r2 dw/dt = na2
√

1− e2 et dedM = n dt, on peut tirer :

dw/dM = (a/r)2
√

1−XX̄ = (1 + 2R +R2)(1− 1

2
XX̄ − 1

8
X2X̄2 +O(e6))

Une fois exprimée sous forme de polynôme, on peut ensuite intégrer cette expression par rapport
à M sachant que, pourj 6= k, on a :

∫
XjX̄k dM = −iXjX̄k/(j − k) (pour j = k on

a XjX̄k = (XX̄)j = e2j qui ne dépend pas deM , mais ces termes n’existent pas dans le
développement dedw/dM ). On obtient ainsi :

i(w −M) = X − X̄ +
1

8
(5X2 − 5 X̄2) +

1

24
(13X3 − 3X2X̄ + 3XX̄2 − 13 X̄3)

+
1

192
(103X4 − 44X3X̄ + 44XX̄3 − 103 X̄4)

+
1

1920
(1097X5 − 645X4X̄ + 50X3X̄2 − 50X2X̄3 + 645XX̄4 − 1097 X̄5) +O(e6)

Ensuite, pour calculerexp i(w−M) à l’ordre 5, il suffit de construire la somme des premières
puissances de ce polynôme suivant l’expression :

exp i(w −M) = 1 +
5∑

k=1

[i(w −M)]k

k!
+O(e6)

Pour obtenirexp im(w −M), il reste alors à élever ce polynôme à la puissance|m| puis d’en
prendre le conjugué sim est négatif. Ceci constitue une méthode efficace pour calculer le dé-
veloppement limité des coefficients de Hansen puisqu’on peut aussi écrire le développement

Calculer le développement de r/a par la méthode indiquée ci-contre. 

Calculer le développement de exp(i(w-M)) par la méthode indiquée ci-contre. 
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suivant, qui est une série de Fourier vérifiant la propriété de d’Alembert de rang zéro :(
r

a

)n

exp im(w −M) =
+∞∑

k=−∞
Xn,m

k (e) exp i(k −m)M

=
+∞∑

k=−∞
Y n,m

k (e2) e|k−m| exp i(k −m)M

=
∑
k≥m

Y n,m
k (XX̄)Xk−m +

∑
k<m

Y n,m
k (XX̄) X̄m−k

(3.146)

Ainsi, dans le développement polynomial enX etX̄ de
(
r
a

)n
exp im(w−M), la partieY n,m

k (e2)

de chaque coefficient de Hansen s’identifie avec le polynôme que l’on peut mettre en facteur de
Xk−m (ou deX̄m−k selon le signe dek −m).

13.9 Développements des coordonnées en fonction de la longitude moyenne

Jusqu’ici, les développements recherchés étaient ceux des coordonnées deP dans lerepère
propreOu0v0 du mouvement képlérien. Ces développements ont été exprimés en fonction des
3 élémentsa, e etM . On peut aussi avoir besoin d’exprimer, en fonction du temps, les coor-
données sphériques deP (latitudeφ et longitudeλ) dans le repère de référenceOi0j0k0 ; il faut
donc introduire les 3 autres éléments : la longitude du nœudΩ, l’inclinaison i et l’argument du
péricentreω.

Lors de la définition de ces éléments en§3-12.1, on a déjà vu les relations(3.44):

tan(λ− Ω) = cos i tan(ω + w) et sinφ = sin i sin(ω + w)

La première relation est de la formetan y = p tan x et, en§3-13.4, on a déjà développé la
raciney d’une telle équation en fonction dex dans le cas oùp est voisin de 1 ; par simple
transposition de l’expression(3.132b), on obtient :

λ− Ω = ω + w +
∞∑

k=1

1

k

(
cos i− 1

cos i+ 1

)k

sin 2k(ω + w)

Ce développement converge pour1− cos i
1 + cos i = tan2(i/2) < 1, soiti 6= π/2. On peut y introduire

la longitude moyenne :L = Ω + ω +M de la façon suivante :

λ = L+ (w −M) +
∞∑

k=1

(−1)k

k
tan2k(i/2) sin[2k(L− Ω) + 2k(w −M)]

où l’équation du centre(w −M) s’exprime comme on vient de le voir, en fonction dee et de
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M = L− Ω− ω = L−$. En transposant l’expression(3.133)de(w −M), on obtient :

λ = L+ 2
∞∑

k=1

1

k

(
Jk(ke) +

∞∑
n=1

qn(Jk−n(ke) + Jk+n(ke))
)

sin k(L−$)

+
∞∑

k=1

(−1)k 1

k

sin2k(i/2)

(1− sin2(i/2))k ×

( sin 2k(L− Ω) cos 2k(w −M) + cos 2k(L− Ω) sin 2k(w −M))

(3.147)

où qn peut être calculé par(3.138)et où les sinus et cosinus de2k(w − M) s’expriment en
fonction de coefficients de Hansen (voir par exemple(3.146)avecn = 0 etm = ±2k).

Cependant, si l’excentricité et l’inclinaison sont petites devant 1, il vaut mieux utiliser des
variables régulières ene = 0 et i = 0 et faire un développement en série entière dee et de
sin(i/2) au voisinage de ces valeurs. En posant, avecı2 = −1 :

X = e exp ı(L−$) [ ≡ e exp ıM ] X̄ = e exp−ı(L−$)

Y = sin(i/2) exp ı(L− Ω) Ȳ = sin(i/2) exp−ı(L− Ω)
(3.148)

on voit aisément que l’on peut obtenir(3.147)sous forme d’une série entière des 4 variables
complexesX, X̄, Y et Ȳ (on développe(1 − sin2(i/2))−k = (1 − Y Ȳ )−k par la formule du
binôme). Cette série est de degré pair par rapport à l’ensemble des variablesY et Ȳ . En la
tronquant aux termes de degrés utiles,λ − L devient un polynôme de ces 4 variables. En fait,
on peut construire ce polynôme par des manipulations de polynômes analogues à celles décrites
au paragraphe précédent. Au degré 3 en excentricité et inclinaison, on obtient :

ı (λ− L) =X − X̄ +
5

8
X2 − 5

8
X̄2 − 1

2
Y 2 +

1

2
Ȳ 2 +

13

24
X3 − 1

8
X2X̄

+
1

8
XX̄2 − 13

24
X̄3 + X̄Y 2 −XY 2 + X̄Ȳ 2 −XȲ 2 +O(4)

(3.149)

On peut aussi revenir à un développement de Fourier enL (tronqué au même degré ene et i) en
utilisant les relations :

X = z̄ exp ıL , X̄ = z exp−ıL , Y = ζ̄ exp ıL , Ȳ = ζ exp−ıL (3.150)

où z et ζ sont les éléments complexes définis en(3.49). On trouve :

ı (λ− L) = (z̄ − 1

8
zz̄2 + zζ̄2) exp ıL− (z − 1

8
z2z̄ + z̄ζ2) exp−ıL

+ (
5

8
z̄2 − 1

2
ζ̄2) exp 2ıL− (

5

8
z2 − 1

2
ζ2) exp−2ıL

+ (
13

24
z̄3 − z̄ζ̄2) exp 3ıL− (

13

24
z3 − zζ2) exp−3ıL

(3.151)

On procéderait de manière analogue pour obtenirsinφ, ou d’autres coordonnées telles que

Retrouver l'expression (3.149) à partir de (3.147) et des définitions de variables (3.148). 

Exprimer le développement de sin(phi) en variables complexes (3.148), limité au degré 3 en excentricité et inclinaison, puis en variables z, zeta et L comme en (3.151). 
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r
a cosλ et ra sinλ. On écrirait par exemple :

sinφ = sin i sin[(L− Ω) + (w −M)] = −ı sin(i/2)
√

1− sin2(i/2)×
( exp ı(L− Ω) exp ı(w −M)− exp−ı(L− Ω) exp−ı(w −M))

puis on pourrait développer en utilisant de nouveau les variables(3.148)et (3.150).

14 Annexe : formulaire de Brumberg pour les coefficients de Hansen

D’un point de vue pratique, il vaut mieux calculer les coefficients de HansenXn,m
k (e) définis

en (3.134) avec le formulaire suivant, dû à Brumberg, plutôt que par l’expression générale
donnée en(3.135). Ce formulaire utilise lafonction hypergéométrique de GaussF (a, b, c ;x) et
des polynômesP (n,m)

s (x).

Les fonctions hypergéométriques sont définies par :

F (a, b, c ;x) =
∞∑

k=0

(a)k(b)k

(c)k

xk

k!
(3.152)

dépendant descoefficients de Pochhammerdéfinis par :

(a)0 = 1 et (a)k = a(a+ 1) · · · (a+ k − 1) = (a+ k − 1)(a)k−1 (3.153)

On a en particulier :(1)k = k!
Si on a c − a − b > −1 , la série(3.152)converge pour|x| < 1 et sinon, on utilise cette
formule due à Euler qui met en évidence le pôle de la fonction hypergéométrique :

F (a, b, c ;x) = (1− x)c−a−bF (c− a, c− b, c ;x) (3.154)

Pours entier positif ou nul, les polynômesP (n,m)
s (x) sont définis par :

P (n,m)
s (x) =

r∗∑
r=0

(−n+m− 1)r

(1)r

xs−r

(1)s−r

(3.155)

où la borne supérieurer∗ est donnée par :

r∗ =
{

min{s, n−m+ 1} si n−m+ 1 ≥ 0
s si n−m+ 1 < 0

Alors, suivant les valeurs dek et en posant toujours :q = e
1 +
√

1− e2
, les coefficients de

Hansen se calculent ainsi :

• Pourk = 0 , on distingue deux cas :
- si n ≥ −1 , on a :

Xn,m
0 (e) = (−1)|m|

(n+ 2)|m|
(1)|m|

q|m| (1 + q2)−n−1 F (−n− 1,−n+ |m| − 1, 1 + |m| ; q2)

(3.156)
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- si n < −1 , on a :

Xn,m
0 (e) = (−1)|m|

(n+ 2)|m|
(1)|m|

(
e

2

)|m|
(1− e2)n+3/2×

× F (
n+ |m|+ 2

2
,
n+ |m|+ 3

2
, 1 + |m|; e2)

(3.157)

• Pourk 6= 0 , en posantν = k
1 + q2 , on a :

Xn,m
k (e) = q|m−k| (1 + q2)−n−1

+∞∑
s=0

P
(n,m)
s+max{0,k−m}(ν) P

(n,−m)
s+max{0,m−k}(−ν) q

2s
(3.158)
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Quatrième partie

Les interactions dans l’environnement spatial

La gravitation universelle est depuis longtemps considérée comme la cause essentielle des
mouvements observés dans le système solaire. Il convient toutefois d’étendre la loi de New-
ton au cas de masses quelconques et non ponctuelles. Par ailleurs, l’observation très précise du
mouvement des satellites artificiels a permis de mettre en évidence d’autres forces, souvent très
faibles mais particulièrement sensibles sur ces objets de faible masse : Ce sont principalement
les forces dues au frottement atmosphérique, actives dans le voisinage immédiat des planètes
pourvues d’une atmosphère, et les forces dues à la pression de radiation, actives sur les sa-
tellites ou sur les poussières interplanétaires dans toutes les régions de l’espace où ces objets
sont éclairés par le Soleil ou par une planète. C’est après avoir modélisé ces quelques forces
que l’on pourra comparer leur importance sur le mouvement d’un satellite artificiel. Signalons
encore que des forces supplémentaires, d’origine complexe et non gravitationnelle, doivent en-
core être invoquées pour rendre compte de la dérive du mouvement de certaines comètes ; disons
simplement qu’elles sont dues à des altérations de la composition physico-chimique du noyau
de ces comètes, celui-ci émettant de la matière par dégazage lorsque la comète se réchauffe en
se rapprochant du Soleil.

15 La gravitation : champs et potentiels newtoniens

15.1 Cas d’une ou plusieurs masses ponctuelles isolées

On sait qu’une masse ponctuellem située en un pointO, engendre dans tout l’espace un
champ de gravitationqui vaut en un pointP :

G(P ) = − Km

|OP |2
u = −Km

r2 u (4.1)

avecOP = r u et |u| = 1. Pour mesurer ce champ, il suffit d’observer la force de Newton
m′G(P ) que subit une particule de massem′ lorsqu’on la place enP . Le champ engendré par
plusieurs masses ponctuelles est la somme vectorielle des champs engendrés par chacune. On
va montrer que ce champ vérifie 2 propriétés fondamentales : D’abord, il dérive d’un potentiel,
ensuite il est à flux conservatif partout sauf aux points où sont placées les masses.

15.1.1 Potentiel de gravitation

Soitg(P ) un champ vectoriel continu et dérivable des points de l’espace. On dit qu’il dérive
d’un potentiel si et seulement si il existe une fonction scalaireU(P ), continue et dérivable, telle
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que sa différentielle totaledU évaluée dans un déplacement quelconquedP du pointP soit
égale à lacirculationélémentaire du champ entreP etP + dP :

dU = g(P ) · dP (4.2)

g(P ) est alors appelégradientdeU enP : g(P ) = gradPU(P ) = ∂U
∂P , et l’on dit que c’est un

champ de gradient. Evidemment, la somme de plusieurs champs de gradient est un champ de
gradient dont le potentiel résultant est la somme des potentiels correspondants.

Donc, sig est un champ de gradient, sa circulation élémentaire en tout point est une diffé-
rentielle totale, et sa circulation le long d’une courbe quelconque joignant deux pointsA etB
ne dépend pas de ce trajet mais seulement des points de départ et d’arrivée :∮ B

A
g(P ) · dP =

∫ B

A
dU = U(B)− U(A)

Ainsi, la circulation est nulle siA et B se trouvent sur une mêmeéquipotentielledu champ
scalaireU(P ), c’est-à-dire sur une surface telle qu’en tous ses pointsP on ait :U(P ) = Cte.
On en déduit aussi quegradPU(P ) est orthogonal enP à l’équipotentielle du champ passant
parP

La définition qu’on vient de donner du gradient ne fait intervenir aucun repère ni système de
coordonnées : Le vecteur gradient est indépendant de tout repère ; seule l’expression de ses com-
posantes dans une base dépend du choix de cette base et du choix du système de coordonnées
utilisé pour y repérer le pointP . Dans un repère orthonorméOijk , en coordonnées cartésiennes,
si P est repéré par(x, y, z), le potentielU(P ) est représenté par une fonctionU1(x, y, z). On a
alors :

dP = dx i + dy j + dz k

dU1 =
∂U1

∂x
dx+

∂U1

∂y
dy +

∂U1

∂z
dz

dont on déduit l’expression du gradient en coordonnées cartésiennes :

gradPU1(x, y, z) =
∂U1

∂x
i +

∂U1

∂y
j +

∂U1

∂z
k (4.3)

De même, encoordonnées sphériques, P étant repéré par(r, λ, ϕ), le potentielU(P ) est une
fonctionU2(r, λ, ϕ) dont la différentielle vaut :

dU2 =
∂U2

∂r
dr +

∂U2

∂λ
dλ+

∂U2

∂ϕ
dϕ

Dans (u, v , w ), base localedescoordonnées sphériquesenP , on a par ailleurs :

dP = dr u + r cosϕdλ v + r dϕw
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On en déduit l’expression du gradient en coordonnées sphériques :

gradPU2(r, λ, ϕ) =
∂U2

∂r
u +

1

r cosϕ

∂U2

∂λ
v +

1

r

∂U2

∂ϕ
w (4.4)

Dans le cas d’une massem placée enO, origine du repère de définition des coordonnées
sphériques, le champ de gravitation défini en(4.1) dérive du potentiel de gravitationU(P )

représenté en coordonnées sphériques de centreO par la fonction :U2(r,−,−) = Km
r + Cte

(en coordonnées cartésiennes, ce serait la fonctionU1(x, y, z) = Km√
x2 + y2 + z2

+ Cte). La

constante additive, arbitraire, est le plus souvent choisie égale à zéro pour que le potentiel de
gravitation d’une masse ponctuelle soit nul à l’infini. Le champG est central et possède la
symétrie sphérique de centreO. Le potentiel de gravitation ne dépend que der et admet la
même symétrie ; les équipotentielles sont des sphères de centreO. Dans le cas de plusieurs
masses ponctuellesmi situées en des pointsOi, le potentiel de gravitation en un pointP vaut :

U(P ) =
∑

i

Kmi

|OiP |

15.1.2 Flux du champ de gravitation

SoitV le volume d’un domaine connexe de l’espace, limité par une surface ferméeS et soit
P un point de cette surface. SoitdS le vecteur normal à un élément de surfacedS contenantP ,
de module égal à l’aire dedS et orienté vers l’extérieurdu volumeV . Le flux élémentaire d’un
champ de vecteursg traversant l’élémentdS au pointP , est le scalaire :dΦ = g(P ) · dS . Le
flux deg sortantde la surfaceS est alors :

Φ(S) =
∫∫

P∈S
g(P ) · dS

Cette fonction dépend en général de la surface traversée.

On démontre que si le champg est dérivable et à dérivées partielles continues, et si l’on fait
tendreS et V vers zéro de façon à ce que le domaine contenu dansS tende vers un pointQ,
alors, le rapport entre le flux sortant deS et le volumeV contenu dansS tend vers une limite
qui ne dépend que du pointQ. Cette limite —dΦ

dV — est par définition ladivergencedu champ
g au pointQ et l’on écrit :

div g =
dΦ

dV

Le théorème de Gauss ou de Green montre que l’on a :

Φ(S) =
∫∫∫

Q∈V
div g dV =

∫∫
P∈S

g(P ) · dS

Soit un point P de coordonnées cartésiennes (x, y, z) dans un repère Oxyz. Soient 2 masses ponctuelles m1 et m2 placées en (0, 0, a) et (0, 0, -a). On définit les coordonnées elliptiques (f, g, h) de P par les relations x = a ch f sh g cos h , y = a ch f sh g sin h et z = a sh f ch g . Déterminer le gradient en coordonnées elliptiques (on pourra utiliser les lignes coordonnées vues dans l'exercice proposé sur ces coordonnées page 39 de ce cours). Déterminer le potentiel de gravitation des deux masses en P en fonction des coordonnées elliptiques (on pourra introduire µ1=(m1+m2)/2 et µ2=(m1+m2)/2). Analyser la forme des équipotentielles. 
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Le champg est dit àflux conservatifdans un domaineD de l’espace si en tout pointQ deD
on a : dΦdV = 0, ou de façon équivalente :div g = 0 ; on dit encore que le flux sortant de toute
surface incluse dansD est nul.

La notion de flux étant indépendante de tout repère, la divergence d’un champ en un pointQ
est aussi indépendante de tout repère ; seule la façon de la calculer dépend du repère et du sys-
tème de coordonnées utilisé pour repérerQ. Dans un repèreOijk , en coordonnées cartésiennes,
Q étant défini par(x, y, z), et g(Q) par 3 composantes (gi(x, y, z), gj(x, y, z), gk(x, y, z)), en
calculant le flux sortant de l’élément de surface fermée cubique de côtésdx, dy etdz situé entre
les pointsQ = (x, y, z) etQ+dQ = (x+dx, y+dy, z+dz), et en divisant ce flux par le volume
dxdydz de ce cube, on obtient l’expression de la divergence en coordonnées cartésiennes :

div g =
∂gi

∂x
+
∂gj

∂y
+
∂gk

∂z
(4.5)

De même, en coordonnées sphériques, dans la base locale (u, v , w ), le champg est représenté
par les 3 composantes : (gu(r, λ, ϕ), gv(r, λ, ϕ), gw(r, λ, ϕ)) ; on obtient alors l’expression de la
divergence en coordonnées sphériques :

div g =
1

r2 cosϕ

[
∂

∂r
(r2 cosϕ gu) +

∂

∂λ
(r gv) +

∂

∂ϕ
(r cosϕ gw)

]
soit :

div g =
∂gu

∂r
+

2

r
gu +

1

r cosϕ

∂gv

∂λ
+

1

r

∂gw

∂ϕ
− tanϕ

r
gw (4.6)

Alors, le champ de gravitationG(P ) émis par une massem placée enO est à flux conservatif
en tout pointP différent deO puisque, pour toutr 6= 0, on obtient :

div
(
−Km

r2 u
)

=
∂

∂r

(
−Km

r2

)
+

2

r

−Km
r2 = 0

On peut aussi trouver directement cette propriété en calculant le flux sortant d’une surface
ferméene contenant pasle pointO : En fait, faisons ce calcul pour une petite surface élémen-
taire fermée contenant le volume compris dans un cône de sommetO et d’angle solidedΩ et
entre deux sphères de centreO de rayonsR etR + dR ; les deux petites surfaces sphériques
correspondantes ont alors pour aires :R2 dΩ et (R + dR)2 dΩ. Le flux deG sortant des faces
coniques de la surface est nul puisque le champ est radial ; le flux sortant de la surface sphérique
de rayonR : −Km

R2 × (−R2 dΩ) est compensé par celui sortant de l’autre surface sphérique :

−Km
(R + dR)2 × (R + dR)2 dΩ. Le flux sortant total est donc nul. Or, tout domaine de l’espace

peut être ainsi décomposé en petits éléments de volumes limités par un cône et deux sphères,
et quand deux tels éléments sont en contact par une de ces surfaces, le flux qui sort de l’un par
cette surface rentre dans l’autre par la même surface, donnant un flux global nul. Donc, le flux
deG sortant de toute surface fermée ne contenant pasO est nul.
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En revanche, si on prend une surfaceS fermée contenantO, on peut isoler à l’intérieur du
volume contenu dansS, une sphère de centreO et de rayonε aussi petit que l’on veut ; le
flux qui sort de cette sphère, de surface4πε2, vaut−Km

ε2 × 4πε2 = −4πKm. Le reste du

volume contenu dansS est maintenant limité par cette sphère et parS, mais le pointO ne
faisant pas partie de ce volume, le flux sortant de ce volume parS et par la sphère est nul. Donc,
globalement, le flux sortant de toute surface contenant une massem vaut−4πKm. Ce flux ne
dépend pas de la position dem à l’intérieur deS.

On peut généraliser cette propriété au cas de plusieurs massesmi placées en des points
distinctsOi : Chaquemi engendre un champ de gravitation dont le flux sortant est nul à travers
toute surface ne contenant pasOi, et dont le flux est égal à−4πKmi à travers toute surface
contenant ce point. L’ensemble de ces masses crée un champ de gravitation égal à la somme
des champs engendrés par chaque masse. Le flux de ce champ résultant sortant d’une surface
ne contenant aucune des masses est donc nul, et celui qui sort d’une surface contenant une ou
plusieurs de ces masses ne dépend que de ces masses et non de leur position à l’intérieur de cette
surface. On en déduit encore que le champ de gravitation d’une ou plusieurs masses ponctuelles
est à flux conservatif partout sauf aux pointsOi

15.1.3 Conséquence

En appliquant l’opérateur “divergence” à l’opérateur “gradient”, on obtient un opérateur
appeléLaplacienet noté∆ :

∆U = div gradU

Suivant queP est repéré en coordonnées cartésiennes ou sphériques, on utilisera le Laplacien
en coordonnées cartésiennes :

∆U1(x, y, z) =
∂2U1

∂x2 +
∂2U1

∂y2 +
∂2U1

∂z2 (4.7)

ou en coordonnées sphériques :

∆U2(r, λ, ϕ) =
∂2U2

∂r2 +
2

r

∂U2

∂r
+

1

r2 cos2 ϕ

∂2U2

∂λ2 +
1

r2

∂2U2

∂ϕ2 −
tanϕ

r2

∂U2

∂ϕ
(4.8)

On vient de voir que le champ de gravitation d’une ou plusieurs masses ponctuellesmi en
Oi dérive d’un potentielU et qu’il est à flux conservatif partout sauf enOi ; donc, partout sauf
enOi, le potentiel de gravitation vérifie l’équation suivante, appelée équation de Laplace :

∆U(P ) = 0 ∀ P 6= Oi (4.9)

En chacun des pointsOi, on a au contraire :∆U(Oi) = −4πKmi.
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Le cas∆U = 0 est fort intéressant car les fonctionsU qui vérifient cette équation forment
l’ensemble desfonctions harmoniques. On montre que de telles fonctions possèdent les pro-
priétés suivantes : si∆F = 0 dans un domaineE des points de l’espace, en tout pointP deE,
la fonctionF (P ) est finie, continue et indéfiniment dérivable, et égale à sa valeur moyenne sur
toute sphèreSa(P ) de centreP et de rayona incluse dansE :

F harmonique ⇐⇒ F (P ) =
1

4πa2

∫
Q∈Sa(P )

F (Q) dS

On utilisera plus loin cette propriété deU d’être une fonction harmonique, en cherchant à
représenter le potentiel de gravitation dans une base de fonctions harmoniques.

15.2 Cas d’une répartition continue de masse

Une masse étendue dans un domaineD de l’espace est définie en chaque pointQ deD par
une fonction scalaire positive et bornéeρ(Q) représentant lamasse volumiqueen ce point. Un
élément de volumedV au pointQ contient par définition la massedm = ρ(Q) dV . La masse
totaleM incluse dansD est alors donnée par l’intégrale :

M =
∫

Q∈D
ρ(Q) dV

On considérera toujours que le domaineD est fini dans ses trois dimensions. La masseM sera
donc toujours supposée finie, tout comme la fonctionρ.

La masse élémentairedm située au pointQ crée dans tout l’espace le champ élémentaire de
gravitation :

dG(P ) = −K dm

|QP |3
QP dérivant du potentiel : dU(P ) =

K dm

|QP |

Ce champ est à flux conservatif partout sauf enQ

La somme vectorielle de tous les champs engendrés par toutes les masses contenues dansD
constitue le champ de gravitation de la masse étendue correspondante :

G(P ) = −
∫

Q∈D

K QP

|QP |3
dm (4.10)

Il dérive du potentiel :

U(P ) =
∫

Q∈D

K

|QP |
dm (4.11)

Ces deux intégrales convergent, même à l’intérieur deD, car la masse volumique y est supposée
bornée. En effet, lorsqueP est à l’intérieur deD, on peut toujours isoler autour deP une sphère

Soit S une sphère homogène de centre O de rayon a de masse volumique µ. Calculer le module du champ de gravitation (intégrales 4.10 ou 4.11) en un point P situé à la distance r de O dans les cas où P est à l'intérieur de S, sur S ou à l'extérieur de S. 
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Sε(P ) de centreP et de rayonε, et écrire :

U(P ) =
∫

Q∈Sε(P )

K

|QP |
dm+

∫
Q∈D−Sε(P )

K

|QP |
dm

La deuxième intégrale converge puisque la masse totale est finie et que|QP | n’est jamais
nul dans le domaine d’intégration. La première intégrale converge également car on a, dans
la sphèreSε(P ) :

K dm

|QP |
=
Kρ(Q) dV

|QP |
≤ Kρmax × 4πr2 dr

r
avec r = |QP |

On en déduit : ∫
Q∈Sε(P )

K

|QP |
dm ≤ 4πKρmax

∫ ε

r=0
r dr = 2πKρmaxε

2

On montrerait de même que l’intégrale(4.10)converge en tout point, même à l’intérieur deD.

Chaque champ élémentairedG(P ) est à flux conservatif partout sauf au pointQ deD qui
l’engendre. Par extension des résultats obtenus pour une répartition discrète de masses, on a
encore les propriétés suivantes : La somme de ces champs,G(P ), est à flux conservatif partout
sauf en tout point intérieur àD ; c’est équivalent de dire que le flux sortant de toute surface
fermée ne contenant aucune partie deD (ne contenant donc pas de matière) est nul. Hors de la
matière, on a donc l’équation de Laplace :

∀ P 6⊂ D ∆U(P ) = 0 avec U(P ) =
∫

Q∈D

K

|QP |
dm (4.12)

et le potentiel de gravitation d’une masse quelconque en un point extérieur à celle-ci est une
fonction harmonique.

Au contraire, à l’intérieur de la matière, le potentiel de gravitation n’est plus une une fonction
harmonique car∆U n’est plus nul mais vaut−4πKρ. En effet, lorsqu’un champ dérive d’un
potentielU , le flux sortant de toute surface ferméeS contenant un volumeV , est donné par le
théorème de Gauss :

Φ(S) =
∫∫∫

Q∈V
∆U(Q) dV

On a donc aussi∆U = dΦ
dV ; or le flux dΦ sortant d’une surface quelconque contenantuni-

quementun pointQ de massedm = ρ(Q) dV , vaut−4πKρ(Q) dV ; la conservation du flux
montre que le même flux traverse la surface élémentaire qui limite le volumedV entourant le
pointQ ; à la limite, au pointQ, on a doncdΦdV = −4πKρ(Q). On en déduit aussi que le flux
sortant de toute surface contenant une masse répartieM vaut

∫∫∫
−4πKρ(Q) dV = −4πKM

et ne dépend pas de la répartition de la matière dans le volume considéré, mais seulement de sa
masse totale.
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Finalement, on peut donc dire qu’en tout point de l’espace, intérieur ou extérieur à la matière,
on a l’équation suivante, dite équation de Poisson :

∆U = −4πKρ avec ρ = 0 hors des masses

Bien sûr, c’est essentiellement le potentiel de gravitation à l’extérieur des masses qui intéresse
la mécanique céleste, le potentiel intérieur servant surtout aux études sur la dynamique interne
des corps. L’intérêt d’étudier le potentiel plutôt que le champ est évident : Le potentiel est
une fonction scalaire, plus facile à construire directement que les 3 composantes du champ,
lesquelles se déduisent d’ailleurs simplement du potentiel par un calcul de gradient.

15.3 Systèmes à symétrie matérielle sphérique

Un tel système possède par définition un centre de symétrie géométrique, soitO, et en plus,
la masse volumique en tout pointP est uniquement fonction de sa distancer au pointO : en
coordonnées sphériques on aρ ≡ ρ(r). Un tel système est ainsi composé de couches sphériques
d’égale densité et a la forme sphérique.

Alors, par raison de symétrie, le champ et le potentiel de gravitation de ce système possèdent
aussi la symétrie sphérique de centreO et ne dépendent que der ; les équipotentielles sont des
sphères centrées enO, et le champ (gradient du potentiel) est central, normal à ces sphères ; no-
tons ce champ :g(r) = g(r) u. Le flux de ce champ sortant de l’équipotentielle de rayonr vaut :
4πr2g(r). Ce flux vaut aussi−4πKM oùM est la masse totale contenue dans l’équipotentielle
considérée. On en déduit :

g(r) = −KM
r2

Donc le champ s’écrit :g(r) = −KM
r2 u, et c’est le même que celui d’une masse ponctuelleM

placée enO. Ainsi, l’effet gravitationnel d’un système à symétrie sphérique est le même que si
toute sa masse était concentrée en son centre.

En première approximation, on considère généralement que le Soleil et les planètes sont des
sphères dont la matière est disposée en couches homogènes sphériques : Cela explique qu’on
les considère alors comme des masses ponctuelles. Cependant, il convient maintenant de tenir
compte de la forme réelle (non sphérique) de ces corps.

15.4 Systèmes quelconques

Lorsqu’on s’éloigne indéfiniment d’un corps matériel étendu maisfini, son potentiel tend
vers celui d’une masse ponctuelle puisqu’alors ses dimensions deviennent négligeables devant
sa distance ; dans le même temps, ce potentiel tend vers zéro, comme pour une masse ponctuelle.
On se propose de déterminer le potentiel d’un corps quelconque sous forme d’un développement
qui soit valable à l’extérieur de ce corps, et qui puisse se réduire, à l’infini, au potentiel d’une
masse ponctuelle.
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SoientS ce corps (pas forcément solide),D l’espace (ou volume) qu’il occupe,ρ(Q) la
masse volumique enQ (l’un de ses points),M sa masse totale,G son centre de masse. Soit
Oijk un repère attaché àS et dans lequel on pourra repérer aussi bien les particulesQ qui le
composent, que le point extérieurP où l’on désire calculer son potentiel de gravitation. Le point
O est à priori quelconque mais choisi dans le voisinage deS et sera généralement confondu
avecG ; de même la baseijk est pour le moment quelconque. En repérantP par des coordon-
nées sphériques(r, λ, ϕ) dansOijk , on recherche le potentiel sous forme d’un développement
convergent en puissances de1/r, c’est-à-dire de la forme :

U(P ) = U2(r, λ, ϕ) =
1

r

∞∑
n=0

Wn(λ, ϕ)

rn =
∞∑

n=0

Vn avec Vn =
Wn(λ, ϕ)

rn+1 (4.13)

Ainsi, à condition que les fonctionsWn soient toutes bornées, lorquer est assez grand, le

développement deU(P ) sera assimilable à son premier terme :W0
r . Il suffit donc de prendre

W0 = KM pour que le potentiel deS se réduise à celui d’un point de masseM .

On doit avoir∆U = 0 quel que soitr assez grand (pour être à l’extérieur deS) ; il faut
donc que l’on ait

∑
n ∆Vn = 0. Cependant, commeVn est par définition une fonction de degré

(−n − 1) par rapport àr, le Laplacien∆Vn est de degré(−n − 3) et la somme
∑

n ∆Vn ne
pourra être nullequel que soitr que si chaque∆Vn est identiquement nul. Donc chaqueVn est
une fonction harmonique, diteharmonique homogènede degré(−n − 1) par rapport àr. Les
fonctionsWn, indépendantes der, sont des fonctionsharmoniques sphériques, restrictions de
Vn à la sphère de rayon 1.

Remarque.Les fonctionsVn sont qualifiées d’homogènes car, en les exprimant en coordon-
nées cartésiennes(x, y, z), elles deviennent homogènes, c’est-à-dire formées de monômes d’un
même degré par rapport à l’ensemble des(x, y, z). Alors, comme il y a un nombre fini de
monômes de 3 variables et de degré donné, il y a aussi un nombre fini de fonctions harmo-
niques homogènes d’un même degré donné ; on verra bientôt queVn peut être décrit par2n+ 1
monômes. La forme générale deVn est ainsi un polynôme homogène de ces trois variables,
combinaison linéaire de ces2n + 1 monômes. En revenant aux coordonnées sphériques,Vn

peut ainsi s’écrire sous forme d’une combinaison linéaire de2n + 1 fonctionsW (p)
n (λ, ϕ) qui

sont les fonctionsharmoniques sphériques d’ordren :

Vn =
1

rn+1

+n∑
p=−n

apW
(p)
n (λ, ϕ)

Voyons comment les obtenir.

15.4.1 Harmoniques sphériques

D’après(4.8), l’équation∆Vn = ∆
(
Wn(λ, ϕ)
rn+1

)
= 0 devient :

n(n+ 1)Wn +
1

cos2 ϕ

∂2Wn

∂λ2 +
∂2Wn

∂ϕ2 − tanϕ
∂Wn

∂ϕ
= 0 (4.14)
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Comme le potentiel enP est une fonction périodique deλ de période2π, il en est de même de
chaqueWn(λ, ϕ) ; on recherche donc cette fonction sous la forme d’un développement en série
de Fourier enλ :

Wn(λ, ϕ) =
+∞∑

p=−∞
C(p)

n (ϕ) exp ipλ (4.15)

On en déduit :

∑
p

[(
n(n+ 1)− p2

cos2 ϕ

)
C(p)

n − tanϕ
dC(p)

n

dϕ
+
d2C(p)

n

dϕ2

]
exp ipλ = 0

Devant être nulle quel que soitP , donc quel que soitλ, cette somme est nécessairement nulle
terme à terme ; c’est donc le facteur deexp ipλ qui est nul pour chaque valeur den et dep. En
posants = sinϕ etP (p)

n (s) = C(p)
n (ϕ), ce facteur nul devient l’équation différentielle du second

ordre suivante :(
n(n+ 1)− p2

1− s2

)
P (p)

n − 2s
dP (p)

n

ds
+ (1− s2)

d2P (p)
n

ds2 = 0 (4.16)

Manifestement, on a :P (p)
n = P (−p)

n . On montre que les solutions normalisées de(4.16)sont les
fonctions associées de Legendre, ainsi définies :

P (p)
n (s) =

(1− s2)p/2

2n n!

dn+p

dsn+p (s2 − 1)n pour p ≥ 0 (4.17)

On voit que ces fonctions sont nulles pourp > n . Pourp = 0, ces fonctions sont des polynômes
de degrén ens, appeléspolynômes de Legendre:

Pn(s) = P (0)
n (s) =

1

2n n!

dn

dsn (s2 − 1)n (4.18)

Il y a donc2n+ 1 fonctionsP (p)
n non nulles, et corrélativement,2n+ 1 fonctions harmoniques

sphériques indépendantes d’ordren :

Pn(sinϕ), P (1)
n (sinϕ) cosλ, P (1)

n (sinϕ) sinλ, . . . , P (n)
n (sinϕ) cosnλ, P (n)

n (sinϕ) sinnλ

15.4.2 Propriétés des fonctions de Legendre

Les fonctions associées de Legendre interviennent dans les développements en puissances
det suivants :

1√
1− 2st+ t2

=
∞∑

n=0

Pn(s) tn (4.19)

(2p)!(1− s2)p/2tp

2pp! (1− 2st+ t2)p+1/2
=

∞∑
n=p

P (p)
n (s) tn (4.20)
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Les expressions des membres de gauche sont les fonctions génératrices des fonctions de Le-
gengre. On peut vérifier en effet, en dérivant deux fois ces expressions par rapport às et par
rapport àt, que les coefficients detn vérifient l’équation différentielle(4.16)pour toutn. On dé-
duit aussi, par dérivation de ces fonctions génératrices, que les fonctions de Legendre vérifient
les relations de récurrence suivantes :

(n+ 1− p)P (p)
n+1(s)− (2n+ 1) s P (p)

n (s) + (n+ p)P
(p)
n−1(s) = 0 (4.21)

P (p+2)
n (s)− 2(p+ 1) s√

1− s2
P (p+1)

n (s) + (n− p)(n+ p+ 1)P (p)
n (s) = 0 (4.22)

Il suffit donc de connaîtreP0, P1, P
(1)
0 etP (1)

1 pour en déduire tous les autresP (p)
n . En fait, ces

4 fonctions peuvent être aisément calculées par l’expression(4.17); on obtient :

P
(0)
0 (s) = 1 P

(1)
0 (s) = 0 P

(0)
1 (s) = s P

(1)
1 (s) =

√
1− s2

puis les autres fonctionsP (p)
n (s) par récurrence ; celles dont on pourra avoir besoin sont présen-

tées dans leTableau 4.

Tableau 4. Polynômes et fonctions associées de LegendreP (p)
n (s), avecs = sinϕ et

c = cosϕ =
√

1− s2. Les polynômes de LegendrePn(s) correspondent à la valeur
p = 0.

p
n

0 1 2 3 4 · · ·

0 1 0

1 s c 0

2 3
2
s2 − 1

2
3s c 3c2 0

3 5
2
s3 − 3

2
s (15

2
s2 − 3

2
) c 15s c2 15c3 0

4 35
8
s4 − 15

4
s2 + 3

8
(35

2
s3 − 15

2
s) c (105

2
s2 − 15

2
) c2 105s c3 105c4

...

On peut montrer que dans l’intervalle|s| ≤ 1, on a : |Pn(s)| ≤ 1 pour toutn ; alors, le
développement(4.19)est absolument convergent pour|t| < 1.

On pourrait encore établir cette relation intéressante, diteformule d’addition des polynômes
de Legendre:

Pn(sin θ sinφ+ cos θ cosφ cosλ) =
n∑

p=0

αnp P
(p)
n (sin θ)P (p)

n (sinφ) cos pλ (4.23)

où

αnp =

 1 si p = 0

2
(n− p)!
(n+ p)!

si p 6= 0
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15.4.3 Développement du potentiel de gravitation

Finalement, le développement du potentiel de gravitation d’un corps quelconque en un point
P extérieur à ce corps et exprimé en fonction des coordonnées sphériques deP , admet la forme
générale suivante :

U2(r, λ, ϕ) = K
∞∑

n=0

n∑
p=0

1

rn+1 P
(p)
n (sinϕ) [cnp cos pλ+ snp sin pλ] (4.24)

où les coefficientscnp et snp dépendent de la répartition des masses dans ce corps. La conver-
gence de ce développement n’est pas toujours assurée sir est trop petit ; cela peut dépendre de
la forme du corps. Il convient en fait très bien pour représenter le potentiel de gravitation des
planètes ou des satellites dont la forme est voisine d’une sphère ; le développement converge
alors généralement jusqu’à la surface du corps.

Si la répartition de matière a la symétrie sphérique autour deO, le développement doit se
réduire à un seul terme : seulc00 est non nul et vautM .

Si la répartition de matière admet la symétrie de révolution autour d’un axe, en choisissant
Ok suivant cet axe, la coordonnéeλ mesure alors une longitude autour de l’axe de révolution,
et donc le potentiel, qui admet la même symétrie de révolution, ne doit pas dépendre deλ. Seul
les coefficientscn = cn0 sont alors différents de zéro et le potentiel est de la forme :

U2(r,−, ϕ) =
∞∑

n=0

cn
Pn(sinϕ)

rn+1 (4.25)

Si, en plus de la symétrie de révolution, le corps admet un plan de symétrie perpendiculaire
à l’axe de révolution, le centre de masseG est situé à l’intersection de ce plan et de cet axe ; en
prenantO enG, le planOij dans ce plan etOk suivant cet axe, le potentiel devient une fonction
paire de la latitudeϕ ; vue la parité des polynômes de Legendre, il ne subsiste alors dans le
développement(4.25)que les termes correspondant àn pair. Ce type de symétrie est lasymétrie
sphéroïdale; on verraplus loinque les planètes sont généralement très proches de sphéroïdes.

15.4.4 Calcul du développement du potentiel de gravitation

Pour traiter le cas d’un corps quelconqueS, cherchons d’abord le potentiel élémentairedU
d’une masse ponctuelledm placée en un pointQ deS ; soient%, ` et θ les coordonnées sphé-
riques deQ dans le repèreOijk .

Le potentiel engendré par la massedm en un pointP de coordonnées sphériques(r, λ, ϕ)
sera alors :

dU(P ) =
Kdm

|QP |
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soit, d’après(4.19):

dU2(r, λ, ϕ) =
Kdm√

r2 − 2r% cosψ + %2
=
Kdm

r

∞∑
n=0

(
%

r

)n

Pn(cosψ)

oùψ représente l’angleQ̂OP . Ce déve-
loppement converge absolument pour
r > %. Or, dans le triangle sphérique
KQP ′, on a :cosψ =
sin θ sinϕ + cos θ cosϕ cos(λ − `), et
ainsi on obtient, d’après la formule d’ad-
dition des polynômes de Legendre(4.23):

O

P

Q

`
λ− `

θ

ϕψ

P ′

K

i

j

k

dU2(r, λ, ϕ) =
Kdm

r

∞∑
n=0

n∑
p=0

αnp
P (p)

n (sinϕ)

rn

(
%nP (p)

n (sin θ)
)

cos p(λ− `)

Il faut maintenant intégrer pour tous les pointQ deS ; en intégrant le développement terme
à terme, on obtient :

U2(r, λ, ϕ) =
K

r

∞∑
n=0

n∑
p=0

αnp
P (p)

n (sinϕ)

rn

[
cos pλ

∫
Q∈S

%nP (p)
n (sin θ) cos p` dm

+ sin pλ
∫

Q∈S
%nP (p)

n (sin θ) sin p` dm
] (4.26)

Il reste alors à calculer des intégrales de la forme :

anp =
∫

Q∈S
%nP (p)

n (sin θ) cos p` dm et bnp =
∫

Q∈S
%nP (p)

n (sin θ) sin p` dm

Les fonctions à intégrer sont des fonctions harmoniques des coordonnées sphériques deQ ; ce
sont aussi des polynômes homogènes des coordonnées cartésiennes(x, y, z) deQ. Effectuons
le calcul des coefficientsanp et bnp pourn = 0, 1 et 2, en prenant l’expression desP (p)

n (sinϕ)
dans leTableau 4.

• n = 0 et donc :p = 0 ; on a :a00 =
∫
dm = M masse totale deS.

• n = 1 et donc :p = 0 et 1 ; on obtient :

a10 =
∫
% sin θ dm =

∫
z dm = M ZG

a11 =
∫
% cos θ cos ` dm =

∫
x dm = M XG

b11 =
∫
% cos θ sin ` dm =

∫
y dm = M YG

Calculer les premiers termes du développement en harmoniques sphériques du potentiel de gravitation d'un cerceau homogène de rayon a. Même question pour un anneau homogène de rayon extérieur a et de rayon intérieur b, puis pour un disque de rayon a. 
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Ces coefficients dépendent donc des coordonnées(XG, YG, ZG) du centre de masseG dans
Oijk . Ils seraient donc nuls si l’origineO du repère était prise enG.

• n = 2 et donc :p = 0, 1 et 2 ; on trouve :

a20 =
∫
%2(3

2
sin2 θ − 1

2
) dm = 3

2

∫
z2 dm− 1

2

∫
(x2 + y2 + z2) dm

a21 =
∫
%2(3 sin θ cos θ) cos ` dm = 3

∫
xz dm

a22 =
∫
%2(3 cos2 θ)(2 cos2 `− 1) dm = 6

∫
x2 dm− 3

∫
(x2 + y2) dm

b21 =
∫
%2(3 sin θ cos θ) sin ` dm = 3

∫
yz dm

b22 =
∫
%2(3 cos2 θ)(2 sin ` cos `) dm = 6

∫
xy dm

Avec les notation classiques des moments et produits d’inertie :

A =
∫
(y2 + z2) dm D =

∫
yz dm

B =
∫
(x2 + z2) dm E =

∫
xz dm

C =
∫
(x2 + y2) dm F =

∫
xy dm

on obtient :

a20 = 1
2
(A+B)− C a21 = 3E a22 = 3(B − A)

b21 = 3D b22 = 6F

Tenant compte de la valeur des coefficientsαnp définis en(4.23), le développement général du
potentiel(4.26)est ainsi, jusqu’à l’ordren = 2 :

U2(r, λ, ϕ) =
KM

r
+
KM

r2 (XG cosϕ cosλ+ YG cosϕ sinλ+ ZG sinϕ)

+
K

r3

[(
A+B

2
− C

)(
3

2
sin2 ϕ− 1

2

)
+ 3 sinϕ cosϕ (E cosλ+D sinλ)

+ 3 cos2 ϕ
(
B − A

4
cos 2λ+

F

2
sin 2λ

)]
+ · · ·

(4.27)

Le calcul des termes correspondant àn > 2 montrerait que s’introduisent, pour chaque valeur
den, les moments d’inertie d’ordren (c’est-à-dire des intégrales de la forme

∫
xiyjzk dm où

i+ j + k = n aveci ≥ 0, j ≥ 0 etk ≥ 0)

L’expression(4.27)se simplifie si le corps est un solide et si le repèreOijk a son origine
confondue avecG, centre de masse, et est orienté de façon à être principal d’inertie en ce point
(c’est alors un repère central d’inertie) : Les produits d’inertieD, E etF sont alors nuls ; si en
outre l’ellipsoïde d’inertie est de révolution autour deOk , les moments d’inertieA etB sont
égaux et il ne reste alors de l’expression(4.27)que les termes :

U2(r,−, ϕ) =
KM

r
+
K

r3 (A− C)
(

3

2
sin2 ϕ− 1

2

)
+ · · · (4.28)
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Si le corps est un solide admettant 3 plans de symétrie orthogonaux 2 à 2, en prenant les
axesOi , Oj etOk suivant les intersections de ces plans, on obtient un repère central d’inertie
dans lequel, par raison de symétries, tous les moments d’inertie d’ordre impair sont nuls : il ne
reste donc que les termes correspondant àn pair. CommeU est alors aussi fonction périodique
et paire deλ, de périodeπ, on ne trouve dansU que des termes encos 2kλ :

U(r, λ, ϕ) =
KM

r

{
1 +

1

r2

[
A+B − 2C

2M

(
3

2
sin2 ϕ− 1

2

)
+

3(B − A)

4M
cos2 ϕ cos 2λ

]

+
∞∑

m=2

m∑
k=0

a2m,2k

M

1

r2m P
(2k)
2m (sinϕ) cos 2kλ

}
(4.29)

15.5 Potentiel de gravitation des planètes

15.5.1 Potentiel approché : planètes sphéroïdales

Les corps non ponctuels que l’on considère en Mécanique Céleste sont essentiellement les
planètes que l’on assimile le plus souvent à dessphéroïdessolides et en rotation autour d’un axe
(rappelons qu’un sphéroïde est un corps possédant un axe de révolution et un plan de symétrie
orthogonal à cet axe) ; l’axe de révolution est souvent très proche de l’axe de rotation, et le
plan de symétrie est appelé plan équatorial de la planète. Il s’agit donc d’un cas particulier de
corps ayant 3 plans de symétrie orthogonaux 2 à 2, mais cette fois, si le repèreOijk respecte les
symétries, le potentiel ne dépend pas deλ. En désigant parae le rayon équatorialde la planète,
le potentiel est alors souvent présenté sous la forme suivante :

U(r,−, ϕ) =
KM

r

(
1− J2

a2
e

r2 P2(sinϕ)− J4
a4

e

r4 P4(sinϕ) −

· · · − J2n
a2n

e

r2n P2n(sinϕ)− · · ·
) (4.30)

Les coefficientsJ2n sont sans dimension ; par exemple :J2 = C − A
Ma2

e

. Dans les applications,r

est la distance du pointP au centre de la planète : cette distance est généralement bien supérieure
àae. Comme on le verraplus loin, la quasi-sphéricité des planètes fait que les coefficientsJ2, J4,
etc.sont très petits,J2 étant en outre prépondérant sur tous les autres. Si en plus le rapportae/r
est petit, les termes du développement(4.30)décroissent rapidement et on peut se contenter le
plus souvent des 2 ou 3 premiers termes.

Cependant, les valeurs deJ2, J4, etc.ne sont pas évidentes à déterminer avec précision car,
ne connaissant pas la répartition des masses à l’intérieur des planètes, on ne peut pas calculer les
moments d’inertie par des intégrales. Il faut donc utiliser des méthodes indirectes. Pour la Terre,
les coefficientsJ2 etJ4 ont été évalués pour la première fois par Clairaut au dixhuitième siècle
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en associant l’étude de la forme de la Terre à celle de son champ de pesanteur. Ce n’est qu’avec
l’avènement des satellites artificiels que l’on a pu déterminer avec précision un grand nombre de
coefficientsJn, par l’analyse des perturbations leur mouvement, observées sous forme d’écarts
à un pur mouvement képlérien. Pour les autres planètes, c’est aussi l’analyse des mouvements
observés dans leur voisinage (satellites naturels ou sondes spatiales) qui nous renseigne sur les
écarts entre leur potentiel de gravitation et celui d’une masse ponctuelle.

15.5.2 Potentiel terrestre : gravité et pesanteur

Quand on mesure l’attraction de la Terre depuis sa surface par la gravimétrie, on n’obtient
pas la valeur du champ de gravitation mais celle du champg de lapesanteur: celui-ci résulte
de l’attraction gravitationnelle proprement dite, et de la force d’inertie d’entraînement due à la
rotation de la Terre sur elle-même. SiO désigne le centre de la Terre, on a ainsi en un pointP :

g(P ) = gradP U(P )− ω ∧ (ω ∧OP)

oùω est le vecteur rotation de la Terre (|ω| = ω = 2π/86164 s−1). Le deuxième terme, axifuge,
dérive aussi d’un potentiel ; en prenant le repèreOijk de façon à ce queOk soit colinéaire àω,
on obtient le potentiel de pesanteurUp, en coordonnées sphériques :

Up(r, λ, ϕ) = U(r, λ, ϕ) +
1

2
ω2r2 cos2 ϕ (4.31)

Si la Terre est assimilée à un sphéroïde, la fonctionU est de la forme(4.30), oùae représente le
rayon équatorial terrestre (ae = 6 378 140 m). Notons queUp n’est pas une fonction harmonique
car on a :∆(ω2r2 cos2 ϕ) 6= 0. Dans la base locale des coordonnées sphériques, on a ainsi :

g = gradUp =


−KM

r2 (1− 3
a2

e

r2 J2 P2(sinϕ) + · · ·) + ω2r cosϕ suivant u

−3 KM
r2

a2
e

r2 J2 sinϕ cosϕ+ · · · − ω2r sinϕ cosϕ suivant w

La verticale d’un lieu, parallèle àg , ne passe donc pas par le centre de la Terre, sauf aux pôles
(ϕ = ±π/2) et à l’équateur (ϕ = 0). Manifestement, les équipotentielles du champ de pesanteur
ne sont pas sphériques.

Dans l’hypothèse où l’on assimile la surface de la Terre à une équipotentielle du champ de
pesanteur, on peut trouver une relation entre les coefficientsJ2, J4 etc.et les paramètresα et c
qui caractérisent la forme de la Terre et sa rotation et qui sont ainsi définis : Sib représente le
rayon polaire de la Terre, la quantitéα = (ae − b)/ae représente l’aplatissement géométrique
de la Terre ; par ailleurs, la quantitéc = ω2a3

e/KM exprime le rapport entre l’accélération
centrifuge à l’équateur due à la rotation de la Terre (ω2ae), et l’accélération principale due à la
gravitation (KM/a2

e ≈ ge, valeur deg à l’équateur).

En exprimant que le potentiel de pesanteur prend la même valeur aux pôles et à l’équateur,
et limitant l’expression du potentiel de gravitation de la Terre à sa partie enJ2 :

U(r, λ, ϕ) =
KM

r

(
1− J2

a2
e

r2 P2(sinϕ)

)
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on obtient cette relation, due à Clairaut :

3J2 = 2α− c (4.32)

α peut être obtenu à partir des mesures géodésiques faites en divers points de la Terre, qui ont
donné la courbure de la Terre en ces points etα = 1/298, 257 ; on a alorsb = 6 356 755 m. Avec
c = 1/288, 90, on obtient :J2 = 1/927, 72 = 0, 0010814. Donc, le premier terme du potentiel
de gravitation de la Terre, qui manifeste sa non-sphéricité, est environ mille fois plus petit que
le terme principal.

A l’ordre suivant, on prend le potentiel de gravitation jusqu’au terme enJ4, et on fait l’hypo-
thèse supplémentaire que l’équipotentielle du champ de pesanteur passant par l’équateur (sur-
face appeléegéoïde) est un ellipsoïde de révolution de demi-grands axesae et b ; alors, en
remplaçantr2 dansUp par 1/(cos2 ϕ/a2

e + sin2 ϕ/b2) et en exprimant que le potentiel sur le
géoïde est indépendant deϕ, on trouve cette relation entreJ4, J2 et c :

J4 = −
(

9

5
J2

2 +
12

35
cJ2 −

3

35
c2
)

(4.33)

qui conduit à la valeur :J4 = −0, 000 0024. Ce coefficient est encore mille fois plus petit que
J2. On constate que la convergence est apparemment très bonne.

Les hypothèses précédentes reviennent à supposer que la Terre est en équilibre hydrosta-
tique ; on verra qu’elles conduisent, surtout pourJ2, à une valeur très proche de la réalité. En
fait, actuellement, c’est en analysant les observations du mouvement des satellites artificiels
que l’on détermine les coefficients du potentiel de gravitation de la Terre, indépendamment de
toute hypothèse sur sa constitution interne. Les modèles de constitution interne que l’on peut
faire doivent alors s’efforcer de redonner les mêmes coefficients que ceux obtenus à partir des
satellites.

15.5.3 Potentiel réel de la Terre et des planètes

Dans un repère principal d’inertielié à la Terre ou à une planète, le potentiel de gravitation
réel, c’est-à-dire celui que l’on détermine par les satellites, est de la forme :

U(r, λ, ϕ) =
KM

r

[
1 +

∞∑
n=2

(
ae

r

)n {
−JnPn(sinϕ)

+
n∑

p=1

P (p)
n (sinϕ) [cnp cos pλ+ snp sin pλ]

} (4.34)

Les termes enJn, qui ne dépendent que de la latitudeϕ du pointP , sont les harmoniques
zonaux. Pourn fixé, les2n − 2 termes encnp et snp pourp 6= 0 et p 6= n sont les harmoniques
tessérauxd’ordren, et les 2 termes encnn et snn sont les harmoniquessectorielsd’ordren ;
ces harmoniques dépendent à la fois deϕ et deλ ; les termes enc22 et s22 sont par exemple

En procédant comme indiqué ci contre dans le cours, démontrer la relation de Clairaut. 

En procédant comme indiqué ci contre dans le cours, démontrer cette relation. 
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représentatifs d’une certaine ellipticité de l’équateur de la planète (rappelons que l’on a :c22 =
(B − A)/4Ma2

e).

On utilise aussi parfois, à la place desJn, cnp etsnp, les notations équivalentesJnp etλnp, ce
qui donne :

U(r, λ, ϕ) =
KM

r

1 +
∞∑

n=2

an
e

rn

n∑
p=0

Jnp P
(p)
n (sinϕ) cos p(λ− λnp)

 (4.35)

Voici les valeurs admises pour les principaux coefficients du potentiel de gravitation de
quelques planètes et satellites :

Pour laplanète Terre:

KM = 3, 986 005 1014 m3s−2 ae = 6 378 140 m ω= 360◦, 985 612 j−1

J2 = 0, 001 082 625 c22 = 0, 000 001 571 s22 = −0, 000 000 903

J3 = −0, 000 002 534 c31 = 0, 000 002 190 s31 = 0, 000 000 272

J4 = −0, 000 001 623

Les autres coefficients sont inférieurs en module à10−6 ; on possède des modèles de poten-
tiel terrestre développés jusqu’àn = 20 pour les harmoniques zonaux, etn = 10 pour les
harmoniques tesséraux.

Pour laLune:

KM = 4, 902 794 1012 m3s−2 ae = 1 738 000 m ω= 13◦, 176 581 j−1

J2 = 0, 000 202 7 c22 = 0, 000 022 3

J3 = 0, 000 006 c31 = 0, 000 029 s31 = 0, 000 004

c32 = 0, 000 005 s32 = 0, 000 002

c33 = 0, 000 002 s33 = −0, 000 001

Pour laplanète Mars:

KM = 4, 282 82 1013 m3s−2 ae = 3 397 200 m ω= 350◦, 891 983 j−1

J2 = 0, 001 964 c22 = −0, 000 055 s22 = 0, 000 031

J3 = 0, 000 036 s31 = 0, 000 026

Pour laplanète Jupiter:

KM = 1, 267 12 1017 m3s−2 ae = 71 398 000 m

J2 = 0, 014 75 ω= 870◦, 536 j−1

J4 = −0, 000 58
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Pour laplanète Saturne:

KM = 3, 793 41 1016 m3s−2 ae = 60 000 000 m

J2 = 0, 016 45 ω= 810◦, 794 j−1

J4 = −0, 001 0

Pour laplanète Uranus:

KM = 5, 794 55 1015 m3s−2 ae = 25 400 000 m

J2 = 0, 003 346 1 ω= −554◦, 913 j−1

J4 = −0, 000 032 1

On note les valeurs relativement importantes duJ2 pour Jupiter et Saturne, qui correspondent
au fort aplatissement de leur globe dû à leur rotation rapide (1 tour en 10 heures environ).

De l’expression(4.35)du potentiel, on déduit les composantes du champ de gravitation, dans
la base localeuvw des coordonnées sphériques (pour un corps non tournant) :

grad U =



∂U

∂r
=−KM

r2

1 +
∞∑

n=2

(n+ 1)
an

e

rn

n∑
p=0

Jnp P
(p)
n (sinϕ) cos p(λ− λnp)


1

r cosϕ

∂U

∂λ
=−KM

r2

 ∞∑
n=2

an
e

rn

n∑
p=1

pJnp
P (p)

n (sinϕ)

cosϕ
sin p(λ− λnp)


1

r

∂U

∂ϕ
=

KM

r2

 ∞∑
n=2

an
e

rn

n∑
p=0

Jnp
dP (p)

n (sinϕ)

dϕ
cos p(λ− λnp)


(4.36)

Notons que dans la deuxième composante,cosϕ disparaît finalement du dénominateur car, pour
p > 0, P (p)

n (sinϕ) contient toujourscosϕ en facteur (cf. Tableau 4ou la formule(4.17)).

Avec les valeurs deJ2, J3 etc.vues précédemment pour les planètes, l’accélération réelle due
à la gravitation reste toujours assez voisine de l’accélération principale képlérienne enKM

r2 ;

cependant, l’accélération réelle n’étant plus exactement centrale, la loi des aires est seulement
approchée et l’orbite d’un satellite n’est généralement plus confinée dans un plan. On verra dans
la Partie 5 (en(5.31)par exemple) comment les termes non képlériens perturbent le mouvement
des satellites. Avant cela, il est déjà intéressant d’évaluer le rapportA1/A0 entreA1, le plus gros
des termes non képlériens (celui enJ2), etA0, le terme képlérien (A0 = KM/r2). On trouve,
quel que soitϕ : ∣∣∣∣A1

A0

∣∣∣∣ ≤ 3 J2
a2

e

r2

Ce rapport caractérise l’ordre de grandeur de laperturbationqui est engendrée par la non-
sphéricité de la planète. On voit que ce rapport diminue très rapidement lorsquer augmente ;
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par exemple, voici l’influence de la non-sphéricité de la Terre sur divers objets proches :

influence de la forme
de la Terre sur :

un satellite
proche

(r ≈ ae)

un satellite
géostationnaire
(r = 6, 6 ae)

la Lune

(r = 60 ae)

Vénus

(r = 6000 ae)∣∣∣∣A1
A0

∣∣∣∣ ≤ 3 10−3 7 10−5 9 10−7 9 10−11

Des évaluations analogues faites pour d’autres planètes montrent la légitimité de considérer
les planètes comme ponctuelles lorsqu’on s’intéresse à leurs interactions mutuelles ; la forme
des planètes n’intervient sensiblement que dans leur voisinage immédiat, essentiellement pour
leurs propres satellites. C’est d’ailleurs dans ce voisinage immédiat que se manifestent aussi
d’autres forces, non gravitationnelles, que nous allons voir maintenant.

16 Forces dues à la trainée atmosphérique

16.1 Principes

Un objet en mouvement dans une atmosphère subit le choc des particules qui la composent.
Dans le milieu raréfié où évoluent les satellites, le libre parcours moyen de ces particules est
grand (quelques kilomètres) par rapport aux dimensions du satellite et il est alors possible d’étu-
dier ce choc de la façon suivante, qui correspond à un écoulement moléculaire libre où la pres-
sion ne joue aucun rôle direct :

Considérons un satelliteS de massem, animé de la vitesse absolueṙ dans un milieu de masse
volumiqueρ possédant une vitesse absolue moyenneVa (vitesse d’ensemble des particules) ;Va

pourra être de la formeω ∧ r si le mouvement d’ensemble de l’atmosphère est une rotation
analogue à celle de la planète. En fait, on considérera que toutes les particulesp qui viennent
frapper le satellite ont la même vitesseVp, égale àVa.

Pendant le temps∆t, le satelliteS balaye un volume∆V d’atmosphère égal à :

∆V = A |ṙ − Va|∆t

oùA est l’aire de la section de choc du satellite, orthogonale à la vitesse relativeV ∗ du satellite
par rapport à l’atmosphère :V ∗ = ṙ − Va ; cette aire est considérée comme constante pendant
le temps∆t. Les chocs ont pour effet de modifier la quantité de mouvement du satellite, ainsi
que celle de toutes les particules heurtées, mais la quantité de mouvement de l’ensemble reste
inchangée. En notantmδṙ la variation de quantité de mouvement deS et µpδVp celle d’une
particulep de masseµp, on a donc :

mδṙ +
∑
p

µpδVp = 0
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où la sommation s’étend à toutes les particules présentes dans∆V . Le changementδVp dans
la vitesse des particules dépend de l’angle d’incidence de celles-ci sur les parois du satellite et
de la nature de ces parois, conduisant soit à une réflexion, soit à une diffusion plus ou moins
parfaite.

dS p

θ

u

V ∗
2

−V ∗
1

Soit dS un petit élément de paroi, dont la normale (dirigée vers l’extérieur du satellite) fait
l’angle θ avec le vecteur vitesse relative du satellite par rapport aux particules. NotonsV ∗

1 =
V ∗

1 u cette vitesse. On peut aussi considérer que les particules viennent frapper le satellite avec
la vitesse−V ∗

1 . Supposons une surface parfaitement réfléchissante. Après le choc, la vitesse des
particules,V ∗

2 , fait l’angle 2θ avecu, mais son module est inchangé. Les particules subissent
donc la variation de vitesse :δVp = V ∗

2 − (−V ∗
1 ). En projection suru, on obtient :

δVp · u = |V ∗
1 |(1 + cos 2θ)

Le nombre des particules qui frappent ainsidS dans le temps∆t est égal à :ρµp
∆V =

ρ
µp
dS cos θ |V ∗

1 |∆t. L’ensemble des particules présentes dans le volume∆V balayé par le
satellite subit donc le changement de quantité de mouvement suivant, en projection suru :

u ·
∑
p

µpδVp =
[∫

S
ρ|V ∗

1 |2 cos θ(1 + cos 2θ) dS
]
∆t

Si le satellite est symétrique par rapport à l’axeGu (oùG est le centre de masse du satellite),
il n’y a pas d’autre composante ; dans le cas contraire, l’autre composante, orthogonale àu,
est généralement très petite est n’affecte pratiquement pas le mouvement deG (elle affecterait
plutôt le mouvement de rotation du satellite sur lui-même autour deG, c’est-à-dire l’attitudedu
satellite). En supposant donc une seule composante suivantu, on obtient :

mδṙ = −
[∫

S
cos θ(1 + cos 2θ) dS

]
ρ|V ∗

1 |V ∗
1 ∆t

En faisant tendre∆t vers zéro,mδṙ
∆t tend versmΓf , qui représente la force due au frottement

atmosphérique :

mΓf = −
[∫

S
cos θ(1 + cos 2θ) dS

]
ρ |V ∗

1 |V ∗
1 (4.37)

Cette force est opposée à la vitesse relative du satellite par rapport à l’atmosphère.
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Si le satellite est sphérique, de rayonR, on obtient :

mΓf = −πR2 ρ |V ∗
1 |V ∗

1

où l’on reconnaîtA = πR2, section de choc de la sphère.

Par analogie, si le satellite est de forme quelconque et si les propriétés reflectives des parois
sont également quelconques, on adopte la loi du frottement suivante :

mΓf = −CD

2
Aρ |V ∗|V ∗ (4.38)

Le coefficientCD caractérise l’aérodynamisme du satellite dans la direction deV ∗ et les qualités
de réflexion ou de diffusion de ses parois (CD pour “Drag Coefficient”, oucoefficient de trainée
atmosphérique). Pour une sphère parfaitement réfléchissante, on aCD = 2.

16.2 Modélisation des forces de frottement atmosphérique

On pourrait penser que l’expression(4.38)permette de calculer facilement l’effet du frotte-
ment atmosphérique à tout instant. Ce serait vrai si l’on connaissait parfaitement les paramètres
CD, A, ρ et V ∗ à tout instant. En pratique, il est nécessaire de passer par une modélisation de
ces paramètres, opération délicate si l’on désire une grande précision.

Tout d’abord,CD est très difficile à modéliser : Il dépend de la géométrie externe du satellite,
des propriétés réflectrices et émissives des différentes surfaces qui forment ses parois, ainsi que
de la température et de la densité du milieu ambiant qui conditionnent le type d’écoulement des
particules et leur interaction avec le satellite. Dans les modèles simples, lorsque les dimensions
du satellite restent faibles devant le libre parcours moyen des particules, on adopte une valeur
moyenne, voisine de 2.

La section de chocA dépend quant-à-elle de la position du satellite sur son orbite et de
son attitude : Cette section varie généralement si le satellite tourne sur lui-même, mais devient
quasi-constante si l’attitude est stabilisée par rapport à la Terre et si l’orbite est quasi circulaire.
On adopte en général une valeur moyenne pourA, calculée suivant la forme du satellite et en
tenant compte du mouvement orbital et du mouvement en attitude.

Quant-à la masse volumique de l’atmosphère,ρ, c’est le paramètre le plus complexe car
susceptible de variations très grandes et très rapides. Il dépend essentiellement de l’altitude
du satellite dans l’atmosphère, mais aussi de la latitude du lieu survolé, de la température de
l’atmosphère, elle-même fonction de sa position par rapport au Soleil et à la Terre (éclairement),
de la saison, de l’activité solaire. En fait, ce sont les satellites eux-mêmes qui ont permis la
mesure deρ en diverses circonstances. LeTableau 5donne ainsi les valeurs extrêmes deρ
observées en fonction de l’altitude ; elles représentent essentiellement les variations deρ lorsque
la température varie entre 500 K et 2000 K.
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Tableau 5. Valeurs extrêmes de la masse volumiqueρ de l’atmosphère terrestre en fonc-
tion de l’altitudeh ; la quantitéa représente la distance géocentrique :a = R + h oùR
est le rayon de la Terre.

altitudeh ρmin ρmax a ρmax

km kg m−3 kg m−3 kg m−2

2000 10−16 5 . 10−14

1000 10−15 5 . 10−12 4 . 10−5

600 10−14 3 . 10−11

400 10−13 5 . 10−10 3, 4 . 10−3

300 10−12 1 . 10−10

200 10−10 2 . 10−9

150 10−9 5 . 10−8 0, 32
120 3 . 10−7 3 . 10−7

Il faut surtout noter les variations importantes deρ avec l’altitude, et une moindre dépendance
deρ vis-à-vis de la température àh fixé lorsque l’altitude diminue.

Enfin, la vitesse relativeV ∗ du satellite par rapport à l’atmosphère est sans doute le para-
mètre le mieux connu si le satellite est suivi régulièrement. On suppose généralement que la
vitesse de l’atmosphère est celle due à l’entraînement par la Terre :Va = ω ∧ r oùω est le vec-
teur rotation de la Terre (1 tour par jour). Celle-ci est faible, comparée àṙ , vitesse du satellite :
Elle vaut 540 m s−1 à 1000 km d’altitude, pour une vitesse orbitale de l’ordre de 8000 m s−1 à
cette altitude. En conséquence, la forcemΓf est souvent considérée comme directement oppo-
sée à la vitesse orbitale du satellite. On en verra les conséquences exactes dans la partie 5 (en
(5.27)par exmple). On peut cependant déjà voir que si on applique une force opposée à la vi-
tesse, l’énergie du satellite diminue ; la constante de l’énergie du mouvement képlérien,−KMa ,
devient encore plus négative sous l’effet du frottement, ce qui correspond à une diminution du
demi-grand axea et à la chute du satellite vers la Terre.

Finalement, on devine la complexité du modèle si l’on désire une grande précision dans la
prédiction du mouvement d’un satellite (surtout à basse altitude, en dessous de 200 km). Seule
l’intégration numérique de équation du mouvement :r̈ = gradU + Γf , permet d’utiliser un
modèle complexe des forces de frottement. L’étude analytique du mouvement n’est réalisable
qu’avec un modèle simplifié où, pratiquement, les paramètresCD etA (et éventuellementρ)
sont remplacés par leur valeur moyenne.

16.3 Nature perturbative des forces de frottement

Comme pour les effets dus à la non-sphéricité des planètes, on peut évaluer le rapportA1/A0

entre la force due au frottement et celle due à la gravitation. En considérant, pour simplifier, que
l’orbite est sensiblement circulaire de rayona, la composante principale de l’attraction vaut :
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A0 = KM
a2 . On a donc :

∣∣∣∣A1

A0

∣∣∣∣ = |Γf | a2

KM
=

1

KM

1

2
CD

A

m
a2 ρ V ∗2

En assimilantV ∗2 à KMa , comme pour un mouvement képlérien circulaire, on obtient :∣∣∣∣A1

A0

∣∣∣∣ = 1

2
CD

A

m
aρ

On voit que c’est le rapportAm qui caractérise en partie la perturbation : AvecA de l’ordre du

mètre carré etm de l’ordre de la tonne,Am est de l’ordre de10−3 m2kg−1 ; ainsi, un satellite
compact et massif est moins sensible au frottement atmosphérique qu’un autre ressemblant à un
ballon pour lequelAm peut être de l’ordre de l’unité !

Avec A
m = 10−3 m2kg−1 et les valeurs dea ρmax données dans leTableau 5, on voit que∣∣∣∣A1

A0

∣∣∣∣ est compris entre10−4 et10−8 lorsque l’altitude passe de 150 km à 1000 km. Ces valeurs

montrent bien que le frottement peut être considéré comme une perturbation du mouvement
képlérien.

17 Forces dues à la pression de radiation

On peut introduire ce type de forces par un raisonnement analogue à celui fait pour le frotte-
ment atmosphérique :

Un élément de surfacedS exposé à une source de rayonnement située dans une direction
u faisant l’angleθ avec la normale àdS, reçoit l’énergieE dS cos θ∆t dans le temps∆t ;
la quantitéE représente l’éclairement, exprimé par exemple en Watts par m2. L’énergie d’un
photon, associé au rayonnement de fréquenceν, vauthν où h est la constante de Planck. Se
déplaçant avec la vitessec, ce photon a une masse équivalenteµ qui peut être définie par :hν =
µc2 ; il a une quantité de mouvementµc, c’est-à-dire−µc u si il participe à l’éclairement dedS.
S’il est parfaitement réfléchi pardS, la variation de sa quantité de mouvement, en projection
suru, estµc (1 + cos 2θ). Le nombre de photons reçus pardS pendant le temps∆t étant égal à
2E dS cos θ∆t

µc2
, la conservation de la quantité de mouvement totale permet alors d’écrire :

mδṙ +
∫

S

2E dS cos θ

µc2
µc (1 + cos 2θ) ∆t u = 0

d’où l’on déduit la force due au choc des photons sur toute la surface éclairée :

mΓpr = −2E

c

∫
S

cos θ(1 + cos 2θ) dS u
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La quantitéEc représente une pression, appeléepression de radiation.

Dans le cas d’une surface quelconque, dont l’aire projetée dans la direction du rayonnement
estA, on a ainsi :

mΓpr = −kE
c
A u

où k est un coefficient dépendant de la nature de l’interaction des photons sur la surface du
satellite (réflexion, diffusion ou absorption) ;k est de l’ordre de l’unité.

Dans le cas d’un éclairement par le Soleil, dans le voisinage de la Terre, on a un éclairement
global (toutes fréquences confondues) égal à :E0 = 1380 W m−2 ; avecc = 3 . 108 m s−1,

on obtient une pression égale àE0
c = 4, 6 . 10−6 N m−2. C’est la constante solaire de pression

de radiation au voisinage de la Terre. Or, l’éclairement d’un objet situé à une distancer d’une
source varie en1/r2. Donc, un satellite éclairé par le Soleil et situé à la distancer de celui-ci
subit la force suivante, due à la pression de radiation :

mΓpr = −kE0

c

r2
0

r2 A u

où r0 représente la distance Terre-Soleil.

Pour un satellite de la Terre, le calcul de
∣∣∣∣A1
A0

∣∣∣∣, rapport entre l’accélération due à la pression

de radiation solaire et celle d’un mouvement képlérien, donne une valeur de l’ordre de10−8 en
supposantAm = 10−3. Il s’agit bien encore d’une perturbation. Dans certains cas exigeant une
très grande précision, on tient compte en outre de la pression de radiation due aux rayonnements
renvoyés par la Terre et par la Lune. Les effets sont d’autant plus importants queA

m est plus
grand, par exemple sur des satellites apparentés aux ballons, ou sur les objets de très faible
masse comme les poussières interplanétaires.

Si le satellite a une forme simple et des propriétés bien connues quant-à la réflectivité de
ses surfaces, les forces de pression de radiation sont assez bien modélisables. Cependant, ces
forces peuvent être des fonctions discontinues du temps si le satellite a un mouvement qui le
fait passer dans le cône d’ombre de la Terre par exemple. Dans ce cas, c’est par l’intégration
numérique des équations du mouvement que l’on peut tenir compte de la pression de radiation.

18 Autres forces agissant sur les satellites de la Terre

Ce sont essentiellement des forces gravitationnelles dues au Soleil et à la Lune. On verra à
propos du problème des 3 corps (en(6.18)puis (6.34)) que les perturbations d’un satellite par

l’un de ces astres sont assimilables à des accélérations dont le module est de l’ordre deKm′r
r′3

,

oùm′ désigne la masse de l’astre perturbateur,r′ la distance de cet astre à la Terre etr celle
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du satellite à la Terre. Comparée à l’accélération principale képlérienneKM
r2 , on obtient un

rapport
∣∣∣∣A1
A0

∣∣∣∣ de l’ordre de :m
′

M
r3

r′3
.

Pour le Soleil, on am
′

M = 330 000, mais r
r′

est compris entre5 . 10−5 et 3 . 10−4 pour
des satellites compris entre une orbite basse de 7000 km de rayon et l’orbite géostationnaire

(42000 km). Pour ces orbites,
∣∣∣∣A1
A0

∣∣∣∣ varie donc entre4 . 10−8 et 8 . 10−6. Par sa proximité, la

Lune a une influence plus importante que le Soleil malgré sa faible masse (mL = M/81, 3).

Pour ces mêmes satellites,
∣∣∣∣(A1)Lune

A0

∣∣∣∣ varie entre6 . 10−8 et1, 6 . 10−5.

On peut ainsi récapituler les différents effets perturbateurs sur un satellite de la Terre ayant
une altitude comprise entre 150 et 1000 km :

pression de radiation solaire

attraction du Soleil

attraction de la Lune

irrégularités de la forme de la Terre

frottement atmosphérique

aplatissement de la Terre (J2)

attraction
képlérienne

110−210−410−610−810−10

Dans tous les cas, on peut manifestement considérer les forces autres que l’attraction centrale
képlérienne comme des perturbations de cette dernière.
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Cinquième partie

Variations des éléments d’orbite - perturbations

19 Le mouvement osculateur

Considérons un pointP repéré par rapport à un pointO par le vecteurr = OP = r u, et
supposons son mouvement accéléré selon la loi suivante, somme de deux accélérations, l’une
képlérienne de centreO et de constanteµ, et l’autre quelconque :

r̈ = −µ r

r3 + F avec µ > 0 (5.1)

F est un vecteur quelconque, généralement variable, représentant l’accélération non képlérienne
de P ; ce peut être une perturbation deP , mais pour le moment considérons que c’est une
certaine fonction donnée de la position deP , de sa vitesse et du temps :F (r , ṙ , t) ; l’équation
(5.1)représente alors une équation différentielle pourr(t).

Si F est identiquement nul à tout instant, on sait, d’après la partie 3 (§3-11), queP décrit un
mouvement képlérien représentable par 6 constantes ou éléments, par exemple(p, e, i,Ω, ω, tp) ;
on peut calculer ces éléments à un instantt0 quelconque à partir des vecteurs position et vitesse
deP exprimés à cet instant dans un certain repère d’origineO, et inversement, ces éléments
permettent de calculer la position et la vitesse deP à tout instant. Rappelons les quelques for-
mules permettant de calculer les constantes d’intégration “primaires” du mouvement képlérien,
directement à partir de la position et de la vitesse à un instant quelconque :

G = r ∧ ṙ (5.2)

e =
ṙ ∧G

µ
− u (5.3)

h =
1

2
ṙ · ṙ − µ

r
(5.4)

Le calcul de l’instant de passage au péricentre,tp, nécessite quelques intermédiaires, rappelés
ici dans le cas d’un mouvement elliptique :

a = −µ/2h et n =
√
µ/a3

e cosE = 1− r/a et e sinE = r · ṙ/na2

n(t− tp) = E − e sinE = M(t) = M0 + n(t− t0) (5.5)

Dans la dernière relation, on a rappelé qu’à la place de la constantetp, on utilise volontiersM0,
anomalie moyenne à un instantt0 donné.
Il est bien sûr plus commode de décrire le mouvement par l’intermédiaire de 6 constantes :



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 127

alors que dans l’espaceR3 × R3 des position-vitesse (de dimension 6), la trajectoire deP est
représentée par une conique de foyerO et par un cercle-hodographe, dans l’espaceKµ des mou-
vements képlériens de foyerO et de constanteµ (également de dimension 6), elle est représentée
par un point fixe (défini par exemple par(p, e, i,Ω, ω, tp), sauf singularité ou dégénérescence
éventuelle).

Si F n’est plus nul, le mouvement deP n’est plus képlérien, mais il existe, à tout instant,
un mouvement képlérien tangentau mouvement réel : c’est le mouvement képlérien instantané
défini parr et ṙ à cet instant. C’est aussi le mouvement képlérien que décriraitP si, à partir
de cet instant,F demeurait nul. Ce mouvement instantané est appelémouvement képlérien
osculateur; les éléments d’orbite correspondants sont deséléments osculateurs. On se propose
d’établir la façon dont ils varient en fonction deF .

Tant queF n’est pas nul, entre les instantst et t+dt, la vitessėr varie d’une façon différente
de celle d’un mouvement képlérien car dans ce cas on aurait :

(dṙ)képlérien = −µ r

r3 dt alors qu’on a : dṙ =
(
−µ r

r3 + F
)
dt

Le mouvement képlérien osculateur associé aux valeurs der et ṙ à l’instantt + dt, est alors
représenté par des élémentsG , e, tp ouM0 différents de ceux qu’on avait à l’instantt : les élé-
ments d’orbite que l’on peut calculer à chaque instant à partir der et ṙ sont ainsi des fonctions
du temps. Autrement dit, dans l’espaceKµ, le point représentant le mouvement deP n’est plus
fixe mais décrit une courbe en fonction du temps. Cependant, l’intérêt d’étudier les variations
des éléments d’orbite n’est justifié que si ces variations sont d’une certaine façon plus faibles
que celles der et deṙ .

En fait, l’utilisation des éléments osculateurs se justifie surtout dans le cas oùF représente
une perturbation, c’est-à-dire une accélération petite par rapport à l’accélération képlérienne :
on verra en effet que les variations des éléments d’orbite sont alors petites ou lentes, et qu’elles
restent finalement bornées dans un intervalle de temps suffisamment grand. Ainsi, bien que le
formulaire que l’on va établir soit valable quel que soitF , on ne l’utilisera que pour des per-
turbations du mouvement képlérien ; par ailleurs, comme la majorité des applications pratiques
concerne des perturbations de mouvements képlériens elliptiques, on supposera que les élé-
ments osculateurs restent de type elliptique quel que soitt. Les éléments osculateurs dont on se
propose de rechercher les variations en fonction det seront donc ceux du mouvement elliptique,
par exemple(a, e, i,Ω, ω,M0), ou d’autres qui s’en déduisent comme en(3.45)à(3.49). Notons
cependant qu’avecM0 = M(t0), comme on faitt0 = t à chaque instant, il resteM0 = M(t) :
l’anomalie moyenne est ainsi considérée comme un élément osculateur.

On va d’abord exprimer les variations des éléments osculateurs dans le cas général oùF est
un vecteur quelconque, puis dans le cas particulier, mais fréquent en Mécanique Céleste, oùF
dérive d’un potentiel.

Remarque 1. Même dans le cas oùF est une perturbation, la description du mouvement deP
par une suite continue de mouvements képlériens osculateurs n’est pas toujours la meilleure re-
présentation du mouvement réel. Par exemple, on peut imaginer ce cas simple d’un mouvement
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réel circulaire représenté à chaque instant par un mouvement osculateur képlérien elliptique :
il suffit de considérer une accélération radiale du typeF = F (r) u. Le mouvement circulaire
uniforme est alors une des solutions possibles de l’équation(5.1) car alors le mouvement est
plan et, dans ce plan, en coordonnées polaires(r, θ), on a la loi des airesr2θ̇ = C et θ̇ constant
pourr constant ; de l’accélération radialer̈−rθ̇2 = −µ/r2+F (r) où r̈ = 0, on déduit la vitesse
constanteV sur ce cercle :V 2 = r2θ̇2 = µ/r − rF (r). Or dans le mouvement circulaire képlé-
rien de foyerO et de constanteµ, la vitesse “circulaire”Vc à la distancer vérifie :V 2

c = µ/r.
Comme la vitesse réelle est différente de cette vitesse circulaire, l’orbite képlérienne osculatrice
n’est pas un cercle : suivant le signe deF (r), la vitesse réelleV est inférieure ou supérieure
à Vc mais sa direction est toujours orthogonale au rayon vecteur ; siF est positif (c’est-à-dire
V < Vc), P est alors à l’apocentre d’une ellipse osculatrice de foyerO, de constanteµ, d’ex-
centricitée telle queV 2 = V 2

c (1− e) et de demi-grand axea tel quea(1+ e) = r ; comme cette
situation est permanente, c’est que la direction du grand axe de cette orbite osculatrice tourne
autour deO à la même vitessėθ que le pointP . Ainsi, le mouvement réel circulaire est ici re-
présenté par un mouvement osculateur elliptique d’excentricité et de demi-grand axe constants
et cette ellipse tourne avecP de telle sorte queP se trouve en permanence à l’apocentre : l’ano-
malie moyenne osculatrice est alors constante et égale àπ, et la longitude du péricentre varie
à vitesse constante, commeθ. On a un résultat analogue siF est négatif : l’orbite osculatrice
n’est plus forcément une ellipse, maisP se retrouve en permanence au péricentre d’une co-
nique osculatrice de foyerO, de constanteµ, d’excentricité et de paramètre constants (donnés
parV 2 = V 2

c (1+ e) etp = r(1+ e)), et dont l’axe tourne autour deO à la même vitesse queP .

Remarque 2. L’orbite osculatrice képlérienne n’est pas en général située dans le plan oscu-
lateur de la trajectoire au sens des mathématiciens, ce dernier étant le plan passant parP et
contenant les vecteursṙ et r̈ . Au contraire, comme on le voit avec la formule(5.2), le plan du
mouvement képlérien osculateur est celui passant parP et contenant les vecteursr et ṙ .

20 Variations des éléments osculateurs pourF quelconque

Les constantes d’intégration du mouvement képlérien sont exprimables sous une forme plus
ou moins explicite des vecteurs position et vitesse, comme en(5.2) à (5.5). En notantσ l’une
quelconque de ces constantes, on peut donc condenser le formulaire définissant cette constante
dans la notation :

σ = S(r , ṙ)

Dans un mouvement képlérien on a naturellement :dσ
dt = 0, c’est-à-dire aussi :

dσ

dt
=
∂S

∂r
· dr
dt

+
∂S

∂ṙ
· dṙ
dt

=
∂S

∂r
· dr
dt

+
∂S

∂ṙ
·
(
−µ r

r3

)
= 0
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Dans un mouvement képlérien perturbé parF on aura alors3 :

dσ

dt
=
∂S

∂r
· dr
dt

+
∂S

∂ṙ
·
(
−µ r

r3 + F
)

=
∂S

∂ṙ
· F

Cette façon de procéder revient à considérer pour chaque variable deux sortes de variations :
une variation képlérienne et une autre non képlérienne. Ainsi, dans le mouvement réel, la vitesse
ṙ a comme variation : (

dṙ

dt

)
réel

= −µ r

r3 + F

Elle est décomposée en variations képlérienne et non képlérienne :(
dṙ

dt

)
K

= −µ r

r3 et

(
dṙ

dt

)
nK

= F

Au contraire, la variation non képlérienne der est nulle car le mouvement osculateur est défini
à partir des mêmes vecteursr et ṙ que dans le mouvement réel :(

dr

dt

)
réel

= ṙ =

(
dr

dt

)
K

=⇒
(
dr

dt

)
nK

= 0

Dans la suite, on posera :δdt =
(
d
dt

)
nK

. L’opérateurδ correspond donc aux variations non

képlériennes, c’est-à-dire à celles provoquées par la présence deF . On aura ainsi :

δṙ

dt
= F et

δr

dt
= 0 (5.6)

Avec r = r u, cela implique encore :δrdt = 0 et δudt = 0

Quant aux constantes d’intégration du mouvement képlérien, leur variabilité ne peut provenir
que deF ; pour celles-ci ou pour les éléments d’orbite on a donc :(

dσ

dt

)
réel

=

(
dσ

dt

)
K

+
δσ

dt
= 0 +

δσ

dt

Pour ces constantes, on aura donc l’identité :dσ
dt ≡

δσ
dt .

20.1 Variations des constantes primaires osculatrices

Appliquons l’opérateurδ aux expressions(5.2)à (5.4); tenant compte de(5.6), on obtient :

δG

dt
=

δ

dt
(r ∧ ṙ) = r ∧ δṙ

dt
=
dG

dt
=⇒

dG

dt
= r ∧ F (5.7)

3Si (x, y, z) sont les composantes cartésiennes d’un vecteurV , la notation ∂S
∂V

représente le vecteur de composantes (∂S
∂x

, ∂S
∂y

, ∂S
∂z

).
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puis :
δ(µe)

dt
=

δ

dt
(ṙ ∧G − µ u) =

δṙ

dt
∧G + ṙ ∧ δG

dt
− µ δu

dt
= µ

de

dt
soit :

µ
de

dt
= F ∧ (r ∧ ṙ) + ṙ ∧ (r ∧ F )

= 2r (F · ṙ)− ṙ (F · r)− F (r · ṙ)
(5.8)

et enfin :

δh

dt
=

δ

dt

(1

2
ṙ · ṙ − µ

r

)
= ṙ · δṙ

dt
=
dh

dt
=⇒

dh

dt
= F · ṙ (5.9)

AvecG2 = µ p = r · (µ e + µ u), on en déduit encore les relations suivantes :

µ
dp

dt
= 2G · dG

dt
= µ r · de

dt
= 2r2 dh

dt
− 2r2ṙ (F · u) (5.10)

Ces expressions sont valables quelle que soit la nature du mouvement osculateur, qu’il soit
elliptique ou hyperbolique.

20.2 Variations des éléments osculateurs elliptiques

Nous nous intéressons aux éléments(a, e, i,Ω, ω,M). Parmi eux,(Ω, i, ω) sont les angles
d’Euler permettant de passer d’un repère galiléen de référenceR0 = Oi0j0k0, au repère propre
du mouvement osculateurR1 = Ou0v0k (avece = e u0 et G = G k , cf. §3-12.1). Ces angles
étant maintenant des variables, leurs variations définissent le vecteur rotation instantané deR1

par rapport àR0 :

ΩR1/R0 =
dΩ

dt
k0 +

di

dt
n +

dω

dt
k (5.11)

où n est le vecteur unitaire de la direction du nœud ascendant. Dans la suite, on utilisera aussi
la base locale orthonormée directe(uvk).

Les variations dei et Ω proviennent de celles de la normale au plan osculateur, c’est-à-dire
de celles deG . Or on peut écrire :

dG

dt
=
dG

dt
k + ΩR1/R0 ∧G

En identifiant cette expression à celle trouvée en(5.7) et en projetant successivement sur les
vecteurs unitairesn, k ∧ n et k , on obtient :

G sin i
dΩ

dt
= r sin(ω + w) (F · k) (5.12)

Démontrer les expressions (5.8) et (5.10). 
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G
di

dt
= r cos(ω + w) (F · k) (5.13)

dG

dt
= r (F · v) (5.14)

Les variations dee et deω proviennent de celles du vecteure. Or on peut écrire :

de

dt
=
de

dt
u0 + ΩR1/R0 ∧ e (5.15)

En identifiant cette expression à celle trouvée en(5.8) et en projetant successivement sur les
vecteurs unitairesu0 et v0, on obtient :

µ
de

dt
= 2(r · u0)(F · ṙ)− (ṙ · u0)(F · r)− (F · u0)(r · ṙ) (5.16)

µe
(dω
dt

+ cos i
dΩ

dt

)
= 2(r · v0)(F · ṙ)− (ṙ · v0)(F · r)− (F · v0)(r · ṙ) (5.17)

Quant aux variations dea, elles se déduisent facilement de celles deh obtenues en(5.9)
puisque dans le mouvement osculateur tout le formulaire du mouvement képlérien reste vrai :

a = − µ

2h
=⇒ da

dt
=

µ

2h2

dh

dt
=

2a2

µ

dh

dt
=⇒

µ

a2

da

dt
= 2F · ṙ (5.18)

Enfin, les variations de l’anomalie moyenneM proviennent de deux parties :

dM

dt
=

(
dM

dt

)
K

+
δM

dt
= n+

δM

dt

n est ici le moyen mouvement osculateur, c’est-à-dire lié à chaque instant au demi-grand axe
par la troisième loi de Kepler :n2a3 = µ. Il est donc variable, tout commea, et ses variations
sont données par :

2

n

dn

dt
= −3

a

da

dt
(5.19)

n est alors une simple notation venant à la place de
√
µ/a3 ; sa valeur à l’instantt, résulte de

celle dea ; si n = n0 à un instantt0, on obtientn(t) en intégrant les variations dea jusqu’à
l’instant t :

n(t) = n0 +
∫ t

t0
dn = n0 −

3

2

∫ t

t0

√
µ

a

1

a2

da

dt
dt (5.20)

Les variations non képlériennes deM sont plus compliquées à calculer. Appliquons d’abord
l’opérateurδ à l’expression(5.5) :

δM

dt
=

δ

dt
(E − e sinE) = (1− e cosE)

δE

dt
− sinE

δe

dt
=
r

a

δE

dt
− sinE

de

dt
(5.21)

Démontrer les expressions (5.16) et (5.17). 
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On a par ailleurs :

δr

dt
= 0 =

δ

dt
(a(1− e cosE)) =

r

a

da

dt
− a cosE

de

dt
+ ae sinE

δE

dt

En reportant dans cette expression la quantitéδE
dt tirée de(5.21), il vient d’abord :

e sinE
δM

dt
=
(r
a

cosE − e sin2E
) de
dt
− r2

a3

da

dt

puis :

e sinw
δM

dt
=
√

1− e2
(

cosw
de

dt
− r

a2

da

dt

)
(5.22)

car, d’après(3.29)on a sinE =
r

a

sinw√
1− e2

, et d’après(3.30)on peut écrire :

r

a
cosE − e sin2E = (1− e cosE) cosE − e sin2E = cosE − e =

r

a
cosw

Or, d’après(5.10)on a aussi :

µ u · de
dt
− 2r

dh

dt
= −2rṙ (F · u)

soit, en tenant compte de(5.15), de(5.18)et deu · u0 = cosw :

cosw
de

dt
− r

a2

da

dt
+ e u · (ΩR1/R0 ∧ u0) = −2rṙ

µ
(F · u)

Comme on a enfin :u ·(ΩR1/R0∧u0) = sinw (ΩR1/R0 ·k) = sinw
(
dω
dt +cos i dΩdt

)
, l’expression

(5.22)devient :

e sinw
δM

dt
= −
√

1− e2
(
e sinw

(dω
dt

+ cos i
dΩ

dt

)
+

2rṙ

µ
(F · u)

)

Enfin, avecµ = n2a3 et sachant que d’après(3.29)on a :ṙ
√

1− e2 = nae sinw = µ
na2 e sinw,

il reste :
δM

dt
= − 2r

na2 (F · u)−
√

1− e2
(dω
dt

+ cos i
dΩ

dt

)
(5.23)

20.3 Equations de Gauss

Il s’agit simplement d’une réécriture des équations précédentes en y remplaçantF et ṙ par
leurs composantes dans la base locale enP :

F = R u + S v +W k
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ṙ =
G

p
k ∧ (e + u) =⇒ ṙ =

µ

G
(e sinw u + (1 + e cosw) v)

La première expression deṙ vient de la description de l’hodographe du mouvement képlérien
vue en(3.14)Les éléments osculateurs(a, e, i,Ω, ω,M) vérifient alors les équations suivantes,
appeléeséquations de Gauss:

G
da

dt
= 2a2 [Re sinw + S(1 + e cosw)]

G
de

dt
= p [R sinw + S (cosw + cosE)]

G
di

dt
= rW cos(ω + w)

G sin i
dΩ

dt
= rW sin(ω + w)

Ge
dω

dt
= −pR cosw + (r + p)S sinw −Ge cos i

dΩ

dt
dM

dt
= n(t)− 1

√
µa

[2r R +G (
dω

dt
+ cos i

dΩ

dt
)]

(5.24)

Pour utiliser ce système d’équations différentielles, il faut encore y remplacerG par
√
µp

et p par a(1 − e2), puis exprimer les quantités képlériennes variablesr, w et E en fonction
des éléments osculateurs eux-mêmes ; siF dépend de la position et de la vitesse deP , il faut
utiliser le formulaire de passage des position-vitesse aux éléments d’orbite pour exprimer aussi
R, S etW en fonction de ces éléments. Ces transformations peuvent se faire analytiquement
si l’expression deF n’est pas trop compliquée et si l’excentricité est suffisamment petite pour
permettre d’utiliser les développements du mouvement képlérien vus en§3-13.4et exprimés
en fonction de l’anomalie moyenne. Le plus souvent, les équations de Gauss sont utilisées
pour intégrer numériquement le mouvement deP dans les cas de forte excentricité ou de forte
inclinaison (par exemple pour des petites planètes du système solaire, ou pour des satellites
très excentriques) ou quandF n’a pas une expression simple. Cependant, il peut être parfois
plus efficace de faire l’intégration numérique directe de l’équation initiale(5.1)plutôt que celle
des équations de Gauss, puisqu’il est toujours possible de calculer ensuite les éléments d’orbite
osculateurs aux instants où la position et la vitesse deP sont connues.

Notons que les équations donnantdΩ
dt , dωdt et dMdt sont singulières lorsquee ou i s’annulent,

ce qui est normal puisqu’alors ces angles deviennent indéterminés. Pour avoir des équations
régulières, il faut prendre des éléments réguliers comme la longitude moyenneL = Ω+ω+M =
$ +M , ou comme les variables complexesz = e exp

√
−1$ et ζ = sin(i/2) exp

√
−1Ω. Les

équations(5.24)permettent de déduire les variations de ces éléments réguliers. On trouve par
exemple :

Ge
d$

dt
= −pR cosw + (r + p)S sinw + e tan(i/2) rW sin(ω + w) (5.25)
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dL

dt
= n(t)− 2r R

√
µa

+
1

G

{1−
√

1− e2
e

(−pR cosw + (r + p)S sinw)

+ tan(i/2) rW sin(ω + w)
} (5.26)

Dans cette dernière expression, le facteur1−
√

1− e2
e n’est pas singulier ene = 0 puisqu’il

se comporte commee/2 quande tend vers zéro.

20.4 Exemple d’application des équations de Gauss

Utilisons les équations de Gauss pour exprimer les variations des éléments orbitaux d’un
satellite sous l’effet d’une accélération perturbatrice opposée à la vitesse. L’équation suivante
modélise ainsi de façon simplifiée l’effet du frottement atmosphérique sur un satellite tournant
autour d’une planète sphérique :

r̈ = −µ r

r3 − T t

où t est le vecteur unitaire de la vitesse deP :

t =
ṙ

|ṙ |
=

v + e v0

|v + e v0|
=

(e sinw) u + (1 + e cosw) v√
1 + e2 + 2e cosw

On en tire les composantesR, S etW deF :

R =
−Te sinw√

1 + e2 + 2e cosw
S =

−T (1 + e cosw)√
1 + e2 + 2e cosw

W = 0

Donc, didt et dΩdt sont nuls et l’orbite reste dans un plan fixe ; les autres éléments varient suivant
les équations :

1

a

da

dt
= − 2T

na
√

1− e2
√

1 + e2 + 2e cosw

de

dt
= − 2T

√
1− e2
na

e+ cosw√
1 + e2 + 2e cosw

dω

dt
= − 2T

√
1− e2
nae

sinw√
1 + e2 + 2e cosw

dM

dt
= n+

2T (1− e2)
nae

(1 + e2 + e cosw) sinw

(1 + e cosw)
√

1 + e2 + 2e cosw

(5.27)

Dans le cas du frottement atmosphérique, en posantb = CD
2

A
m , on a encore :

T = b ρ(r) ṙ 2 = b ρ(r)
n2a2

1− e2
(1 + e2 + 2e cosw)

Démontrer les expressions (5.25) et (5.26). 
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On trouve notamment que le demi-grand axe et l’excentricité diminuent ; l’orbite se circularise,
prenant la forme d’une spirale de rayon décroissant. On obtient ces caractéristiques globales
du mouvement en examinant comment, tour après tour, les éléments osculateurs évoluenten
moyenne. Pour calculer des variations sur un tour, on calcule le terme “constant” (indépendant
deM ) du développement en série de Fourier deM de chaque second membre des équations
(5.27). Cependant il peut être plus intéressant d’exprimer ces équations, non pas en fonction
du temps ou deM , mais en fonction de l’anomalie excentriqueE : on fait alors le changement
de variable :n dt = r

a dE et on exprime toutes les fonctions der et dew en fonction deE
grâce au formulaire du mouvement képlérien. On peut alors développer en série de Fourier de
E au lieu deM . Les équations donnant les variations de l’apogéeQ = a(1 + e) et dupérigée
q = a(1 − e), permettent d’analyser comment évoluent les altitudes du périgée et de l’apogée.
On obtient ainsi :

dq

dE
= −2ba2 (1− e)(1− cosE)

√
1 + e cosE

1− e cosE
ρ(r)

dQ

dE
= −2ba2 (1 + e)(1 + cosE)

√
1 + e cosE

1− e cosE
ρ(r)

(5.28)

où la masse volumiqueρ(r) reste à modéliser ; un modèle simple consiste à prendre une loi
de la forme :ρ(r) = ρ0 e−K(r−r0). On trouve notamment que tour après tour, les altitudes du
périgée et de l’apogée diminuent mais que cette diminution est moins forte pour le périgée que
pour l’apogée.

21 Cas oùF dérive d’un potentiel : F = gradPU

On peut envisager deux façons d’obtenir les variations des éléments osculateurs : la pre-
mière consiste à utiliser les équations de Gauss en exprimant d’abord les composantes du gra-
dient dans la base correspondant aux coordonnées utilisées pour repérerP , puis en projetant ces
composantes dans la base localeuvk de façon à obtenirR, S etW ; il reste alors à exprimer ces
composantes en fonction des éléments osculateurs. La deuxième consiste à exprimer d’abordU
en fonction des éléments osculateurs, puis à écrire de nouvelles équations, issues de la formu-
lation hamiltonienne et qui expriment les variations de ces éléments en fonction du gradient de
U dans l’espaceKµ des éléments osculateurs.

21.1 Utilisation des équations de Gauss

On va supposer queU est exprimé en fonction des coordonnées sphériques(r, α, δ) deP
dans le repèreR0 = Oi0j0k0. Les éléments osculateurs considérés sont les mêmes que ceux
définis en§5-20.2, avec notamment les angles d’EulerΩ, i et ω + w entreR0 et le repère
Ouvk mobile avecP . Dans la base locale des coordonnées sphériques enP , notée iciuv1w1,
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les composantes du gradient sont données par les expressions :

R =
∂U

∂r
S1 =

1

r cos δ

∂U

∂α
W1 =

1

r

∂U

∂δ

Si β désigne l’angle entrev1 et v (ou entrew1 et k ), on a alors :

S = S1 cos β +W1 sin β et W = −S1 sin β +W1 cos β (5.29)

Pour exprimerR, S etW en fonction des éléménts osculateurs, il faut notamment d’établir les
relations entreα, δ, β et les éléments képlériensΩ, i etω + w.

O

N
H

P
K

K0

i

i

ω + w

Ω
α− Ω

δ

ni0

j0

k0

v1

vw1
k

π
2

+ (α− Ω)

π
2
− β

π
2
− (ω + w)

β
β

Dans les triangles sphériquesNHP (rectangle enH) etKPK0 (rectilatère selonKP ), on
peut écrire les relations suivantes :

sin δ = sin i sin(ω + w)

cos δ cos(α− Ω) = cos(ω + w)

cos δ sin(α− Ω) = cos i sin(ω + w)

cos δ cos β = cos i

cos δ sin β = sin i cos(ω + w)

(5.30)

Les trois premières relations représentent encore les égalités entre deux expressions différentes
des coordonnées cartésiennes deP dans le repèreOk0n(k0∧n) ; les deux dernières représentent
aussi les égalités entre deux expressions des coordonnées deK0 suivant les axesOk etOv .

21.2 Application au cas du potentiel de gravitation d’une planète

On considère un satelliteP de masse négligeable, en mouvement autour d’une planète de
centreO et de masseM , et on suppose qu’il est perturbé par la non-sphéricité de cette planète.
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Pour simplifier, on réduit ici le potentiel perturbateur au terme enJ2 ; l’équation du mouvement
deP s’écrit alors ainsi :

r̈ = −µ r

r3 + grad

(
−µJ2

a2
e

r3

(3

2
sin2 ϕ− 1

2

))
où µ = KM (5.31)

Il convient de faire attention à la nature des coordonnées utilisées dans une telle équation :
En principe, l’expression du potentiel de gravitation est donnée en fonction de coordonnées
sphériques(r, λ, ϕ) définies dans un repèreR lié à la planète, tandis que l’équation du mouve-
ment deP telle qu’elle est écrite ci-dessus est vraie seulement dans un repèreR0 galiléen. Il
faut donc d’abord faire les transformations pour que les coordonnées utilisées soient relatives à
un repère galiléen.

Supposons d’abord que l’origineO soit fixe ou animée d’un mouvement rectiligne et uni-
forme : cela revient à négliger ici le mouvement de la planète autour du Soleil et à considérer
que le système étudié est isolé dans l’espace.

Si la planète tourne sur elle-même autour d’un axe de direction fixe, soitOk0 cet axe etθ
l’angle de rotation, autour de cet axe, deR par rapport au repèreR0 (on suppose bien sûr que
le troisième axe deR est aussi confondu avec cet axe fixe). Alors, les coordonnées sphériques
(r, α, δ) deP dansR0 sont reliées aux coordonnées(r, λ, ϕ) du même point dansR par les
relations :α = θ + λ et δ = ϕ.

Ici, comme le potentiel perturbateurUJ2 ne dépend pas de la coordonnéeλ, cette trans-
formation est très simple à faire : il suffit d’y remplacerϕ par δ. On obtient alorsUJ2 =

−µJ2
a2

e

r3

(
3
2
sin2 δ − 1

2

)
, puis les composantesR, S1 etW1 du gradient :

R =
∂UJ2

∂r
= 3µJ2

a2
e

r4

(3

2
sin2 δ − 1

2

)
S1 =

1

r cos δ

∂UJ2

∂α
= 0

W1 =
1

r

∂UJ2

∂δ
= −3µJ2

a2
e

r4 sin δ cos δ

(5.32)

Tenant compte des relations(5.29)et (5.30), on en déduit les composantesR, S etW :

R =
3

2
µJ2

a2
e

r4 (3 sin2 i sin2(ω + w)− 1)

S = W1 sin β = −3µJ2
a2

e

r4 sin2 i sin(ω + w) cos(ω + w)

W = W1 cos β = −3µJ2
a2

e

r4 sin i cos i sin(ω + w)

(5.33)

Les seconds membres des équations de Gauss(5.24) font apparaître les quantitésR cosw −
S sinw etR sinw + S cosw (composantes deF suru0 et v0) ; exprimées en fonction des mul-



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 138

tiples deω et dew, on trouve :

R cosw − S sinw =
3

2
µJ2

a2
e

r4

[(3

2
sin2 i− 1

)
cosw

− 1

4
sin2 i (5 cos(2ω + 3w) + cos(2ω + w))

]
R sinw + S cosw =

3

2
µJ2

a2
e

r4

[(3

2
sin2 i− 1

)
sinw

− 1

4
sin2 i (5 sin(2ω + 3w)− sin(2ω + w))

]

En remplaçant encore dans les équations de Gauss :G par na2
√

1− e2, p par a(1− e2) et
p cosE par r(cosw + e), et en changeantµ enn2a3 dansR, S etW , on obtient finalement les
équations suivantes :

di

dt
= −n 3J2

2
√

1− e2
(ae

a

)2(a
r

)3
sin i cos i sin(2ω + 2w) (5.34)

dΩ

dt
= −n 3J2

2
√

1− e2
(ae

a

)2(a
r

)3
cos i (1− cos(2ω + 2w)) (5.35)

de

dt
= n

3J2

8

√
1− e2

(ae

a

)2(a
r

)4
×[

− 4 sinw + sin2 i (6 sinw + sin(2ω + w)− 5 sin(2ω + 3w))
]

− n 3J2

4
√

1− e2
(ae

a

)2(a
r

)3
sin2 i

[
sin(2ω + w) + sin(2ω + 3w) + 2e sin(2ω + 2w)

]
(5.36)

dω

dt
+ cos i

dΩ

dt
= n

3J2

8

√
1− e2
e

(ae

a

)2(a
r

)4
×[

4 cosw − sin2 i (6 cosw − cos(2ω + w)− 5 cos(2ω + 3w))
]

− n 3J2

4e
√

1− e2
(ae

a

)2(a
r

)3
sin2 i

[
cos(2ω + w)− sin(2ω + 3w)

]
(5.37)

1

a

da

dt
= n

3J2

4
√

1− e2
(ae

a

)2(a
r

)4 [
− 4e sinw − 4 sin2 i sin(2ω + 2w)

+ e sin2 i (6 sinw + sin(2ω + w)− 5 sin(2ω + 3w))
] (5.38)
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dM

dt
= n+ 3nJ2

(ae

a

)2(a
r

)3 [
1− 3

2
sin2 i (1− cos(2ω + 2w))

]
−
√

1− e2
(dω
dt

+ cos i
dΩ

dt

) (5.39)

Il reste à développer les seconds membres de ces équations en séries de Fourier de l’anomalie
moyenneM en utilisant les résultats obtenus en§3-13.4; pour cela, voyant que ces seconds
membres font intervenir les quantités(ra)n sinmw et (ra)n cosmw où n vaut -3 et -4 et oùm
est compris entre 0 et 3, on pourra utiliser les développements en coefficients de Hansen vus en
(3.134)ou les méthodes aboutissant à l’expression(3.146). Notons que la relation(3.134)peut
encore se décomposer en parties réelle et imaginaire pour donner :(r

a

)n
cosmw = Xn,m

0 (e) +
∞∑

k=1

(
Xn,m

k (e) +Xn,−m
k (e)

)
cos kM

(r
a

)n
sinmw =

∞∑
k=1

(
Xn,m

k (e)−Xn,−m
k (e)

)
sin kM

(5.40)

On verra en§5-22.1.2comment tirer de ces équations certaines propriétés du mouvement des
satellites artificiels. Auparavant, voyons comment obtenir des équations analogues directement
à partir du développement deU en fonction des éléments d’orbite. On pourra aussi visualiser
une intégration élémentaire des équations(5.36)à (5.39)avec l’appletPerturbationsElement-
sOsculateurs.html

21.3 Formulation hamiltonienne des variations des éléments d’orbite

En §2-9.2, nous avons montré comment un changement de variables canoniques construit
par la méthode d’Hamilton-Jacobi abouti à la méthode de variation des constantes arbitraires.
Rappelons simplement ici que, si on a trouvé une fonctionG(qi, yi, t) vérifiant, pourF donné :∑

i

(pidqi + xidyi) + Fdt = dG

le changement de variables(qi, pi) 7→ (xi, yi) engendré parG est canonique ; si on applique
ensuite ce changement de variables à un hamiltonienH, le nouvel hamiltonienH ′ a pour valeur :
H ′ = H + F = H + ∂G

∂t et les nouvelles variables satisfont aux équations d’Hamilton :

ẋi =
∂H ′

∂yi

et ẏi = −∂H
′

∂xi

En particulier, siF est nul (ce qui correspond àG indépendant det), le changement de variables
modifie l’expression de l’hamiltonien mais pas sa valeur.

Or, en§3-12.2.2, on a appliqué une variante de la méthode d’Hamilton-Jacobi pour résoudre
le problème de Kepler, représenté par l’hamiltonienH suivant :

H =
1

2

(
R2 +

G2

r2

)
− µ

r
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exprimé en fonction des variables canoniques(r, ψ, ϑ,R,G,Θ). En cherchant un changement
de variables canoniques qui ne change pas la valeurh de l’hamiltonien, on a alors trouvé cette
fonctionG2(r, ψ, ϑ, h,G,Θ), indépendante det :

G2 = ψG+ ϑΘ + ε
∫ r

r0(h,G)

√
2h+

2µ

r
− G2

r2 dr

Cette fonction engendre le jeu de variables canoniques :(t − tp, g, ϑ, h,G,Θ) et, dans ces
variables, le nouvel hamiltonien vautH ′(−,−,−, h,−,−) = h ; les équations d’Hamilton
montrent que(tp, g, ϑ, h,G,Θ) sont alors des constantes ; rappelons que, hormist − tp et h,
ces éléments canoniques sont ceux de Delaunay, avec des notations propres aux variables ca-
noniques mais qui s’interprètent en fonction des éléments d’orbite elliptique classique :ϑ est
la longitude du nœud ascendant, mesurée dans le planOi0j0 à partir de l’axeOi0, tandis queg
est l’argument du péricentre mesuré dans le plan orbital depuis ce nœud (ϑ ≡ Ω et g ≡ ω) ;
leurs conjuguéesG etΘ (= G cos i) sont respectivement le module du moment cinétique et sa
projection sur l’axeOk0, aveci inclinaison du plan orbital surOi0j0 (cf. (3.75)).

Si maintenant on considère le problème képlérien perturbé défini par l’équation(5.1) où
F = grad U , il lui correspond l’intégrale première de l’énergie cinétique :

ṙ ·
(
r̈ +

µ r

r3 −
∂U

∂r

)
= 0 =

d

dt

(1

2
ṙ 2 − µ

r
− U

)
=⇒ 1

2
ṙ 2 − µ

r
− U = Cte

Cette constante exprime la conservation de l’énergie totale du système et, en formulation hamil-
tonienne, l’hamiltonien est égal à cette constante ; en utilisant les mêmes variables canoniques
(r, ψ, ϑ,R,G,Θ) qu’en§3-12.2, on obtient alors cette expression de l’hamiltonien du problème
perturbé :

H1 =
1

2

(
R2 +

G2

r2

)
− µ

r
− U = H − U

Alors, en appliquant à cet hamiltonien le changement de variables canoniques engendré par
G2, on obtient un nouvel hamiltonienH ′

1 qui a la même valeur que l’ancien :

H ′
1 = H1 = H − U =⇒ H ′

1(t− tp, g, ϑ, h,G,Θ) = h− U(t− tp, g, ϑ, h,G,Θ)

oùU doit maintenant être exprimé en fonction des nouvelles variables. La transformation ca-
nonique(t − tp, h) 7→ (l, L) qu’on a fait ensuite en§3-12.2.3, pour aboutir aux variables de
Delaunay conserve la valeur de cet hamiltonien, qui devient :

H ′′
1 (l, g, ϑ, L,G,Θ) = − µ2

2L2 − U(l, g, ϑ, L,G,Θ)

où U est cette fois exprimé en variables de Delaunay. Enfin, pour éviter les signes “moins”,
on change le signe de l’hamiltonien, ce qui revient à permuter le rôle des variables et de leurs
conjuguées :

H ′′
2 (L,G,Θ, l, g, ϑ) =

µ2

2L2 + U(l, g, ϑ, L,G,Θ) (5.41)
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Les variables de Delaunay du problème képlérien perturbé vérifient donc finalement les équa-
tions d’Hamilton suivantes :

dL
dt =

∂H ′′
2

∂l
dl
dt = −

∂H ′′
2

∂L

dG
dt =

∂H ′′
2

∂g
dg
dt = −

∂H ′′
2

∂G

dΘ
dt =

∂H ′′
2

∂ϑ
dϑ
dt = −

∂H ′′
2

∂Θ

c’est-à-dire encore :
dL
dt =

∂U

∂l
dl
dt = µ2

L3 −
∂U

∂L
dG
dt =

∂U

∂g
dg
dt = −∂U

∂G

dΘ
dt =

∂U

∂ϑ
dϑ
dt = −∂U

∂Θ

(5.42)

Avec les variables canoniques régulières de Poincaré(Λ, ξ, p, λ, η, q) définies en(3.79), on
aurait de même l’hamiltonien du problème képlérien perturbé :

H ′′
3 (Λ, ξ, p, λ, η, q) =

µ2

2Λ2 + U(Λ, ξ, p, λ, η, q) (5.43)

où U doit ici être exprimé en fonction des variables de Poincaré ; ces variables vérifient les
équations d’Hamilton :

dΛ
dt =

∂U

∂λ
dλ
dt = µ2

Λ3 −
∂U

∂Λ
dξ
dt =

∂U

∂η
dη
dt = −∂U

∂ξ

dp
dt =

∂U

∂q
dq
dt = −∂U

∂p

(5.44)

21.4 Equations de Lagrange pour les éléments osculateurs

Ce sont les équations donnant, comme les équations de Gauss, les variations des éléments
osculateurs elliptiques classiques :a, e, i, Ω, ω etM , mais exprimées en fonction des dérivées
partielles deU par rapport aux éléments eux-mêmes. Reprenant la signification des éléments de
Delaunay :

l = M L =
√
µa = na2

g = ω G = L
√

1− e2
ϑ = Ω Θ = G cos i
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on peut différentier ces relations puis utiliser les équations(5.42)pour calculer les variations de
a, e, i, Ω, ω etM . On a en effet :

µa = L2 =⇒ µ da = 2LdL

e2 = 1− G2

L2 =⇒ e de = G2

L3 dL− G
L2 dG

cos i = Θ
G =⇒ sin i di = Θ

G2 dG− 1
G dΘ

On en déduit successivement :

da

dt
=

2L

µ

dL

dt
=

2L

µ

∂U

∂l

}
=⇒

da

dt
=

2

na

∂U

∂M
(5.45)

e
de

dt
=
G2

L3

dL

dt
− G

L2

dG

dt

=
G2

L3

∂U

∂l
− G

L2

∂U

∂g

 =⇒
de

dt
=

√
1− e2
na2e

(√
1− e2 ∂U

∂M
− ∂U

∂ω

)
(5.46)

sin i
di

dt
=

Θ

G2

dG

dt
− 1

G

dΘ

dt

=
Θ

G2

∂U

∂g
− 1

G

∂U

∂ϑ

 =⇒
di

dt
=

1

na2 sin i
√

1− e2

(
cos i

∂U

∂ω
− ∂U

∂Ω

)
(5.47)

dϑ

dt
= −∂U

∂Θ

= −∂U
∂i

∂i

∂Θ

=
1

G sin i

∂U

∂i


=⇒

dΩ

dt
=

1

na2 sin i
√

1− e2
∂U

∂i
(5.48)

dg

dt
= −∂U

∂G

= −∂U
∂e

∂e

∂G
− ∂U

∂i

∂i

∂G

=
G

eL2

∂U

∂e
− Θ

G2 sin i

∂U

∂i


=⇒

dω

dt
=

√
1− e2
na2e

(
∂U

∂e
− e cos i

(1− e2) sin i

∂U

∂i

)

(5.49)
dl

dt
=
µ2

L3 −
∂U

∂L

−∂U
∂L

= −∂U
∂a

∂a

∂L
− ∂U

∂e

∂e

∂L

= −2L

µ

∂U

∂a
− G2

eL3

∂U

∂e


=⇒

dM

dt
= n− 2

na

∂U

∂a
− 1− e2

na2e

∂U

∂e
(5.50)
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Le caractère antisymétrique de ces équations n’est plus aussi apparent que dans les équations
d’Hamilton, mais il existe toujours car, en formulation matricielle et en posantϕ =

√
1− e2,

on a en effet :

da
dt
dM
dt
de
dt
dω
dt
di
dt
dΩ
dt


=



0

n

0

0

0

0


+

1

na2



0 2a 0 0 0 0

−2a 0 −ϕ
2

e 0 0 0

0 ϕ2

e 0 −ϕe 0 0

0 0 ϕ
e 0 − cos i

ϕ sin i 0

0 0 0 cos i
ϕ sin i 0 − 1

ϕ sin i

0 0 0 0 1
ϕ sin i 0





∂U
∂a
∂U
∂M
∂U
∂e
∂U
∂ω
∂U
∂i
∂U
∂Ω


On peut en déduire des équations de Lagrange pour les éléments osculateursa, e, i, Ω,

$ (= Ω + ω) etL (= $ +M). Il faut pour cela d’abord écrire :

L = Ω + ω +M

$ = Ω + ω

Ω1 = Ω

 =⇒



∂U

∂M
=
∂U

∂L

∂L

∂M
=
∂U

∂L
∂U

∂ω
=
∂U

∂L

∂L

∂ω
+
∂U

∂$

∂$

∂ω
=
∂U

∂L
+
∂U

∂$
∂U

∂Ω
=
∂U

∂L

∂L

∂Ω
+
∂U

∂$

∂$

∂Ω
+
∂U

∂Ω1

∂Ω1

∂Ω
=
∂U

∂L
+
∂U

∂$
+
∂U

∂Ω1

On obtient ensuite, en conservant la notationΩ plutôt queΩ1 :

da

dt
=

2

na

∂U

∂L
de

dt
= − ϕ

na2e

(
∂U

∂$
+ (1− ϕ)

∂U

∂L

)
di

dt
= − 1

na2ϕ sin i

(
∂U

∂Ω
+ (1− cos i)

(∂U
∂$

+
∂U

∂L

))
dΩ

dt
=

1

na2ϕ sin i

∂U

∂i

d$

dt
=

1

na2

(
ϕ

e

∂U

∂e
+

1− cos i

ϕ sin i

∂U

∂i

)
dL

dt
= n− 2

na

∂U

∂a
+
ϕ(1− ϕ)

na2e

∂U

∂e
+

1− cos i

na2ϕ sin i

∂U

∂i

(5.51)

On voit que seules les équations donnantda
dt et dLdt sont régulières ene = 0 et i = 0. Pour ob-

tenir des équations toutes régulières, il faut utiliser d’autres éléments, par exemple les variables
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complexesz = e exp
√
−1$ et ζ = sin i

2 exp
√
−1Ω. Pour cela, on écrit d’abord :

dz

dt
=
de

dt
exp

√
−1$ +

√
−1e exp

√
−1$

d$

dt
= z

(1

e

de

dt

)
+

√
−1z

d$

dt

puis
∂U

∂e
=
∂U

∂z

∂z

∂e
+
∂U

∂z

∂z

∂e
=

1

e

(
z
∂U

∂z
+ z

∂U

∂z

)
∂U

∂$
=
∂U

∂z

∂z

∂$
+
∂U

∂z

∂z

∂$
=

√
−1

(
z
∂U

∂z
− z ∂U

∂z

)
On écrit des relations analogues entreζ, ζ, i et Ω. On obtient, mais avec cette foisϕ =√
1− e2 =

√
1− zz :

da

dt
=

2

na

∂U

∂L
dz

dt
=

√
−1 ϕ

na2

[
2
∂U

∂z
+

√
−1

(1 + ϕ)
z
∂U

∂L
+

z

2ϕ2

(
ζ
∂U

∂ζ
+ ζ

∂U

∂ζ

)]
dζ

dt
=

√
−1

2na2ϕ

[
∂U

∂ζ
+

√
−1 ζ

∂U

∂L
− ζ

(
z
∂U

∂z
− z ∂U

∂z

)]
dL

dt
= n− 2

na

∂U

∂a
+

ϕ

na2(1 + ϕ)

(
z
∂U

∂z
+ z

∂U

∂z

)
+

1

2na2ϕ

(
ζ
∂U

∂ζ
+ ζ

∂U

∂ζ

)
(5.52)

Les équations donnantdzdt et dζdt sont évidemment les conjuguées de celles donnantdz
dt et dζdt .

On vérifie que toutes les équations(5.52)sont bien régulières ene = 0 et eni = 0.

21.5 Exemple d’application des équations de Lagrange

Reprenons l’exemple donné en(5.31)relatif au satellite perturbé par le terme enJ2 du po-
tentiel de gravitation de sa planète. La fonctionUJ2 correspondante, exprimée en coordonnées
sphériquesr, α, δ dans le repère galiléen considéré, est donc :

UJ2 = −µJ2
a2

e

r3

(3

2
sin2 δ − 1

2

)
Il s’agit d’abord d’exprimerUJ2 en fonction des éléments osculateursa, e, i, Ω, ω et M . En
utilisant la première des relations(5.30), on obtient :

UJ2 = −µJ2
a2

e

a3

(a
r

)3 (3

4
sin2 i− 1

2
− 3

4
sin2 i cos(2ω + 2w)

)
(5.53)

Il reste à exprimera/r etw en fonction dee et deM , c’est-à-dire à développer ces quantités
en séries de Fourier par rapport àM , avec des coefficients fonctions dee. On a déjà vu ces
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développements dans la partie 3 en(3.146), associés aux coefficients de Hansen ; en effet, il
suffit ici de prendre les développements de(a/r)3, de(a/r)3 cos 2w et de(a/r)3 sin 2w. Avec
la définition des coefficients de Hansen rappelée en(5.40), on obtient :

UJ2(a, e, i,Ω, ω,M) = µJ2
a2

e

a3

{(1

2
− 3

4
sin2 i

)(
X−3,0

0 (e) + 2
∞∑

k=1

X−3,0
k (e) cos kM

)

+
3

4
sin2 i

(
X−3,2

0 (e) cos 2ω +
∞∑

k=1

X−3,2
k (e) cos(2ω + kM)

+
∞∑

k=1

X−3,−2
k (e) cos(2ω − kM)

)}
(5.54)

Les coefficients de HansenXn,m
k (e) se calculent en utilisant le formulaire de Brumberg (cf.

(3.156)à (3.158)) ; cependant pourk = 0, il est ici plus commode de les calculer directement
comme termes indépendants deM dans les développements en série de Fourier des fonctions
(a/r)3 et (a/r)3 cos 2w. En utilisant le changement de variabledM = (1− e2)−1/2(ra)2 dw issu
de la loi des aires (r2 dw = na2

√
1− e2 dt), on obtient en effet :

X−3,0
0 (e) =

1

2π

∫ 2π

0

(a
r

)3
dM

= (1− e2)−1/2 1

2π

∫ 2π

0

a

r
dw = (1− e2)−3/2 1

2π

∫ 2π

0
(1 + e cosw) dw

= (1− e2)−3/2

X−3,2
0 (e) =

1

2π

∫ 2π

0

(a
r

)3
cos 2w dM

= (1− e2)−1/2 1

2π

∫ 2π

0

a

r
cos 2w dw

= (1− e2)−3/2 1

2π

∫ 2π

0
(1 + e cosw) cos 2w dw

= 0

Ainsi, le terme encos 2ω disparaît de l’expression(5.54), et la partieUJ2 indépendante deM
est donc réduite à :

UJ2(a, e, i,−,−,−) = µJ2
a2

e

a3

(1

2
− 3

4
sin2 i

)
(1− e2)−3/2 (5.55)

Plus généralement, on procéderait de la même façon pour calculer le terme indépendant de
M dans la partie enJn du développement du potentiel(4.34); en effet, ce terme a en facteur
(a/r)n+1 avecn > 0, et, après avoir développéPn(sin i sin(ω +w)), son terme indépendant de
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M dépend du calcul des coefficientsX−n−1,m
0 (e) pourm = n, n− 2, n− 4, . . . ,−n+ 2, −n.

Pour cela on écrit :

X−n−1,m
0 (e) =

1

2π

∫ 2π

0

(a
r

)n+1
cosmwdM

= (1− e2)−1/2 1

2π

∫ 2π

0

(a
r

)n−1
cosmwdw

= (1− e2)−n+1/2 1

2π

∫ 2π

0
(1 + e cosw)n−1 cosmwdw

= (1− e2)−n+1/2 1

2π

n−1∑
i=0

Cn−1
i ei

∫ 2π

0
cosiw cosmw dw

(5.56)

Pour intégrer, il reste à exprimer les diverses puissances decosw en fonction des cosinus des
multiples dew. Par exemple, pour le potentiel correspondant au terme enJ4 :

UJ4 = −µJ4
a4

e

a5

(a
r

)5
{(3

8
− 15

8
sin2 i+

105

64
sin4 i

)
+
(15

8
sin2 i− 35

16
sin4 i

)
cos(2ω + 2w) +

35

64
sin4 i cos(4ω + 4w)

}
(5.57)

on trouve les coefficients de Hansen :

X−5,0
0 =

(
1 +

3

2
e2
)

(1− e2)−7/2 ; X−5,2
0 =

3

4
e2 (1− e2)−7/2 ; X−5,4

0 = 0

d’où l’expression du terme indépendant deM dans le développement de Fourier deUJ4 :

UJ4(a, e, i,−, ω,−) = −µJ4
a4

e

a5 (1− e2)−7/2 ×{(
1 +

3

2
e2
) (3

8
− 15

8
sin2 i+

105

64
sin4 i

)
+

3

4
e2
(15

8
sin2 i− 35

16
sin4 i

)
cos 2ω

} (5.58)

Notons que contrairement àUJ2, cette expression dépend deω.

Revenons à la forme générale du potentiel perturbateur enJ2 exprimé en fonction des élé-
ments osculateurs :

UJ2(a, e, i,−, ω,M) = µJ2
a2

e

a3

{(1

2
−3

4
sin2 i

)(
(1− e2)−3/2 + 2

∞∑
k=1

X−3,0
k (e) cos kM

)

+
3

4
sin2 i

( ∞∑
k=1

X−3,2
k (e) cos(2ω + kM)

+
∞∑

k=1

X−3,−2
k (e) cos(2ω − kM)

)}
(5.59)

Notons queΩ n’apparait pas dans cette expression, et donc∂UJ2

∂Ω = 0. On en déduirait assez
facilement les dérivées partielles deUJ2 par rapport àa, i, ω et M . Au contraire, la dérivée

Démontrer l'expression des coefficients de Hansen ci contre, puis la formule (5.58). Trouver de manière analogue l'expression de la partie indépendante de M dans les termes en J_3 et en J_6. 

Démontrer l'expression (5.58) relative à la dérivée des coefficients de Hansen. 
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partielle par rapport àe est plus difficile à obtenir ; on peut en fait expliciter la dérivée des
coefficients de Hansen en fonction d’autres coefficients de Hansen par la formule :

d

de
Xn,m

k (e) =
1

2
(m− n)Xn−1,m+1

k (e)− 1

2
(m+ n)Xn−1,m−1

k (e)

+
m

2(1− e2)
(Xn,m+1

k (e)−Xn,m−1
k (e))

(5.60)

Cette expression s’obtient en dérivant par rapport àe l’expression définissant les coefficients de
Hansen :

Xn,m
k (e) =

1

2π

∫ 2π

0

(r
a

)n
exp

√
−1mw exp−√−1kM dM

et sachant que le formulaire du mouvement képlérien permet de trouver les dérivées der et de
w par rapport àe ; on a en effet d’abord :

r

a
= 1− e cosE =⇒ ∂

∂e

(r
a

)
= − cosE + e sinE

∂E

∂e

M = E − e sinE =⇒ 0 = (1− e cosE)
∂E

∂e
− sinE

r

a
cosw = cosE−e


=⇒ ∂

∂e

(r
a

)
= − cosE − e

1− e cosE
= − cosw

On a ensuite, en prenant la dérivée logarithmique de la relationtan2 w
2 = 1 + e

1− e tan2 E
2 :

dw

sinw
=

dE

sinE
+

de

1− e2
=⇒ ∂w

∂e
=

sinw

1− e2
+

sinw

sinE

∂E

∂e
= sinw

(a
r

+
1

1− e2
)

Si l’excentricitée reste assez petite on peut développer les coefficients de Hansen en séries
entières dee et tronquer ces séries à un certain degré. Le calcul de ces développements polyno-
miaux ene peut se faire en variables complexesX etX̄ (oùX = e exp

√
−1M ) et en utilisant la

méthode vue en§3-13.8. En revenant ensuite aux variablese etM , on obtient le résultat suivant,
au degré 3 ene :

UJ2(a, e, i,−, ω,M) = µJ2
a2

e

a3 ×{(1

2
− 3

4
sin2 i

)(
(1− e2)−3/2 +

(
3e+

27

8
e3
)

cosM

+
9

2
e2 cos 2M +

53

8
e3 cos 3M +O(e4)

)

+
3

4
sin2 i

((
1− 5

2
e2
)

cos(2ω + 2M) +
(
− e

2
+
e3

16

)
cos(2ω +M)

+
(7

2
e− 123

16
e3
)

cos(2ω + 3M) +
17

2
e2 cos(2ω + 4M)

+
e3

48
cos(2ω −M) +

845

48
e3 cos(2ω + 5M) +O(e4)

)}

(5.61)
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Ayant obtenu le développement deUJ2 en fonction des éléments osculateurs classiques, il est
ensuite facile d’en déduire d’autres expressions deUJ2 dans d’autres variables, par exemple
(a, e, i,Ω, $, L) ou les variables canoniques de Delaunay (L,G,Θ, l, g, ϑ). Ainsi, avecω =
$ − Ω etM = L−$, le développement(5.61)devient :

UJ2(a, e, i,Ω, $, L) = µJ2
a2

e

a3 ×{(1

2
− 3

4
sin2 i

)(
(1− e2)−3/2 +

(
3e+

27

8
e3
)

cos(L−$)

+
9

2
e2 cos(2L− 2$) +

53

8
e3 cos(3L− 3$) +O(e4)

)

+
3

4
sin2 i

((
1− 5

2
e2
)

cos(2L− 2Ω) +
(
− e

2
+
e3

16

)
cos(L+$ − 2Ω)

+
(7

2
e− 123

16
e3
)

cos(3L−$ − 2Ω) +
17

2
e2 cos(4L− 2$ − 2Ω)

+
e3

48
cos(L− 3$ + 2Ω) +

845

48
e3 cos(5L− 3$ − 2Ω) +O(e4)

)}

(5.62)

Notons que ce développement est moins simple que le précédent puisqu’il dépend de toutes les
variables, mais il est plus “régulier” : en facteur d’uncos(jL + k$ + lΩ) on trouve au moins
e|k| sin|l| i, et l’on a toujoursj + k + l = 0 (cf. propriété de d’Alembert).

De même, pour exprimerU en éléments de Delaunay, il suffit de remplacera par L2/µ, e

par
√

1−G2/L2, sin2 i par (1− Θ2/G2), ω par g et M par l. Ainsi, par exemple, la partie

UJ2 indépendante de l’anomalie moyenne devient :

UJ2(L,G,Θ,−,−,−) = µ4 J2
a2

e

L3G3

(
− 1

4
+

3

4

Θ2

G2

)
(5.63)

On va maintenant utiliser ces diverses expressions du potentiel dans les équations de La-
grange ou d’Hamilton, et introduire à leur propos des méthodes d’intégration par approxima-
tions successives, appelées encore méthodes de perturbations ; on en profitera pour découvrir
les principales particularités du mouvement d’un satellite perturbé par l’aplatissement de sa
planète.

22 Méthodes de perturbations

Ayant exprimé le potentiel perturbateurU en fonction d’éléments osculateurs, il est assez
facile d’en déduire les variations de ces éléments par les équations de Lagrange relatives à

Vérifier que l'expression (5.61) est bien conforme au développement qu'on obtiendrait avec Maple (Si on dispose de Maple, reconstruire ce développement en utilisant les procédures et les méthodes données dans le fichier DevMC_Duriez.mws) 
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ces éléments (cf. (5.45)à (5.50), ou (5.51)). Ces équations montrent qu’il faut distinguer entre
variables angulairesetvariables métriques, un peu comme on le fait pour les variables et leurs
conjuguées dans les équations canoniques(5.42) : avec les éléments osculateurs classiques,
les variables métriques sonta, e et i, tandis queM , ω et Ω (ou L, $ et Ω) sont les variables
angulaires. Cette distinction provient de ce que les variations dea, e et i ne dépendent que
des dérivées partielles deU par rapport àM , ω et Ω (ou àL, $ et Ω), et qu’inversement, les
variations des variables angulaires ne dépendent que des dérivées partielles deU par rapport
aux variables métriques. Les variables angulaires n’interviennent d’ailleurs dansU qu’à travers
les arguments de fonctions cosinus, sous forme de combinaisons linéaires entières de ces angles
(par exemple, dans(5.61) : jM + 2ω, ou dans(5.62) : jL + k$ + lΩ). Pour représenter les
équations(5.45)à(5.50)de manière compacte, il est donc intéressant de regrouper les variables
métriques dans une matrice colonnex1 et les variables angulaires dans une matrice colonnex2 :

x1 = (xj
1)j=1. .3 =

 ae
i

 et x2 = (xj
2)j=1. .3 =

Mω
Ω

 (5.64)

Alors, la fonction perturbatriceU peut être écrite sous la forme :

U(x1, x2) = ε
(
U0(x1) +

∑
k

Uk(x1) cos(k · x2)
)

(5.65)

où k représente une matrice ligne composé de 3 entiers(j, k, l) de telle sorte que le produit
scalaire(k · x2) soit égal à l’argumentjM + kω + lΩ. Dans(5.65), ε est le petit paramètre
représentatif de la perturbation : on fera par exempleε = J2, mais dansU on pourra mettre
aussi les autres termes enJn de la fonction perturbatrice (bien qu’ils soient alors au moins de
l’ordre deε2) ; quant aux termes enJnp, leurs arguments étant de la formepθ + jM + kω + lΩ
où θ est l’angle de rotation de la planète sur elle-même, on pourra aussi les inclure dansU en
supposant quek est alors un quadruplet d’entiers.

On a séparé dansU la partieU0 indépendante des variables angulaires ; le reste deU ne
contient que des termes périodiques dont les arguments sont des combinaisons de variables
angulaires et dont les coefficients ne dépendent que des variables métriques : on suppose donc
que l’ensemble des tripletsk ne contient pas l’élément(0, 0, 0).

En appliquant les équations de Lagrange et en notantn la matrice colonne de composantes
(n, 0, 0) oùn représente le moyen mouvement osculateur tel quen2a3 = µ, les équations du
mouvement perturbé se présentent sous la forme :

dx1

dt
= ε

∑
k

nP1k(x1) sin(k · x2)

dx2

dt
= n + ε

(
nS (x1) +

∑
k

nP2k(x1) cos(k · x2)
) (5.66)

Notons que le termeS (x1) provient des dérivées partielles deU0 par rapport aux variables
métriques, et que ce terme n’existe que dans les variations des variables angulaires. On aurait
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bien sûr obtenu les mêmes équations en partant des équations de Gauss, et donc, comme dans
les équations(5.34)à (5.39), on a fait ressortir le facteurn présent dans chaque équation. Par
ailleurs, la forme des équations serait la même six2 représentait les anglesL,$ etΩ, ou même
si x1 etx2 représentaient les éléments de Delaunay :x1 = (L,G,Θ) etx2 = (l, g, ϑ). Cependant,
avec des variables canoniques, on utilise volontiers des méthodes de perturbation “canoniques”,
spécifiques à ce type de variables. Avant de voir l’une de ces méthodes, on va développer une
méthode plus classique, valable pour l’étude du mouvement d’un satellite artificiel perturbé par
la non-sphéricité de sa planète, et basée sur des équations exprimées sous la forme(5.66).

22.1 Méthode itérative classique

On se propose de montrer que l’on peut exprimer une solution des équations(5.66)sous la
forme :

xi(t) = x̄i(t) + ∆xi(t) avec i = 1 et 2 (5.67)

c’est-à-dire qu’on pourra aussi écrire : ae
i

 =

 ā+ ∆a
ē+ ∆e
ī+ ∆i

 et

Mω
Ω

 =

 M̄ + ∆M
ω̄ + ∆ω
Ω̄ + ∆Ω

 (5.68)

Les fonctions∆xi sont supposées être de l’ordre deε, bornées quel que soitt et assez petites de-
vantx̄i pour que les fonctions dex1 et dex2 présentes dans(5.66)admettent des développement
de Taylor au voisinage dēx1 et x̄2 qui soient rapidement convergents. On verraà posteriori que
ces conditions sont généralement remplies, les∆xi(t) étant alors en moyenne nuls dans le temps
et lesx̄i représentant la valeur moyenne de la solution. En utilisant cette forme de solution, les
équations deviennent alors :

dx̄1

dt
+
d∆x1

dt
= ε

∑
k

(n̄+ ∆n)P1k(x̄1 + ∆x1) sin (k · (x̄2 + ∆x2))

dx̄2

dt
+
d∆x2

dt
= n̄ + ∆n + ε

[
(n̄+ ∆n) S (x̄1 + ∆x1)

+
∑
k

(n̄+ ∆n)P2k(x̄1 + ∆x1) cos (k · (x̄2 + ∆x2))
] (5.69)

Dans ces équations, conformément à(5.20), le moyen mouvementn(t) = n̄(t)+∆n(t) est relié
au demi-grand axea(t) = ā(t) + ∆a(t) par la troisième loi de Kepler. On a donc :

n̄2
(
1 +

∆n

n̄

)2
ā3
(
1 +

∆a

ā

)3
= n̄2ā3

(
1 +

2∆n

n̄
+

3∆a

ā
+ · · ·

)
= µ (5.71)
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En développant les seconds membres en séries de Taylor, on trouve :

dx̄1

dt
+
d∆x1

dt
= ε

(∑
k

n̄P1k(x̄1) sin(k · x̄2)
)

+ ε
[∑

k

(
∆nP1k(x̄1) + n̄

(∂P1k

∂x1

)
0
·∆x1

)
sin(k · x̄2)

+
∑
k

n̄ (k ·∆x2)P1k(x̄1) cos(k · x̄2)
]

+ · · ·

(5.72)

dx̄2

dt
+
d∆x2

dt
=n̄ + ∆n + ε

(
n̄ S (x̄1) +

∑
k

n̄P2k(x̄1) cos(k · x̄2)
)

+ ε
[
∆n S (x̄1) + n̄

( ∂S
∂x1

)
0
·∆x1

+
∑
k

(
∆nP2k(x̄1) + n̄

(∂P2k

∂x1

)
0
·∆x1

)
cos(k · x̄2)

−
∑
k

n̄ (k ·∆x2)P2k(x̄1) sin(k · x̄2)
]

+ · · ·

(5.73)

Dans ces expressions, une quantité telle que
(
∂S
∂x1

)
0
·∆x1 représente la somme :

3∑
j=1

∂S (x̄1)

∂x̄j
1

∆xj
1.

On n’a écrit ici que les premiers termes du développement de Taylor, correspondant finalement
aux ordres 1 et 2 enε si l’on considère que les quantités∆xi sont elles-mêmes d’ordre 1 enε.

On utilise maintenant la forme de ces équations pour séparer, dans chaquexi, une solution
moyennēxi et des variations périodiques∆xi autour de cette moyenne.

22.1.1 Première approximation

Dans les équations précédentes, on ne conserve que les parties d’ordre 1 enε en faisant
l’hypothèse que∆xi est lui-même d’ordre 1. Alors, on identifie d’abord :

dx̄1

dt
= 0 =⇒

x̄1 = x̄10

= (a0, e0, i0) constant

dx̄2

dt
= n̄ + ε n̄ S (x̄1) = nx2 constant =⇒ x̄2(t) = nx2t+ x̄20

(5.74)

n̄ est ici une constanten0, déduite dēa = a0, de façon à avoir̄n2ā3 = n2
0a

3
0 = µ. Alors, la

relation(5.71)impose qu’à l’ordre 1 enε on ait :

∆n = −3

2

n̄

ā
∆a (5.75)

La matricenx2 comporte maintenant 3 composantes non nulles que l’on notera pour la suite
(nM , nω, nΩ) : la première est d’ordre zéro, commen̄, tandis que les deux autres (vitesses
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angulaires deω et deΩ) sont de l’ordre deε. On identifie ensuite :

d∆x1

dt
= ε

∑
k

n̄P1k(x̄1) sin(k · x̄2)

d∆x2

dt
= ∆n + ε

∑
k

n̄P2k(x̄1) cos(k · x̄2)

(5.76)

Vue la nature des solutions̄x1 et x̄2, ces deux équations s’intègrent facilement terme à terme, et,
comme on a déjà introduit des constantes d’intégration dansx̄1 et x̄2, une solution particulière
suffit (on n’ajoute donc plus de nouvelle constante) :

∆x1(t) = −ε
∑
k

n̄

(k · nx2)
P1k(x̄1) cos(k · x̄2)

∆x2(t) =
∫

∆n dt+ ε
∑
k

n̄

(k · nx2)
P2k(x̄1) sin(k · x̄2)

(5.77)

Dans cette dernière expression, seule la première composante de∆n est non nulle et égale à :
−3n̄

2ā ∆a (où ∆a = ∆x1
1). Dans∆x1

2 (c’est-à-dire dans∆M ), on a donc des termes intégrés
deux fois : ∫

∆n dt =
3

2ā
ε
∑
k

n̄2

(k · nx2)
2 P

1
1k(x̄1) sin(k · x̄2) (5.78)

En résumé, la solution ainsi obtenue comporte une partiex̄i constante ou linéaire ent et
appeléepartie séculaire; elle est d’ordre zéro enε. La partie∆xi est une somme determes pé-
riodiques, donc nulle en moyenne sur un temps infini. Alors, dans les équations(5.66)et (5.67),
les termesS etPik sont aussi appelés respectivementtermes séculaireset termes périodiques.

Remarque.On constate que les solutions∆xi ont toutesε en facteur ; elles sont donc bien de
l’ordre deε à condition qu’en facteur de cetε on n’ait pas une quantité de l’ordre de1/ε. Or,
l’intégration des termes trigonométriques fait intervenir lesdiviseurs(k · nx2) = jnM + knω +
lnΩ ; bien sûr, il faut que ces diviseurs soient tous différents de zéro, et même plus, si l’on veut
que∆xi soit de l’ordre deε, il faut que, quel que soitk , les produits(k · nx2) soient grands
devantε n̄. En outre, comme certains termes subissent une double intégration, donc avec des
diviseurs élevés au carré, il faut même avoir(k · nx1) �

√
ε n̄. Comme on a exclus le triplet

k = (0, 0, 0), cela revient à dire qu’aucune des combinaisons possibles(jnM + knω + lnΩ)
ne doit être très petite par rapport àn̄. Cependant, il peuta priori exister des triplets non nuls
engendrant des combinaisons de l’ordre deε n̄ : il suffit que j soit nul et alorsknω + lnΩ

est bien de l’ordre deε n̄. Ces termes à basse fréquence, dont l’argument ne dépend pas de
M , sont appeléstermes à longue période, tandis que ceux dépendant deM sont par définition
destermes à courte période. En les intégrant comme en(5.77), les termes à longue période
donneraient donc des termes d’ordre zéro dans les solutions∆xi (notons cependant que de tels
termes ne peuvent apparaître dans la partie intégrée deux fois car, étant indépendants deM , ils
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sont automatiquement absents de l’équation donnantda
dt (égal à 2

na
∂U
∂M ) et de sa solution∆a).

Pour qu’ils n’apparaissent pas dans∆xi, on devrait donc exclure les termes à longue période
des seconds membres de(5.76)et les replacer, avec les termes séculaires, dans les équations

(5.74)donnantdx̄i
dt .

En fait, dans le cas de la perturbation parJ2, le seul terme à longue période qu’on pourrait
avoir dansUJ2 est celui dont l’argument est2ω, mais on a vu qu’il est identiquement nul. Donc,
le schéma d’intégration proposé ci-dessus convient et il n’y a pas de terme à longue période
dans cette première approximation si l’on réduit les perturbations à la seule partie enJ2. Ce-
pendant, si en plus de cette partie on considérait la partie correspondant auJ4, on trouverait
un terme encos 2ω (cf. (5.58)) ; toutefois, commeJ4 est généralement de l’ordre deJ2

2 (donc
de l’ordre deε2) et commenω est de l’ordre deε n̄, l’intégration du termēnJ4P (x̄1) cos 2ω̄

donne n̄J4
2nω

P (x̄1) sin 2ω̄, c’est-à-dire finalement une quantité de l’ordre deε. Donc, là encore,
le schéma d’intégration convient, mais il faut noter qu’en général, un terme à longue période
en facteur deεp dans les seconds membres des équations, se retrouve en facteur deεp−1 dans la
solution.

Avant de voir la deuxième approximation, il convient d’examiner l’ordre de grandeur des
perturbations pour justifier l’hypothèse faite sur la petitesse des termes périodiques par rapport
aux termes séculaires. Nous ferons cette justification d’un point de vue pratique, en appliquant
la première approximation trouvée ci-dessus au cas d’un satellite artificiel de la Terre perturbé
uniquement par les termes enJ2 du potentiel de gravitation.

22.1.2 Application au cas de la perturbation par le “J2” de la Terre

La partieUJ2 trouvée en(5.55)s’identifie au termeU0(a, e, i) dans(5.65). La partie séculaire
des équations(5.66)provient des dérivées partielles deU0 par rapport àa, e et i, conformément
aux équations de Lagrange(5.45)à (5.50). Reprenons les équations(5.74)avec les notations
complètes des éléments osculateurs(5.68), et remplaçons dansU0 les éléments par leur valeur
moyenne :

U0 = U0(ā, ē, ī,−,−,−) = µJ2
a2

e

ā3

(1

2
− 3

4
sin2 ī

)
(1− ē2)−3/2

On en déduit les équations de Lagrange “moyennées” :

dā

dt
=

2

n̄ā

∂U0

∂M̄
= 0

dē

dt
=

1− ē2

n̄ā2ē

∂U0

∂M̄
− (1− ē2)1/2

n̄ā2ē

∂U0

∂ω̄
= 0

d̄i

dt
=

1

n̄ā2 sin ī(1− ē2)1/2

(
cos ī

∂U0

∂ω̄
− ∂U0

∂Ω̄

)
= 0

(5.79)
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puis :

dM̄

dt
= n̄− 2

n̄ā

∂U0

∂ā
+

1− ē2

n̄ā2ē

∂U0

∂ē
= n̄+

3

4
n̄J2

a2
e

ā2

(2− 3 sin2 ī)

(1− ē2)3/2

dω̄

dt
=

(1− ē2)1/2

n̄ā2ē

∂U0

∂ē
− cos ī(1− ē2)−1/2

n̄ā2 sin ī

∂U0

∂ī
=

3

4
n̄J2

a2
e

ā2

(4− 5 sin2 ī)

(1− ē2)2

dΩ̄

dt
=

(1− ē2)−1/2

n̄ā2 sin ī

∂U0

∂ī
= −3

2
n̄J2

a2
e

ā2

cos ī

(1− ē2)2

(5.80)

Les variables métriques sont donc constantes en moyenne :

ā = a0 et n̄ = n0 avec n2
0a

3
0 = µ ē = e0 ī = i0 (5.81)

et les variables angulaires sont des fonctions linéaires det :

M̄ = M0 + nM t avec nM = n0 +
3

4
n0J2

a2
e

a2
0

(2− 3 sin2 i0)

(1− e20)3/2

ω̄ = ω0 + nω t avec nω =
3

4
n0J2

a2
e

a2
0

(4− 5 sin2 i0)

(1− e20)2

Ω̄ = Ω0 + nΩ t avec nΩ = −3

2
n0J2

a2
e

a2
0

cos i0
(1− e20)2

(5.82)

(5.83)

(5.84)

Ce sont leséléments moyensde l’orbite du satellite (à l’ordre 1 enJ2). Pour la Terre, avec
J2 ≈ 10−3, on voit que les vitesses angulaires du nœud et du périgée sont environ mille fois
plus petites quen0, vitesse angulaire du satellite sur son orbite. Pour un satellite qui fait 15
tours par jour, le nœud et le périgée tournent donc d’environ5◦ par jour, ce qui n’est pas du
tout négligeable. Pour fixer les idées, pour un satellite terrestre situé à 800 km d’altitude (a0 =

7178 km),n0 est égal à5125◦, 2 par jour tandis que la quantité32 n0J2 a
2
e/a

2
0 vaut6◦, 567 par jour.

C’est aussi la valeur de(nM − n0) ou de nω/2 ou de−nΩ poure0 = 0 et i0 = 0. Il est alors
facile d’en déduirenΩ, nω etnM pour d’autres valeurs dea0, dee0 ou dei0.

Remarque 1. Pour des valeurs fixées dee0 et dei0, ces vitesses diminuent très rapidement
lorsqu’on augmentea0. En effet, elles varient commen0/a

2
0, et donc, pour une autre orbite de

demi-grand axea′0, avecn2
0a

3
0 = µ = n′20 a

′3
0 on a :

n′0
a′20

=
n0

a2
0

(a0

a′0

)7/2
=
n0

a2
0

(n′0
n0

)5/3

Donc, doubler le demi-grand axe revient à diviser ces vitesses par27/2 = 11, 3. On voit bien
ici que la forme de la Terre a de l’influence essentiellement sur les satellites proches. Pour un
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satellite géostationnaire (a0 = 6, 6 ae), on calcule quenΩ est de l’ordre de−50′′ par jour tandis
que pour la Lune (a0 = 60 ae), il vaut seulement−7′′, 5 par an ! (ce très petit mouvement du
nœud de la Lune est d’ailleur masqué par des perturbations analogues provenant de l’action du
Soleil et qui atteignent−190′′ par jour)

Remarque 2. Les vitesses du nœud et du périgée sont inversement proportionnelles au carré
du paramètre moyen de l’orbite :a0(1− e20)
Remarque 3. Suivant le signe denΩ, le nœud moyen (̄Ω) rétrograde ou avance : il rétrograde
pour i0 < 90◦, est fixe pouri0 = 90◦ et avance pouri0 > 90◦. La vitesse de rétrogradation du
nœud est maximum pouri0 = 0, mais alors le nœud est lui-même indéterminé ! C’est donc au
voisinage dei0 = 0 que le nœud est le plus sensible à la perturbation parJ2. Pour des orbites
basses, lorsque l’inclinaisoni0 est voisine de100◦, le nœud avance de 1 tour par an, tout comme
le Soleil autour de la Terre : de tels satellites sont sur une orbite diteorbite héliosynchrone.

Remarque 4. Le périgée avance par rapport au nœud sii0 < i1 = 63◦26′ ou sii0 > 180◦−i1 =
116◦34′ (racines de l’équation :4 − 5 sin2 i = 0). Il est fixe par rapport au nœud pouri0 = i1
ou 180◦ − i1 ; il rétrograde sii0 est compris entre ces deux valeurs. La valeuri1 = 63◦26′ ou
son supplément est appeléeinclinaison critiquecar au voisinage de cette valeur,nω peut être de
l’ordre deJ2

2 , de sorte que si l’on intégrait le termēnJ4P (x̄1) cos 2ω̄ évoqué plus haut comme
un terme à courte période, cela donnerait un terme d’ordre zéro enε. On pourrait rétorquer que
ce terme enJ4 est hors de propos puisqu’on s’intéresse ici aux perturbations par leJ2, mais
on verra que même avec le seulJ2, à la deuxième approximation on trouvera des termes en
n̄J2

2 cos 2ω̄ ; ceux-ci ne peuvent être traités sans tenir compte en même temps du terme analogue
provenant duJ4 . La méthode développée ci-dessus ne doit donc pas être appliquée dans le
voisinage de l’inclinaison critique : il est nécessaire dans ce cas de traiter les termes à longue
période avec les termes séculaires et non avec les termes à courte période.

Remarque 5. Le moyen mouvementnM est égal àn0 pouri0 = 54◦44′ ou125◦16′ (racines de
l’équation :2 − 3 sin2 i = 0). Il est plus petit ou plus grand quen0 suivant quei0 est ou non
entre ces racines. Cependant, comme le moyen mouvement ne s’annulle jamais, il n’y a pas ici
d’inclinaison critique.

Remarque 6. La longitude moyenne “moyenne” :̄L = Ω̄ + ω̄ + M̄ est bien sûr aussi une
fonction linéaire det : L̄ = L0 + nL t, avec

nL = n0

[
1 +

3J2

4

a2
e

a2
0

(
2− 3 sin2 i0

(1− e20)3/2
+

4− 5 sin2 i0 − 2 cos i0
(1− e20)2

)]
(5.85)

La quantiténL est appeléemoyen mouvement moyen.

Evaluons maintenant les termes à courte période provenant des perturbations par leJ2 et
donnés en première approximation par les expressions(5.77)et (5.78), solutions des équations
(5.76). Ces dernières proviennent en fait de l’application des équations de Lagrange sur la par-
tie “périodique” deU , c’est-à-dire dépendant explicitement des variables angulaires. D’après
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(5.59), cette partie s’écrit :

ŨJ2 = µJ2
a2

e

a3

∞∑
k=1

{(
1− 3

2
sin2 i

)
X−3,0

k (e) cos kM +

+
3

4
sin2 i

(
X−3,2

k (e) cos(kM + 2ω) +X−3,−2
k (e) cos(kM − 2ω)

)}
(5.86)

En appliquant les équations de Lagrange(5.45)à (5.50)à ŨJ2, et en y remplaçantµ parn2
0a

3
0 et

les éléments osculateurs par leur valeur moyenne obtenue en(5.81)à (5.84), on trouve alors,
par exemple pour les équations relatives àa et àΩ :

1

a0

d∆a

dt
= −n0 J2

a2
e

a2
0

∞∑
k=1

{(
2− 3 sin2 i0

)
k X−3,0

k (e0) sin kM̄ +

+
3k

2
sin2 i0

(
X−3,2

k (e0) sin(kM̄ + 2ω̄) +X−3,−2
k (e0) sin(kM̄ − 2ω̄)

)}
d∆Ω

dt
=

n0 J2

(1− e20)1/2

a2
e

a2
0

∞∑
k=1

{
− 3 cos i0X

−3,0
k (e0) cos kM̄ +

+
3

2
cos i0

(
X−3,2

k (e0) cos(kM̄ + 2ω̄) +X−3,−2
k (e0) cos(kM̄ − 2ω̄)

)}
puis les solutions :

∆a

a0

= J2
a2

e

a2
0

∞∑
k=1

{(
2− 3 sin2 i0

)
X−3,0

k (e0)
n0

nM

cos kM̄ +

+
3

2
sin2 i0

(
X−3,2

k (e0)
kn0 cos(kM̄ + 2ω̄)

knM + 2nω

+X−3,−2
k (e0)

kn0 cos(kM̄ − 2ω̄)

knM − 2nω

)}
(5.87)

∆Ω =
J2

(1− e20)1/2

a2
e

a2
0

∞∑
k=1

{
− 3 cos i0X

−3,0
k (e0)

n0

knM

sin kM̄ +

+
3

2
cos i0

(
X−3,2

k (e0)
n0 sin(kM̄ + 2ω̄)

knM + 2nω

+X−3,−2
k (e0)

n0 sin(kM̄ − 2ω̄)

knM − 2nω

)}
(5.88)

On constate sur ces exemples que les termes à courte période sont de l’ordre deJ2 et dé-
croissent avec la distance commea−2

0 . Les résultats seraient analogues pour les autres variables.
En développant les coefficients de Hansen en puissances de l’excentricité et en tronquant ces
développements au degré 1, il resterait :

∆a

a0

= J2
a2

e

a2
0

{(
1− 3

2
sin2 i0

)
3e0

n0 cos M̄

nM

+
3

2
sin2 i0

(
2n0 cos(2M̄ + 2ω̄)

2nM + 2nω

+

− e0
2

n0 cos(M̄ + 2ω̄)

nM + 2nω

+
7e0
2

3n0 cos(3M̄ + 2ω̄)

3nM + 2nω

)
+O(e2)

} (5.89)
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∆Ω =
J2

(1− e20)1/2

a2
e

a2
0

{
− 9

2
e0 cos i0

n0 sin M̄

nM

+
3

2
cos i0

(
n0 sin(2M̄ + 2ω̄)

2nM + 2nω

+

− e0
2

n0 sin(M̄ + 2ω̄)

nM + 2nω

+
7e0
2

n0 sin(3M̄ + 2ω̄)

3nM + 2nω

)
+O(e2)

} (5.90)

On obtiendrait aussi directement ces expressions en utilisant les équations de Lagrange avec le
développement tronqué deUJ2 donné en(5.61). Pour un satellite à 800 km d’altitude, on trouve
que l’amplitude du plus gros terme de∆a/a0 est de l’ordre de2 10−3 e0, tandis que dans∆Ω, il
est de l’ordre de5 10−4 cos i0 soit une centaine de secondes de degré. On trouverait des ordres
de grandeur analogues dans les autres solutions. La petitesse de ces termes à courte période
justifie bien les développements de Taylor effectués dans les équations(5.72)et(5.73)et permet
de penser qu’en reportant dans ces équations les solutions∆xi que l’on vient de déterminer, on
pourra amorcer un processus d’itérations rapidement convergent.

Remarque.On peut aussi exprimer sous une forme non développée cette première approxima-
tion des perturbations dues auJ2 : on dispose en effet des expressions(5.34)à (5.39), issues
des équations de Gauss, et qui sont des équations rigoureuses car on n’y a pas développéa/r
ouw en fonction deM . Or, on sait maintenant qu’en première approximation on peut assimiler
a, e, i et ω à des constantesa0, e0, i0 et ω0 (en négligeant les variations de ces éléments, qui
sont de l’ordre deJ2). Alors, en remplaçant dans ces équationsa, e, i etω par ces constantes,
leurs seconds membres ne sont plus que des fonctions der et dew, oùr est lui-même fonction
dew par le formulaire du mouvement képlérien. La loi des aires permet ensuite de considérer
w comme variable indépendante à la place det, en écrivant :r2 dw = n0a

2
0(1 − e20)1/2 dt. Par

exemple, l’équation(5.35)relative àΩ devient :

dΩ

dw
= − 3

2

J2

1− e20

(ae

a0

)2a0

r
cos i0 (1− cos(2ω0 + 2w))

En y remplaçanta0
r par 1 + e0 cosw

1− e20
, on obtient ensuite :

dΩ

dw
= − 3

2

J2

(1− e20)2

(ae

a0

)2
cos i0

(
1 + e0 cosw − cos(2ω0 + 2w) +

− e0
2

cos(2ω0 + w)− e0
2

cos(2ω0 + 3w)
)

et on peut intégrer par rapport àw :

Ω = Ω0 −
3

2

J2 cos i0
(1− e20)2

(ae

a0

)2
w +

− 3

2

J2 cos i0
(1− e20)2

(ae

a0

)2 (
e0 sinw − 1

2
sin(2ω0 + 2w) +

− e0
2

sin(2ω0 + w)− e0
6

sin(2ω0 + 3w)
)

(5.91)

On retrouve la rétrogradation séculaire du nœud obtenue en(5.84), et l’ordre de grandeur des
perturbations périodiques (il faudrait développerw en fonction dee etM pour retrouver exac-
tement l’expression(5.90)). On pourrait procéder de la même façon avec les autres équations
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(5.34)à (5.39)pour trouver les perturbations d’ordre 1 des autres éléments dues auJ2 et ex-
primées sous forme finie en fonction dew ; cependant, cette façon de procéder ne marche qu’à
l’ordre 1 ; elle ne peut pas être itérée et on ne peut donc pas trouver les perturbations d’ordre
supérieur exprimées sous forme finie en fonction dew.

22.1.3 Deuxième approximation

Disposant de la première approximation des solutions∆xi, exprimées en(5.77) et (5.78),
on les reporte dans les développements des équations initiales(5.72)et (5.73). On obtient des
expressions de la forme :

dx̄1

dt
+
d∆x1

dt
= ε

(∑
k

n̄P1k(x̄1) sin(k · x̄2)
)

+

+ ε2
[∑

k

∑
k ′

n̄

(k ′ · nx2)
P

(1)
kk ′(x̄1) sin(k · x̄2) cos(k ′ · x̄2) +

+
∑
k

∑
k ′

n̄

(k ′ · nx2)
P

(2)
kk ′(x̄1) cos(k · x̄2) sin(k ′ · x̄2)

]
+ · · ·

(5.92)

dx̄2

dt
+
d∆x2

dt
=n̄ + ∆n + ε

(
n̄ S (x̄1) +

∑
k

n̄P2k(x̄1) cos(k · x̄2)
)

+

+ ε2
[∑

k ′

n̄

(k ′ · nx2)
P

(3)
k ′ (x̄1) cos(k ′ · x̄2) +

+
∑
k

∑
k ′

n̄

(k ′ · nx2)
P

(4)
kk ′(x̄1) cos(k · x̄2) cos(k ′ · x̄2) +

+
∑
k

∑
k ′

n̄

(k ′ · nx2)
P

(5)
kk ′(x̄1) sin(k · x̄2) sin(k ′ · x̄2)

]
+ · · ·

(5.93)

Les points de suspension représentent des termes de l’ordre deε3 au moins, issus des termes non
explicités du développement de Taylor initial. Rappelons que dans ces sommations, les triplets
k et k ′ sont différents de zéro. Tenant compte des relations :

sin(k · x̄2) cos(k ′ · x̄2) =
1

2
[ sin ((k − k ′) · x̄2) + sin ((k + k ′) · x̄2)]

cos(k · x̄2) cos(k ′ · x̄2) =
1

2
[ cos ((k − k ′) · x̄2) + cos ((k + k ′) · x̄2)]

sin(k · x̄2) sin(k ′ · x̄2) =
1

2
[ cos ((k − k ′) · x̄2)− cos ((k + k ′) · x̄2)]

(5.94)

on voit que la substitution des∆xi dans les équations provoque des combinaisons d’arguments,
engendrant soit des termes séculaires, soit des termes périodiques suivant que le triplet(k ± k ′)
est nul ou non. Cependant, dans l’équation(5.92), comme les termes dépendent du sinus des
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arguments, les combinaisons associées à un triplet nul donnent des termes nuls : tout comme
à l’ordre 1, il n’y a donc pas de terme séculaire dans cette équation à l’ordre 2 et on peut
montrer qu’il n’y en aurait pas non plus aux ordres supérieurs. On peut donc séparer de nouveau
l’équation :

dx̄1

dt
= 0 =⇒

x̄1 = x̄10

= (a0, e0, i0) constants
(5.95 a)

et identifier le second membre de(5.92)à d∆x1
dt .

Au contraire, l’équation(5.93)étant une expression en cosinus des arguments, les triplets
(k ± k ′) nuls engendrent des termes séculaires d’ordre 2 qui viennent s’ajouter à ceux qui
existaient déjà à l’ordre 1. On peut montrer qu’aux ordres supérieurs on obtient encore d’autres
termes séculaires dans cette équation. On peut donc écrire formellement :

dx̄2

dt
= n̄ + ε n̄ S (x̄1) + ε2 n̄ S2(x̄1) + · · · = nx2 constant =⇒ x̄2(t) = nx2t+ x̄20 (5.95 b)

où ε2 n̄ S2(x̄1) représente l’ensemble des termes d’ordre 2 correspondant à un triplet nul. Les
vitesses angulaires (nM , nω, nΩ) obtenues à l’ordre 1, sont donc légèrement modifiées par des
termes d’ordres supérieurs.nM est encore de l’ordre dēn, tandis quenω et nΩ demeurent de
l’ordre deε n̄. Les autres termes du second membre de(5.93), correspondant à des triplets non

nuls, sont ensuite identifiées àd∆x2
dt .

x̄1 étant constant, et̄x2 étant fonction linéaire du temps, l’intégration des expressions iden-

tifiées àd∆x1
dt et d∆x2

dt peut s’effectuer comme à l’ordre 1, sans ajouter de constante d’inté-

gration, pour donner uniquement des termes périodiques. Dansd∆x2
dt , il convient toutefois de

calculer
∫

∆n dt avec une expression de∆n tirée du développement de(5.71) non limité à
l’ordre 1 :

∆n = −3

2
n̄

∆a

ā
+

15

8
n̄
(∆a

ā

)2
+ · · · (5.96)

Parmi les termes périodiques engendrés par combinaisons d’arguments, certains vont être
à longue période : ce sont ceux pour lesquels on a(k ± k ′) = (0, k, l). Ces termes d’ordre 2
vont donc s’intégrer avec un diviseurknω + lnΩ de l’ordre deε n̄. Les termes à longue période
obtenus à l’ordre 2 dans les équations donnent donc de nouveaux termes d’ordre 1 dans leur
solution ; leur amplitude est alors du même ordre de grandeur que les termes à courte période
obtenus à la première approximation. S’ils sont suffisamment petits, ces termes à longue pé-
riode ne nuisent pas à la convergence du processus itératif que l’on a amorcé, et que l’on peut
poursuivre en reportant de nouveau dans les équations(5.72)et (5.73), la solution obtenue dans
cette deuxième approximation. Si certains termes à longue période sont importants au point
de rompre la convergence du processus, et c’est le cas s’il existe par exemplek et l tels que
(knω + lnΩ) soit de l’ordre deε2 n̄, ces termes sont appeléstermes critiqueset il faut changer

la façon de séparer les termes dans les équations : on identifie d’une partdx̄i
dt à l’ensemble des
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termes séculaires et critiques, et d’autre partd∆xi
dt à l’ensemble de tous les autres termes pério-

diques. La manière d’intégrer ces équations est alors plus complexe cardx̄1
dt n’étant plus nul,̄x1

n’est plus constant, et son expression dépend de la nature des termes critiques.

Remarque 1. Dans le cas des perturbations parJ2, la deuxième approximation engendre dans
toutes les équations sauf dans∆a, des termes à longue période enJ2

2 associés à l’argument2ω ;
ces termes ne deviennent critiques qu’au voisinage de l’inclinaison critique. Le fait qu’ils soient
absents de∆a est intéressant car cela évite que ces termes à petit diviseur soient intégrés deux
fois dans la solution∆M (donc avec des petits diviseurs élevés au carré), ce qui compromettrait
la convergence des itérations. Pour traiter convenablement ces termes à longue période enJ2

2 , il
faut considérer aussi les termes analogues issus duJ4 et qui sont du même ordre de grandeur.

Remarque 2. La méthode itérative présentée ici est applicable à de nombreux problèmes de
Mécanique Céleste, dans lesquels on retrouve généralement les distinctions entre termes sécu-
laires, termes périodiques à longue ou à courte période. Alors, si les termes à courte période
d’ordre 1 sont obtenus à la première approximation, les termes à longue période d’ordre 1 ne
sont donnés qu’à l’approximation suivante. Si les termes à longue période sont d’ordre 0, il faut
les traiter avec les termes séculaires ; c’est ce qu’on verra par exemple à propos des perturba-
tions mutuelles de plusieurs planètes ou de plusieurs satellites d’une planète (problème desN
corps).

22.2 Perturbations en variables canoniques : méthode de Von Zeipel

Considérons un système dynamique perturbé à 3 degrés de liberté, décrit par 3 variables
canoniques(x1, x2, x3) et leurs conjuguées(y1, y2, y3) ; notant globalement ces variables par
(x , y), ce système est représenté par un hamiltonienH(x , y). C’est par exemple le cas d’un
satellite perturbé par les harmoniques zonaux du potentiel de sa planète : en variables de De-
launay, on pourrait identifier :x = (L,G,Θ) et y = (l, g, ϑ), et l’hamiltonien serait alors :

H =
µ2

2L2 + UJ2(L,G,Θ, l, g,−) + UJ4(L,G,Θ, l, g,−) + · · · (5.97)

Le premier terme deH représente la partie képlérienne de l’hamiltonien (cf. (5.41)).

On peut généraliser l’expression(5.97)en supposant que l’hamiltonien est développé selon
les puissances d’un petit paramètreε :

H(x , y) = H(0)(x ,−) +
∑
i>0

εiH(i)(x , y)

= H(0)(x ,−) +
∑
i>0

εi
∑
k

H
(i)
k (x ) cos(k · y)

(5.98)

H(0) représente l’hamiltonien d’un problème intégrable, et l’on suppose que chacune des fonc-
tions perturbatricesH(i) est développée en série de termes trigonométriques dont les arguments
sont des combinaisons linéaires entières des variables angulaires composant le vecteury . Le
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vecteurk parcours l’ensemble des triplets d’entiers relatifs(k1, k2, k3) (en fait, dans la suite,
on raisonnera souvent en supposant quex et y représentent les variables de Delaunay). Les
équations canoniques s’écrivent alors vectoriellement sous la forme :

dx

dt
=
∂H

∂y

dy

dt
= −∂H

∂x
(5.99)

Elles ne s’intègrent immédiatement que pourε = 0, devenant alors :

dx

dt
=
∂H(0)

∂y
= 0 =⇒ x = x0

dy

dt
= −∂H

(0)

∂x
= n0(x ) constant =⇒ y = n0(x )t+ y0

(5.100)

Alors, on voit que le problème sera ramené à un cas intégrable si l’on peut transformer l’hamil-
tonien completH par des changements de variables canoniques, de façon à ce que l’hamiltonien
final ne dépende plus des variables angulaires, tout commeH(0) : c’est le but de la méthode de
Von Zeipel.

Le principe de cette méthode est de ainsi de construire, par approximations successives, la
fonction génératrice d’un changement de variables canoniques(x , y) 7→ (x ′, y ′) de telle sorte :

– que ce soit une identité àε près,
– qu’il conserve la valeur de l’hamiltonien,
– que le nouvel hamiltonienH ′ ne dépende plus d’une ou plusieurs des variables angulaires,

au moins jusqu’à un certain ordre enε.

Dans la méthode proposée par Von Zeipel en 1916, on élimine ainsi les variables angulaires
“rapides” qui, comme l’anomalie moyenne, ont une variation d’ordre 0 enε ; cela revient à faire
en sorte que le nouvel hamiltonien ne contienne plus de terme à courte période : on obtient un
hamiltonien “moyennisé” contenant uniquement des termes séculaires et à longues périodes,
et qui permet donc l’étude des mouvements lents ou à longues périodes. Brouwer a montré en
1959 que l’on peut, sous certaines conditions, répéter l’opération pour éliminer de l’hamilto-
nien les variables angulaires restantes (variables “lentes” comme l’argument du péricentre et
la longitude du nœud qui ont des variations de l’ordre deε), le rendant finalement intégrable.
Remarquons que dans le cas de l’hamiltonien(5.97), la longitude du nœud étant déjà absente,
après l’anomalie moyenne, il ne resterait à éliminer que l’argument du péricentre. Pour reve-
nir aux variables initiales, il reste alors à reprendre dans l’ordre inverse les changements de
variables successifs qu’on a généré.

Dans ce qui suit, on va supposer quey1 est une variable “rapide” que l’on va éliminer, et que
y2 et y3 sont des variables “lentes”. Cela revient à supposer queH(0) ne dépend en fait que de
la seule variablex1 :

H(0)(x ,−) ≡ H(0)(x1,−,−,−,−,−)

En effet d’après(5.100), seule la variabley1 est alors une variable “rapide” car possèdant une
variation d’ordre 0 enε (une variable lente aurait une variation d’ordre 1 au moins enε). On
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notera donc en particulier :

n0
1(x1) = −∂H

(0)

∂x1

(5.101)

et les autres composantes den0(x ) sont nulles.

22.2.1 Elimination des termes à courte période

SoitG(x ′, y) la fonction génératrice recherchée ; elle est indépendante du temps (car on veut
H ′ = H) et doit vérifier, d’après(2.25):

3∑
j=1

(xjdyj + y′jdx
′
j) = dG

soit encore, avec des notations évidentes de produits scalaires :

x · dy + y ′ · dx ′ = dG =
∂G

∂y
· dy +

∂G

∂x ′
· dx ′ (5.102)

On a vu, parmi lesexemples du §2-9, que la transformation identique peut être engendrée par
la fonctionGI = y · x ′. Recherchons donc une fonctionG voisine, développée en puissances
deε, sous la forme :

G = y · x ′ +
∑
i>0

εiGi(x
′, y) (5.103)

Compte tenu de(5.102), en différentiant cette expression deG on obtient les relations :

x =
∂G

∂y
= x ′ +

∑
i>0

εi ∂Gi

∂y
et y ′ =

∂G

∂x ′
= y +

∑
i>0

εi ∂Gi

∂x ′
(5.104)

Par ailleurs, l’expression du nouvel hamiltonien est inconnue, mais doit satisfaire l’équa-
tion :H ′(x ′, y ′) = H(x , y). On rechercheH ′ sous la forme suivante, développée commeH en
puissances deε :

H ′(x ′, y ′) =
∑
j≥0

εj H ′(j)(x ′, y ′)

On peut alors écrire l’identité :

∑
j≥0

εj H ′(j)(x ′ , y +
∑
i>0

εi ∂Gi

∂x ′
) ≡ H(0)(x′1 +

∑
i>0

εi ∂Gi

∂y1

,−,−,−,−,−)

+
∑
j>0

εj H(j)(x ′ +
∑
i>0

εi ∂Gi

∂y
, y)
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Développant ces fonctions en série de Taylor au voisinage dey ′ = y ou dex = x ′ et tenant
compte de la forme deH précisée en(5.98), on obtient, jusqu’à l’ordre 2 enε :[

H ′(0)(x ′, y ′)
]
y ′=y

+

+ ε
[∂H ′(0)

∂y ′
· ∂G1

∂x ′
]
y ′=y

+ ε2
[∂H ′(0)

∂y ′
· ∂G2

∂x ′
]
y ′=y

+
ε2

2!

[∂H ′(0)

∂y ′
· ∂G1

∂x ′
](2)

y ′=y
+ · · ·

+ ε
[
H ′(1)(x ′, y ′)

]
y ′=y

+ ε2
[∂H ′(1)

∂y ′
· ∂G1

∂x ′
]
y ′=y

+ · · ·

+ ε2
[
H ′(2)(x ′, y ′)

]
y ′=y

+ · · ·

≡
[
H(0)(x1,−,−,−,−,−)

]
x1=x′1

+

+ ε
[∂H(0)

∂x1

∂G1

∂y1

]
x1=x′1

+ ε2
[∂H(0)

∂x1

∂G2

∂y1

]
x1=x′1

+
ε2

2!

[∂2H(0)

∂x2
1

(∂G1

∂y1

)2]
x1=x′1

+ · · ·

+ ε
∑
k

[
H

(1)
k (x ) cos(k · y)

]
x=x ′

+ ε2
∑
k

[∂H(1)
k (x )

∂x
· ∂G1

∂y
cos(k · y)

]
x=x ′

+ · · ·

+ ε2
∑
k

[
H

(2)
k (x ) cos(k · y)

]
x=x ′

+ · · ·

(5.105)

où
[
∂H ′(0)

∂y ′
· ∂G1

∂x ′
](2)

y ′=y
représente la somme :

3∑
i=1

3∑
j=1

[
∂2H ′(0)

∂y′i∂y
′
j

∂G1

∂x′i

∂G1

∂x′j

]
y ′=y

L’identification des termes d’ordre 0 enε donne :

H ′(0)(x ′, y) = H(0)(x′1,−,−,−,−,−) (5.106)

H ′(0) ne dépend donc pas des variables angulaires et, en conséquence, la deuxième ligne dans
l’expression(5.105)est identiquement nulle.

Ensuite, tenant compte de cette remarque, on identifie, à l’ordre 1 :

H ′(1)(x ′, y) =
∂H(0)(x′1)

∂x′1

∂G1

∂y1

+
∑
k

H
(1)
k (x ′) cos(k · y)

Pour queH ′(1) ne dépende pas de la variabley1, il suffit d’identifierH ′(1) aux termes qui, dans
la somme de droite, ne dépendent pas de cette variable : ces termes correspondent aux triplets

k de la forme(0, k2, k3) ; notantn0
1(x

′
1) = −[∂H

(0)

∂x1
]x1=x′1

, on sépare alors ces deux équations :

H ′(1)(x ′, y) =
∑

k∈{(0,k2,k3)}
H

(1)
k (x ′) cos(k · y)

(5.107)
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n0
1(x

′
1)
∂G1

∂y1

=
∑

k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

H
(1)
k (x ′) cos(k · y)

On en déduitG1 par une intégration terme à terme :

G1(x
′, y) =

∑
k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

H
(1)
k (x ′)

k1n
0
1(x

′
1)

sin(k · y)
(5.108)

Il est inutile d’ajouter à cette solution une fonction arbitraire indépendante dey1. Ainsi, H ′(1)

ne contient pas de termes à courte période, tandis queG1 ne contient que des termes à courte
période.

Les fonctionsH ′(1) etG1 étant ainsi déterminées, on peut calculerH ′(2) etG2 à partir des
termes d’ordre 2 de l’expression(5.105):

H ′(2)(x ′, y) =
∂H(0)

∂x′1

∂G2

∂y1

+
∑
k

H
(2)
k (x ′) cos(k · y) +

+
∑
k

∂H
(1)
k (x ′)

∂x ′
· ∂G1

∂y
cos(k · y) +

+
1

2!

∂2H(0)

∂x′21

(∂G1

∂y1

)2
− ∂H ′(1)(x ′, y)

∂y
· ∂G1

∂x ′

Sachant queG1 [resp.H ′(1)] est somme de termes ensin(k ′ · y) [resp.cos(k ′ · y)], chaque
produit dans le second membre de cette équation se développe encos ((k ± k ′) ·y), donnant des
termes indépendant dey1 chaque fois que(k ±k ′) est de la forme(0, k2, k3). AppelonsF (2)

k (x ′)
le coefficient qui regroupe tous les termes correspondant au même argumentk · y ; l’équation
précédente s’écrit alors :

H ′(2)(x ′, y) =
∂H(0)

∂x′1

∂G2

∂y1

+
∑
k

F
(2)
k (x ′) cos(k · y)

Comme à l’ordre 1, on identifieH ′(2) aux termes indépendants de la variabley1, ce qui revient
à séparer de nouveau cette équation en deux parties :

H ′(2)(x ′, y) =
∑

k∈{(0,k2,k3)}
F

(2)
k (x ′) cos(k · y)

(5.109)

n0
1(x

′
1)
∂G2

∂y1

=
∑

k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

F
(2)
k (x ′) cos(k · y)
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On en déduit alors, comme en(5.108):

G2(x
′, y) =

∑
k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

F
(2)
k (x ′)

k1n
0
1(x

′
1)

sin(k · y)
(5.110)

On procéderait de la même façon pour déterminerH ′(i) etGi jusqu’à un ordrep suffisamment
élevé pour que les ordres supérieurs puissent être considérés comme négligeables. A ce stade
du calcul, le nouvel hamiltonien se présente sous la forme :

H ′(x ′, y ′) =
p∑

i=0

εi [H ′(i)(x′1, x
′
2, x

′
3,−, y2, y3)]y=y ′

= H ′(0)(x′1) +
p∑

i=1

εi
∑

k∈{(0,k2,k3)}
F

(i)
k (x ′) cos(k · y ′)

(5.111)

où les fonctionsF (i)
k (x ′) désignent, à l’ordrei, le coefficient correspondant à l’argumentk · y ′

(on a en particulierF (1)
k (x ′) = H

(1)
k (x ′)). Cet hamiltonien ne dépend donc plus de la variable

y′1 au moins jusqu’à l’ordrep. Dans le même temps, on a construit une fonction génératrice qui
dépend dey1 jusqu’à l’ordrep :

G(x ′, y) =
p∑

i=1

εi
∑

k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

F
(i)
k (x ′)

k1n
0
1(x

′
1)

sin(k · y) (5.112)

En utilisant les expressions(5.104), on obtient les variables initiales sous forme implicite :

x = x ′ +
p∑

i=1

εi
∑

k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

k
F

(i)
k (x ′)

k1n
0
1(x

′
1)

cos(k · y)

y = y ′ −
p∑

i=1

εi
∑

k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0

∂

∂x ′
( F (i)

k (x ′)

k1n
0
1(x

′
1)

)
sin(k · y)

(5.113)

Dans ces expressions,x ′ ety ′ sont solutions des équations d’Hamilton relatives à l’hamiltonien
H ′, indépendant dey′1, donné en(5.111).

Remarque 1. Dans le cas des perturbations d’un satellite artificiel (hamiltonien(5.97) avec
ε = J2), on aboutirait à un hamiltonienH ′ ayant une structure particulière :

H ′(x ′, y ′) = H ′(0)(x′1) + εS ′(1)(x′1, x
′
2, x

′
3,−,−,−) +

p∑
i=2

εi
∑

k∈{(0,k2,k3)}
F

(i)
k (x ′) cos(k · y ′)

(5.114)
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où l’on a bien mis en évidence que la partie d’ordre 1,εS ′(1), est de nature “séculaire” car elle ne
dépend d’aucune des variables angulaires. Cette partie s’identifie en effet à l’expression deUJ2

donnée en(5.63)en fonction des variables de Delaunay et on a montré que cette partie deUJ2,
indépendante de l’anomalie moyenne, est aussi indépendante de l’argument du péricentre. De
plus, comme l’hamiltonien initial ne dépend pas de la longitude du nœud, aux ordres supérieurs
on ak3 = 0 dans chaque terme, soitk · y ′ ≡ k2y

′
2 oùy′2 représente l’argument du péricentre.

Remarque 2. La méthode de Von Zeipel peut s’étendre au cas où l’hamiltonien initial dépend
de plusieurs variables “rapides” (comme avec le problème desN corps de type planétairecf.
§6-25) : elle permet alors d’éliminer tous les termes à courte période dépendant de ces variables.
C’est par exemple le cas où l’hamiltonien d’ordre 0 ne dépend que de deux variablesx1 etx2 ;
leurs conjuguéesy1 et y2 sont alors des variables rapides, dont les variations sont au moins

d’ordre 0 :n0
1 = −∂H

(0)

∂x1
etn0

2 = −∂H
(0)

∂x2
avecH(0) ≡ H(0)(x1, x2,−,−,−,−) (en supposant

que l’on ait toujours 3 degrés de liberté).

Pour éliminery1 ety2, on cherche une fonction génératrice de la même forme qu’en(5.103),
on exprime que le nouvel hamiltonien est égal à l’ancien comme en(5.105), et on identifie ordre
par ordre ; à l’ordre 1, à la place de(5.107), on obtient :

H ′(1)(x ′, y) =
∑

k∈{(0,0,k3)}
H

(1)
k (x ′) cos(k3y3) (5.115)

n0
1

∂G1

∂y1

+ n0
2

∂G1

∂y2

=
∑

k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0 ou k2 6=0

F
(1)
k (x ′) cos(k · y)

On en déduit alors, par intégration terme à terme :

G1(x
′, y) =

∑
k∈{(k1,k2,k3)}

k1 6=0 ou k2 6=0

F
(1)
k (x ′)

k1n
0
1 + k2n

0
2

sin(k · y) (5.116)

On procéderait de la même façon aux ordres supérieurs. Cependant cette séparation des termes à
courte période ne pourra pas se faire s’il existe des entiersk1 etk2 tels que le diviseurk1n

0
1+k2n

0
2

soit si petit que l’amplitude du terme correspondant :εF
(1)
k (x ′)/(k1n

0
1 + k2n

0
2) se retrouve être

d’ordre 0 enε ; de tels termes sont appeléstermes résonnantsou termes critiques; comme on
ne peut pas les retenir dansG1 qui doit être d’ordre 1, ils doivent être inclus dansH ′(1), non
intégrés, avec les termes de(5.115)pour lesquelsk1 etk2 sont tous deux nuls. Ainsi, la méthode
de Von Zeipel permet toujours d’éliminer les termes à courte période, qui sont non résonnants,
mais les éventuels termes critiques se retrouvent finalement dans le nouvel hamiltonien avec les
termes séculaires et ceux à longue période. Le traitement ultérieur de cet hamiltonien est plus
ou moins complexe, suivant la nature de la résonance.
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22.2.2 Elimination des termes à longue période : méthode de Brouwer

Dans le cas où l’hamiltonienH ′(x ′, y ′) a la forme particulière(5.114), on peut appliquer de
nouveau les principes de la méthode de Von Zeipel pour éliminer cette fois les termes à longue
période, c’est-à-dire ceux dépendant dey′2 et y′3. Cependant il faut alors modifier légèrement
la façon de faire les identifications ordre par ordre car les variations dey′2 et y′3 sont au moins
d’ordre 1 enε : jusqu’à l’ordre 1, on peut en effet écrire les équations d’Hamilton :

dy′2
dt

= −ε∂S
′(1)

∂x′2
= εn1

2(x
′
1, x

′
2, x

′
3)

dy′3
dt

= −ε∂S
′(1)

∂x′3
= εn1

3(x
′
1, x

′
2, x

′
3)

(5.117)

où lesx′i sont constants puisqu’on a aussi, à cet ordre,dx′i
dt = 0. Les termes à longue période

que l’on veut éliminer n’interviennent dansH ′ qu’à partir de l’ordre 2.

On cherche donc un nouveau changement de variables(x ′, y ′) 7→ (x ′′, y ′′), par l’intermédi-
aire d’une fonction génératriceG′(x ′′, y ′) telle que l’on ait :

x ′ · dy ′ + y ′′ · dx ′′ = dG′

On va montrer que l’on peut déterminerG′ de telle sorte que le nouvel hamiltonienH ′′ soit égal
à l’ancien et ne dépende plus d’aucune des variables angulaires :

H ′′(x′′1, x
′′
2, x

′′
3,−,−,−) = H ′(x′1, x

′
2, x

′
3,−, y′2, y′3) (5.118)

Pour cela, on développeH ′′ etG′ en puissances deε et on chercheG′ de manière analogue
àG :

G′ = y ′ · x ′′ +
∑
i>0

εiG′
i(x

′′, y ′)

On a alors :

x ′ =
∂G′

∂y ′
= x ′′ +

∑
i>0

εi ∂G
′
i

∂y ′
et y ′′ =

∂G′

∂x ′′
= y ′ +

∑
i>0

εi ∂G
′
i

∂x ′′
(5.119)

Tenant compte de la forme particulière recherchée pourH ′′ et de celle deH ′ donnée en(5.114),
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le développement de Taylor deH ′ au voisinage dex ′ = x ′′ donne, à l’ordre 2 :

H ′′(0)(x ′′,−) + εH ′′(1)(x ′′,−) + ε2H ′′(2)(x ′′,−) + · · ·
≡

[
H ′(0)(x′1,−,−,−,−,−)

]
x′1=x′′1

+

+ ε
[∂H ′(0)

∂x′1

∂G′
1

∂y′1

]
x′1=x′′1

+ ε2
[∂H ′(0)

∂x′1

∂G′
2

∂y′1

]
x′1=x′′1

+
ε2

2!

[∂2H ′(0)

∂x′21

(∂G′
1

∂y′1

)2]
x′1=x′′1

+ · · ·

+ ε
[
S ′(1)(x ′,−)

]
x ′=x ′′

+ ε2
[∂S ′(1)(x ′,−)

∂x ′
· ∂G

′
1

∂y ′
]
x ′=x ′′

+ · · ·

+ ε2
∑

k∈{(0,k2,k3)}

[
F

(2)
k (x ′) cos(k2y

′
2 + k3y

′
3)
]
x ′=x ′′

+ · · ·

(5.120)

A chaque ordre, on identifieH ′′(i) aux termes du second membre qui sont indépendants de
y′2 ety′3 ; les autres termes servent à déterminer les fonctionsG′

i. On obtient successivement :

H ′′(0)(x ′′,−) = H ′(0)(x′′1,−,−,−,−,−)

H ′′(1)(x ′′,−) = S ′(1)(x′′1, x
′′
2, x

′′
3,−,−,−)

(5.121)

∂H ′(0)

∂x′1

∂G′
1

∂y′1
= 0 (5.122)

Cette dernière équation montre queG′
1 est indépendant dey′1. Tenant compte de cette remarque,

on a alors à l’ordre 2 :
H ′′(2)(x ′′,−) =

[
F

(2)
k (x ′′)

]
k=(0,0,0) (5.123)

−∂S
′(1)(x ′′)

∂x′′2

∂G′
1

∂y′2
− ∂S ′(1)(x ′′)

∂x′′3

∂G′
1

∂y′3
=
∂H ′(0)

∂x′′1

∂G′
2

∂y′1

+
∑

k∈{(0,k2,k3)}

k 6=(0,0,0)

F
(2)
k (x ′′) cos(k2y

′
2 + k3y

′
3)

(5.124)

On peut prendreG′
2 indépendant dey′1 puisque tous les autres termes de cette dernière équation

sont eux-mêmes indépendants dey′1. Tenant compte de(5.117), on a alors :

n1
2(x

′′)
∂G′

1

∂y′2
+ n1

3(x
′′)
∂G′

1

∂y′3
=

∑
k∈{(0,k2,k3)}

k 6=(0,0,0)

F
(2)
k (x ′′) cos(k2y

′
2 + k3y

′
3) (5.125)
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G′
1 s’en déduit par intégration terme à terme :

G′
1(x

′
1, x

′
2, x

′
3,−, y′2, y′3) =

∑
k∈{(0,k2,k3)}

k 6=(0,0,0)

F
(2)
k (x ′′)

k2n
1
2 + k3n

1
3

sin(k2y
′
2 + k3y

′
3)

(5.126)

On retrouve ici que les termes à longue période d’ordre 2 donnent, après intégration, des termes
d’ordre 1. On pourrait déterminer de manière analogue les parties d’ordres supérieurs jusqu’à
un ordre suffisant. Il en résulte un hamiltonienH ′′(x ′′,−) conduisant àx ′′ constant et ày ′′

fonction linéaire det, comme en(5.100). Les expressions(5.119)permettent ensuite de revenir
aux variablesx ′ et y ′. Avec l’expression deG′

1 trouvée en(5.126), on obtient les relations
implicites :

x′1 = x′′1

x′i = x′′i +
∑

k∈{(0,k2,k3)}

k 6=(0,0,0)

ε
ki F

(2)
k (x ′′)

k2n
1
2 + k3n

1
3

cos(k2y
′
2 + k3y

′
3) pour i = 2 et 3

y′i = y′′i −
∑

k∈{(0,k2,k3)}

k 6=(0,0,0)

ε
∂

∂x′′i

( F
(2)
k (x ′′)

k2n
1
2(x

′′) + k3n
1
3(x

′′)

)
sin(k2y

′
2 + k3y

′
3) pour i = 1 à 3

(5.127)
Il faudrait encore inverser cette dernière équation pour exprimer lesy′i uniquement en fonction
des constantes composantx ′′ et en fonction des composantes dey ′′, fonctions linéaires ent ;
on pourrait alors exprimer lesx′i en fonction de cesx ′′ et y ′′, puis, par les relations(5.113), on
remonterait aux variables initialesx ety .

Remarque 1. S’il existe des entiersk1 et k2 tels que le diviseurk2n
1
2 + k3n

1
3 soit de l’ordre

de ε ou même plus petit, le terme correspondant ne peut pas être intégré comme on l’a fait
en (5.127)pour être ensuite inclus dansG′

1. On se trouve alors devant un terme critique ou
résonnant, comme dans laremarque 2 du paragraphe précédent, mais la résonance se faisant
cette fois entre des variables lentes (on parle alors de résonance séculaire). Ces termes critiques,
s’ils existent, nécessitent un traitement spécial : ils sont exclus deG′

1 et inclus, non intégrés,
dansH ′(1). Ainsi, dans le cas du satellite artificiel perturbé par les harmoniques zonaux de sa
planète, commek3 est nul dans chaque terme, les termes critiques correspondent àn1

2 plus petit
queε. Or, avecεS ′(1) qui s’identifie à l’expression deUJ2 donnée en(5.63), et avecx2 ≡ G et
x3 ≡ Θ = G cos i, l’équation(5.117)donne :

εn1
2 = −∂UJ2

∂G
=

3

4
µ4 J2

a2
e

L3G4

(
5
Θ2

G2 − 1
)

Cette vitesse angulaire s’annulle pourcos2 i = 1/5, soit pouri = 63◦26′ ou i = 116◦34′

(cf. (5.83)). On retrouve l’inclinaison critique au voisinage de laquelle la méthode de Brouwer
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présentée ici n’est plus valable : les termes encos 2ω (ou ici encos 2y2) ne peuvent pas être éli-
minés de l’hamiltonien et l’intégration des équations d’Hamilton au voisinage de l’inclinaison
critique nécessiterait de recourir aux fonctions elliptiques. . .

Remarque 2. Lorsque l’on compare les deux méthodes de perturbation présentées dans ce
paragraphe, on voit que la méthode itérative nécessite de faire le développement de Taylor
du second membre de chaque équation, soit 6 développements pour le problème du satellite
artificiel ; en revanche, en variables canoniques, on n’a besoin de ne développer qu’une seule
fonction — l’hamiltonien — mais en contrepartie, la forme analytique de celui-ci est souvent
plus complexe que celle des seconds membres exprimés en variables osculatrices classiques ;
par ailleurs, il y a un autre inconvénient : pour revenir aux variables initiales, on ne dispose que
d’expressions implicites qu’il faut inverser. Néammoins, l’intérêt des méthodes de perturbation
en variables canoniques est important, d’autant plus que des méthodes plus performantes que
celle de Von Zeipel existent mais dépassent le cadre de ce cours ; disons seulement leur principal
avantage : en utilisant des développements en séries de Lie à la place des séries de Taylor,
on peut, au lieu de(5.113), construire des changements de variables canoniques qui soient
explicites; il est alors beaucoup plus facile de revenir aux variables initiales.
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Sixième partie

Le problème desN corps

Cette partie concerne l’étude du mouvement deN masses ponctuellesmi repérées par des
pointsPi et animées sous l’effet de leur attraction mutuelle. On peut aussi considérer que cela
concerne les interactions gravitationnelles deN solides ayant leur masse répartie avec une sy-
métrie sphérique : On sait en effet que le champ de gravitation de chaque sphère est alors
équivalent à celui d’une masse ponctuelle, égale à la masse totale de cette sphère et placée en
son centre. Dans toute la suite, pour des raisons de commodité de notation que l’on comprendra
plus loin, en faisantN = n + 1, on numérotera cesN corps de 0 àn : Ainsi P0, P1, . . . Pn

auront pour masses respectivesm0,m1, . . . mn.

23 Mise en équations du problème desN corps

LesN corps sont isolés dans l’espace, de sorte que dans un repère galiléenRO d’origineO,
les équations du mouvement s’écrivent :

mk
d2OPk

dt2
=

k−1∑
i=0

Kmimk

|PkPi|3
PkPi +

n∑
i=k+1

Kmimk

|PkPi|3
PkPi k = 0, . . . , n (6.1)

Dans la partie 3, on a vu en détails que pourN = 2 (cf. (3.1)), ces équations s’intègrent,
aboutissant au mouvement képlérien des 2 corps. En fait, pourN supérieur ou égal à 3, ces
équations n’ont pas de solution générale. On sait seulement construire certaines solutions parti-
culières, ou des solutions approchées, valables sur un intervalle de temps limité. On ne va donc
pas aborder dans ce cours l’étude générale du problème desN corps, mais seulement certaines
de ses applications au système solaire : On va voir notamment dans quelles circonstances le
problème des 3 corps peut se réduire à celui de perturbations de mouvements képlériens. Par
extension, on en déduira que le problème den planètes tournant autour du Soleil peut être
d’abord représenté parn problèmes de 2 corps (Soleil-planète), chacun de ces problèmes étant
ensuite perturbé par la présence des autres planètes. On pourra alors appliquer à ces problèmes
les méthodes de perturbationsintroduites dans la partie 5. Avant cela, il convient cependant
d’examiner quelques unes des propriétés générales du problème desN corps.

23.1 Intégrales premières

Le problème desN corps est représenté parN équations différentielles du second ordre ;
c’est donc un système d’équations scalaires d’ordre6N . Montrons qu’il existe 10 intégrales
premières scalaires, qui permettraient donc de le réduire à un système d’ordre6N − 10.
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On a d’abord 6 intégrales premières qui proviennent du mouvement rectiligne et uniforme
deG, centre de masse desN corps. En effet, le système étant supposé isolé, la somme de toutes
les interactions mutuelles est nulle(cf. (4.3)) ; on a donc :

n∑
k=0

mk
d2OPk

dt2
= 0 = M

d2OG

dt2
(6.2)

oùM représente la masse totale desN corps. On a alorsOG = OG0 +VGt oùOG0 etVG sont
deux vecteurs constants représentant 6 constantes d’intégration scalaires. On pourrait réduire
le problème à celui deN − 1 corps, déterminant le mouvement deP1, P2, . . . Pn autour deG et
déduisant celui deP0 de la relation :

m0 GP0 = −
n∑

i=1

miGP i (6.3)

On a ensuite 3 intégrales premières données par le théorème du moment dynamique appliqué
à un système isolé :

n∑
k=0

OPk ∧mk
d2OPk

dt2
= 0 =

d

dt

( n∑
k=0

OPk ∧mk
dOPk

dt

)
Le moment cinétique enO du système desN corps est donc un vecteur constant. Le repère

d’origineG en translation par rapport àRO étant aussi galiléen, le moment cinétique enG est
aussi constant :

n∑
k=0

GPk ∧mk
dGPk

dt
= C (6.4)

Le plan orthogonal enG au vecteurC est appeléplan invariabledu système desN corps. C’est
dans ce plan fixe que s’effectueraient le mouvement de tous lesPk si à l’instant initial, tous les

vecteurs position et vitesseGPk et dGPk
dt étaient coplanaires,C étant alors orthogonal à ce

plan commun.

On a enfin l’intégrale première de l’énergie cinétique :

n∑
k=0

mk
d2OPk

dt2
· dOPk

dt
=

n∑
k=0

n∑
i=0 (i6=k)

Kmimk

|PkPi|3
PkPi ·

dOPk

dt

=
n−1∑
k=0

n∑
i=k+1

Kmimk

|PkPi|3
PkPi ·

(dOPk

dt
− dOP i

dt

)

Avec d
dt(OPk −OP i) = − d

dtPkPi, on en déduit :

d

dt

n∑
k=0

1

2
mk

(dOPk

dt

)2
=

d

dt

n−1∑
k=0

n∑
i=k+1

Kmimk

|PkPi|

 (6.5)

Montrer, à partir des équations (6.1), qu'on a bien l'intégrale première du moment cinétique. 
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soit, en notantT l’énergie cinétique desN corps etU leur énergie potentielle :

T + U = h avec U = −
n−1∑
k=0

n∑
i=k+1

Kmimk

|PkPi| (6.6)

La constanteh représente l’énergie totale du système, qui est conservée au cours du temps.

En tenant compte des constantesC et h, on pourrait réduire encore l’ordre du système dif-
férentiel de 4 unités (en exprimant 4 des variables de position ou de vitesse en fonction de ces
4 constantes scalaires). En fait on explicite rarement cette réduction d’ordre car cela détruit les
symétries présentes initialement dans les équations.

Remarque . Si l’on ne peut résoudre analytiquement le problème desN corps, on peut toujours
au moins, par l’intégration numérique, trouver une solution particulière discrète correspondant
à des conditions initiales données, et valable sur un intervalle de temps fini ; les intégrales pre-
mières peuvent alors servir pour contrôler l’évolution des erreurs numériques (de troncature et
d’arrondi) qui se propagent lors des “pas” successifs de l’intégration : Les expressions(6.4)et
(6.6)notamment doivent conserver une valeur constante tout le long de l’intégration numérique.

23.2 Réduction à un problème deN − 1 corps

On a déjà évoqué la possibilité de cette réduction dans leparagraphe précédent, après avoir
obtenu le mouvement rectiligne et uniforme du pointG, centre de masse desN corps. En posant
uk = GPk, la relation(6.3)devient :

u0 = −
n∑

k=1

mk

m0

uk (6.7)

Comme le système est isolé, un repère en translation d’origineG est galiléen, et l’on peut écrire
les équations(6.1)pourk = 1 àn sous la forme :

d2uk

dt2
= Km0

u0 − uk

|u0 − uk|3
+

n∑
i=1 (i6=k)

Kmi
ui − uk

|ui − uk|3
(6.8)

On pourrait alors, dans le premier terme, remplaceru0 par son expression(6.7). Cependant,
les n équations qu’on obtiendrait ainsi sont toutes moins simples que les équations initiales,
de sorte qu’elles sont très rarement utilisées. On préfère le plus souvent étudier le mouvement
relatif des pointsPk par rapport à l’un d’entre eux, d’autant plus que les seconds membres des
équations initiales(6.1) ou (6.8) ne dépendent que des positions relatives desPk. Choisissons
P0 comme corps de référence et posons :

rk = P0Pk = uk − u0 (6.9)

AvecPkPi = ui − uk = ri − rk, on déduit alors des équations(6.8) :

d2rk

dt2
=
d2uk

dt2
− d2u0

dt2
=

n∑
i=0 (i6=k)

Kmi
ri − rk

|ri − rk|3
−

n∑
i=1

Kmi
ri − r0

|ri − r0|3
(6.10)
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Mais on a en particulierr0 = 0, de sorte que cette équation devient, pourk = 1 àn :

d2rk

dt2
= −K(m0 +mk)

rk

|rk|3
+

n∑
i=1 (i6=k)

Kmi

(
ri − rk

|ri − rk|3
− ri

|ri|3

)
(6.11)

Ces équations décrivent le mouvement desPk dans un repère de directions fixes et d’origine
P0 (ce repère est en translation non rectiligne et non uniforme, ce qui justifie les termes en
Kmi ri/|ri|3 représentant l’accélération d’entraînement deP0 due à la présence dePi). Le choix
deP0 comme référence pour le mouvement desPk est arbitraire, mais on prend généralement
le corps ayant la masse la plus élevée.

En supposant qu’on puisse résoudre cesn équations différentielles, on pourrait obtenir
ensuite le mouvement absolu desPk autour deG, puisqu’on auk = rk + u0 et m0u0 =
−∑n

k=1mkuk, dont on déduit :

u0 = −
n∑

k=1

mk

M
rk avec M =

n∑
k=0

mk puis : uk = rk −
n∑

i=1

mi

M
ri

Remarque.Le premier terme du second membre de l’équation(6.11)représente une accéléra-
tion képlérienne : Alors, si l’on peut trouver des situations où, dans l’équation relative à chaque
Pk, les autres termes restent petits devant ce premier terme, on pourra traiter le problème des
N corps commeN − 1 problèmes képlériens perturbés. Concernant le mouvement autour de
G, dans le second membre de l’équation(6.8), on pourrait aussi mettre en évidence un terme
képlérien en−µuk/|uk|3, mais au prix de développements assez lourds (développements en
puissances des rapports de massesmi

m0
à condition que ces rapports soient petits par rapport à

1).

23.3 Equations exprimées en fonction du gradient d’un potentiel

On peut exprimer les équations du mouvement absolu desN corps en fonction de leur éner-
gie potentielleU , explicitée en(6.6). Les équations(6.1)peuvent en effet s’écrire aussi sous la
forme :

mk
d2uk

dt2
= −gradkU pour k = 0, . . . , n (6.12)

où la notationgradkU signifie que l’on prend le gradient deU au pointPk ; autrement dit, si
(xk, yk, zk) désignent les coordonnées cartésiennes dePk (ou composantes deuk), on a :

gradkU =
∂U

∂uk

=
( ∂U
∂xk

,
∂U

∂yk

,
∂U

∂zk

)
Etant donnée l’expression deU en fonction de ces coordonnées :

U = −
n−1∑
j=0

n∑
i=j+1

Kmimj

[(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 + (zi − zj)
2]1/2

(6.13)



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 175

sur lesn(n+1)/2 termes de cette somme, seuls lesn termes qui dépendent dePk interviennent
dans le calcul du gradient enPk ; on obtient par exemple :

∂U

∂xk

= −
n∑

i=0 (i6=k)

Kmimk(xi − xk)

[(xi − xk)
2 + (yi − yk)

2 + (zi − zk)
2]3/2

et des expressions analogues pour∂U
∂yk

et ∂U∂zk
; ce sont bien les composantes du vecteurmk

d2GPk

dt2
obtenues dans l’équation(6.1).

De la même façon, les équations(6.11)du mouvement relatif desn corpsP1, . . . , Pn par rap-
port àP0 peuvent s’exprimer en fonction du gradient d’un certain potentiel. En effet,(Xk, Yk, Zk)
désignant les composantes derk, et (∂/∂Xk, ∂/∂Yk, ∂/∂Zk) celles du gradient enPk, noté de

nouveaugradk = ∂
∂rk

, on vérifie aisément que ces équations se mettent sous la forme :

d2rk

dt2
= −K(m0 +mk)rk

|rk|3
+ gradkVk pour k = 1, . . . , n (6.14)

avec :

Vk =
n∑

i=1 (i6=k)

Kmi

(
1

|ri − rk|
− ri · rk

|ri|3

)
(6.15)

Remarque 1. Au contraire des équations(6.14), les équations(6.12)induisent une formulation
canonique. En effet, pour avoir des équations sous forme canonique, il faut expliciter un jeu
de variables conjuguées, tirées d’un hamiltonien, fonction scalaire représentant la dynamique
de l’ensemble desN corps. Or, on constate en(6.12)que les équations du mouvement absolu
desN corps sont construites à partir du gradient d’une seule fonctionU , tandis que celles
du mouvement relatif (explicitées en(6.14)) utilisent le gradient den fonctionsVk distinctes.
Les fonctionsVk ne permettent pas de construire un hamiltonien, mais, dans le mouvement
absolu, il y a un hamiltonien évident :H = T + U [cf. (6.6)]. Avec T = 1

2
∑n

k=0mku̇
2
k ,

les équations d’Hamilton sont relatives aux variables canoniquesuk = (xk, yk, zk)k=0,...,n et à

leurs conjuguées̃uk = (x̃k, ỹk, z̃k)k=0,...,n définies par :̃uk = ∂T
∂u̇k

= mku̇k, soit encore :̃xk =

∂T
∂ẋk

= mkẋk et des expressions analogues avecyk et zk. Après avoir expriméH = T + U en

fonction de ces variables, on obtient les équations canoniques suivantes, équivalentes à(6.12):

duk

dt
=
∂H

∂ũk

et
dũk

dt
= −∂H

∂uk

Remarque 2. Une autre façon de mettre le problème desN corps sous forme canonique,
consiste à adopter lescoordonnées de Jacobi: Considérant lesN corps dans un certain ordre,
par exempleP0, P1, . . . , Pn, on prend comme variables les vecteursv1 = P0P1, v2 = G1P2

oùG1 est le centre de masse deP0 etP1, puisv3 = G2P3 oùG2 est le centre de masse des 3

En posant r0=u0 et rk=uk-u0 pour k non nul, on peut écrire matriciellement R=AU où R et U sont les matrices colonnes d'éléments (r0, r1,.., rn) et (u0, u1,..., un). Expliciter la matrice A et son inverse B (permettant d'écrire U=BR). On note U* la matrice colonne des variables conjuguées des éléments de U. Le changement de variables (U,U*)-->(R,R*) où R*=(tB)U* est canonique (tB est la transposée de B). Exprimer l'hamiltonien du problème des 3 corps dans ces nouvelles variables (appelées "variables héliocentriques canoniques" quand elles sont appliquées au système solaire). 
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premiers corps, et ainsi de suite jusqu’àvn = Gn−1Pn oùGn−1 est le centre de masse desn− 1
premiers corps. En posant :

µk =
k∑

j=0

mj

on obtient facilement les relations suivantes entre lesvi et lesri :

v1 = r1 et pouri > 1 : vi = ri −
1

µi−1

i−1∑
j=1

mjrj ; ri = vi +
i−1∑
j=1

mj

µj

vj

puis, tenant compte de(6.7)et (6.9), on obtient ces relations entre lesvi et lesui :

vi = ui −
1

µi−1

i−1∑
j=0

mjuj et pouri ≥ 0 : ui = vi −
n∑

j=i

mj

µj

vj

L’énergie cinétiqueT desN corps dans leur mouvement absolu dépendait desn + 1 vitesses
u̇i ; elle se transforme alors en une expression ne dépendant plus que desn variablesv̇j :

T =
1

2

n∑
j=1

µj−1

µj

mj v̇
2
j

Par ailleurs, dans l’énergie potentielleU donnée en(6.6), les distances|PkPi| = |ri − rk|
s’expriment en fonction de l’ensemble desvj (et aussi des masses). L’hamiltonienH = T + U
s’exprime donc en fonction de2n variables canoniques vectorielles : lesvj et leurs conjuguées

ṽj = ∂T
∂v̇j

(ou en fonction des6n variables canoniques que sont les composantes cartésiennes

de ces2n vecteurs). Ainsi, le paramétrage de Jacobi permet à la fois de réduire l’ordre du
système différentiel et de donner des équations sous forme canonique. Cependant, comme les
distances mutuelles desPi sont ici des fonctions des masses d’autant plus compliquées quen
est grand ; aussi, c’est surtout dans le problème des 3 corps que l’on trouve l’utilisation pratique
des variables de Jacobi.

24 Introduction au problème des 3 corps

Avant d’aborder l’étude du mouvement deN corps dans le système solaire (le Soleil, les
planètes et leurs satellites), il convient de voir quelques propriétés du fameux problème des 3
corps. Des générations de mécaniciens célestes se sont attaquées à ce problème sans en venir
à bout tant il est riche en difficultés de toutes sortes et l’on découvre encore aujourd’hui des
propriétés nouvelles (orbites périodiques, résonances, régularisation des collisions, chaos lié à
la non-intégrabilité des équations,. . .).

Nous n’utiliserons pas ici le paramétrage de Jacobi, mais considérerons simplement les mou-
vements relatifs deP1 et deP2 par rapport àP0 ; en posantrk = P0Pk, ces mouvements sont

Déterminer l'hamiltonien du problème des 3 corps en variables de Jacobi. 
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décrits par les équations(6.11), particularisées ici au casn = 2 :

d2r1

dt2
= −K(m0 +m1)

r1

|r1|3
+Km2

(
r2 − r1

|r2 − r1|3
− r2

|r2|3

)
(6.16)

d2r2

dt2
= −K(m0 +m2)

r2

|r2|3
+Km1

(
r1 − r2

|r1 − r2|3
− r1

|r1|3

)
(6.17)

Ces équations se simplifient un peu si, par exemple, la massem2 est négligeable par rapport à
m0 et àm1 : En annullantm2, le mouvement deP1 devient képlérien et il ne reste à étudier que
l’équation(6.17); c’est alors leproblème restreint des 3 corps(ou problème restreint circulaire
si le mouvement deP1 est circulaire). Pour le moment, nous considérerons cependant que les 3
masses sont quelconques.

Rappelons encore que le choix deP0 comme référence pour les mouvements deP1 etP2 est
arbitraire : On peut tout aussi bien choisirP1 pour repérer le mouvement deP2 ; pour cela, en
soustrayant membre à membre les équations(6.17)et (6.16), on obtient alors :

d2

dt2
(r2 − r1) = −K(m1 +m2)

r2 − r1

|r2 − r1|3
+Km0

(
r1

|r1|3
− r2

|r2|3

)
(6.18)

Bien sûr, l’équation qui donne le mouvement deP0 par rapport àP1 n’est autre que(6.16)
changée de signe. Notons que dans tous les cas, chacune des équations(6.16)à (6.18)présente
une partie képlérienne et une partie non képlérienne, et que pour des massesm0, m1 et m2

données, il suffit de considérer 2 de ces 3 équations.

Avant de voir dans quelles circonstances le problème des 3 corps peut être considéré comme
une superposition de problèmes képlériens perturbés, examinons certaines situations où ce pro-
blème est intégrable : elles correspondent en fait à des positions d’équilibre relatif.

24.1 Positions d’équilibre – Points de Lagrange

Les équations du mouvement des 3 corps admettent 5 solutions d’équilibre relatif, c’est-
à-dire des situations où les rapports des distances mutuelles sont constants : Dans 2 de ces
solutions, les 3 corps, restent équidistants les uns des autres (ils sont donc à tout instant aux
sommets d’un triangle équilatéral), tandis que dans les 3 autres, les 3 corps restent constamment
alignés avec des rapports de distance constants. Nous allons montrer que dans ces 5 situations,
P1 etP2 décrivent autour deP0, des mouvements képlériens coplanaires et de même foyerP0.

Les solutions “équilatérales” s’obtiennent en écrivant que dans les équations(6.16)et(6.17),
on a à tout instant :|r1| = |r2| = |r1 − r2| ; on obtient alors :

d2r1

dt2
= −K(m0 +m1 +m2)

r1

|r1|3

d2r2

dt2
= −K(m0 +m1 +m2)

r2

|r2|3

(6.19)
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P0
P1

P2

β

β

Or, ces deux équations peuvent être satisfaites en même temps siP1 etP2 décrivent chacun
autour deP0 des coniques coplanaires de même foyerP0, de même demi-grand axe et de même
excentricité, bref des coniques égales mais déduites l’une de l’autre par une rotation de±60◦

autour deP0 ; alors, comme la constante d’attractionµ = K(m0 +m1 +m2) est la même pour
les 2 équations képlériennes(6.19), les mouvements sur ces deux coniques se feront de façon
synchrone (en particulier avec la même période si les 2 mouvements sont elliptiques) : Il suffit
pour cela qu’au départP1 et P2 forment avecP0 un triangle équilatéral et que leurs vitesses
ṙ1 et ṙ2 vérifient : |ṙ1| = |ṙ2| et r1 ∧ ṙ1 = r2 ∧ ṙ2 ; autrement dit, à cet instant, les vitesses
sont égales et forment entre elles le même angle de60◦ que les rayon-vecteurs ; ces conditions
initiales suffisent pour donner des mouvements képlériens identiques, coplanaires, simplement
décalés de60◦ l’un de l’autre.

Si ces mouvements sont circulaires,P1 etP2 parcourent le même cercle, de centreP0, avec 2
dispositions possibles des 3 corps, l’une correspondant au cas oùP2 est en avance de60◦ surP1,
et l’autre, au cas où il est en retard de ce même angle. Dans un repèreP0ijk0 tournant avecP1

autour deP0k0 (le vecteurP0P1 y est donc fixe, par exemple sur l’axeP0i ), le pointP2 est alors
également fixe, dans le planP0ij , au troisième sommet de l’un des 2 triangles équilatéraux que
l’on peut construire sur le côtéP0P1 dans ce plan. Les 2 positions d’équilibre correspondantes
sont lespoints de LagrangeappelésL4 etL5. Si la massem2 est négligeable devantm0 etm1

(problème restreint circulaire), on peut montrer que les positions deP2 enL4 ou enL5 sont
stables (au sens de l’existence de petits mouvements dans leur voisinage) si les massesm0 et
m1 vérifient :m0

m1
> (25 +

√
621)/2.

Dans le système solaire, on rencontre plusieurs de ces situations d’équilibre au voisinage
de points de Lagrange : On trouve d’abord de nombreuses petites planètes qui se maintiennent
sensiblement à égales distances du Soleil et de Jupiter, précédant ou suivant cette planète d’en-
viron 60◦ dans son mouvement héliocentrique ; on peut montrer en effet que chacune de ces
petites planètes forme avec le Soleil et Jupiter un problème de 3 corps, les autres planètes ne
les perturbant pas suffisamment pour détruire la stabilité de cet équilibre (la condition de sta-

Dans le cadre du problème restreint circulaire, développer les équations du mouvement d'une particule au voisinage du point de Lagrange L5 dans le repère tournant. En notant (x,y) les (petits) écarts à cette position dans le plan du mouvement, linéariser les équations et retrouver la condition de stabilité des petits mouvements énoncée ci contre. 
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bilité : m�/mjup = 1047 est bien vérifiée) ; ces petites planètes qui accompagnent Jupiter sont
appeléesplanètes “troyennes”car on leur a donné des noms des héros de la guerre de Troie :
Achille, Ulysse, Ajax, Nestoretc.Par ailleurs, on sait depuis 1980 que Téthys et Dioné, 2 parmi
les 8 gros satellites de Saturne,“possèdent” aussi 3 petitssatellites coorbitauxdans le voisinage
de leurs points de Lagrange : Telesto et Calypso accompagnent Téthys aux environs des points
respectifsL4 et L5 du système Saturne-Téthys, tandis que Hélène suit Dioné au environs du
pointL4 du système Saturne-Dioné.

Quant aux solutions d’équilibre “alignées”, on les obtient en écrivant que dans les équations
(6.16)et (6.17)on a à tout instant :r2 = αr1 où α est une constante ; alors, avecr1 − r2 =
(1− α)r1, on obtient :

d2r1

dt2
= −K

(
m0 +m1 +m2

( α

|α|3
+

1− α
|1− α|3

)) r1

|r1|3

d2r2

dt2
= −K

(
m0 +m2 +m1

|α|3

α

(
1− 1− α
|1− α|3

)) r2

|r2|3

(6.20)

Pour avoirr2 = αr1, et donc̈r2 = αr̈1, il faut encore que les coefficients en facteur deK dans
ces 2 expressions vérifient l’équation :

m0 +m1 +m2

( α

|α|3
+

1− α
|1− α|3

)
=

1

|α|3
(
m0 +m2 +m1

|α|3

α

(
1− 1− α
|1− α|3

))
(6.21)

On peut montrer qu’il existe 3 racines réellesαi qui vérifient les inégalités :α3 < 0 < α1 <
1 < α2. Pour chacune de ces valeurs, à condition qu’au départ on ait aussir2 ∧ ṙ2 = α2

i r1 ∧ ṙ1,
les orbites deP1 et P2 autour deP0 sont 2 coniques de foyerP0, coplanaires, homothétiques
dans le rapportαi et ayant leurs grands axes confondus et la même excentricité (et la même
période si elles sont elliptiques) ; les trois points restent alors alignés quel que soitt. Les racines
α1, α2 et α3 correspondent à 3 configurations où les points sont alignés respectivement dans
l’ordre : P0P2P1, P0P1P2 etP2P0P1.

P0 P1

L3 L1 L2

L4

L5

i

j

Retrouver les équations (6.20) et (6.21) à partir des équations (6.16) et (6.17). Représenter graphiquement l'équation (6.21) pour diverses valeurs des masses et pour les trois intervalles de alpha utiles. Vérifier ainsi qu'il n'y a bien que trois racines, une par intervalle. Dans le cas m2=0, on pose m0=1-µ , m1=µ . A partir du graphe correspondant à la racine comprise entre 0 et 1, montrer comment, avec l'algorithme de Newton, on peut calculer cette racine pour une valeur donnée de µ, puis comment on pourrait en déduire une représentation de cette racine en fonction de µ. 
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Si les orbites deP1 etP2 autour deP0 sont circulaires, ces racines correspondent à 3 positions
d’équilibre relatif : Dans un repère tournant avecP1 autour deP0, on a 3 positions fixes possibles
pourP2, sur l’axeP0P1, en des points de Lagrange notésL1, L2 etL3 et correspondant àα1, α2

etα3. Cependant, on peut montrer que ces 3 positions d’équilibre sont toujours instables.

24.2 Quelques propriétés du problème restreint circulaire

La massem2 est prise égale à zéro, tandis queP1 décrit autour deP0 un mouvement circu-
laire de rayona1 avec la vitesse angulaire constanten1 telle quen2

1a
3
1 = K(m0 +m1) cf. (6.16).

SoientP0i0j0 le plan fixe de ce mouvement etR0 = P0i0j0k0 le repère de directions fixes qui lui
correspond. Dans ce repère, le mouvement deP2 est donné par l’équation(6.17), réécrite ici de
façon à souligner que le repère de référence estR0 :

d2
R0

r2

dt2
= −Km0

r2

|r2|3
+Km1

(
r1 − r2

|r1 − r2|3
− r1

|r1|3

)
(6.22)

Soit R = P0ijk0 le repère tournant avecP1 autour deP0k0 et tel queP0P1 = r1 = a1i ;
son vecteur rotation est alorsΩR/R0 = n1k0. Par composition des accélérations (cf. (1.18)), le
mouvement deP2 est alors donné dans ce repère par l’équation :

d2
Rr2

dt2
=
d2

R0
r2

dt2
− 2ΩR/R0 ∧

dRr2

dt
− ΩR/R0 ∧ (ΩR/R0 ∧ r2) (6.23)

soit :

d2
Rr2

dt2
+2n1 k0∧

dRr2

dt
=

∂

∂r2

(
Km0

|r2|
+

Km1

|r1 − r2|
− Km1 r1 · r2

a3
1

)
−n2

1 (r2−(k0 ·r2)k0) (6.24)

En notant(x, y, z) les coordonnées deP2 (ou composantes der2) dansR, on abouti enfin aux
équations :

ẍ− 2n1ẏ =
∂W

∂x

ÿ + 2n1ẋ =
∂W

∂y

z̈ =
∂W

∂z

(6.25)

avec

W =
n2

1

2

(
(x− νa1)

2 + y2
)

+
Km0

(x2 + y2 + z2)1/2
+

Km1

((a1 − x)2 + y2 + z2)1/2 (6.26)

où l’on a posé :

ν =
m1

m0 +m1
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On remarque le premier terme, représentatif de l’accélération d’entraînement et qui correspond
à une rotation autour deG, centre de masses deP0 et deP1 : En effet, le mouvement deR par
rapport à un repère galiléen se décompose en une rotation autour deG suivie d’une translation
de vecteurGP0 = −νa1i . Les deux autres termes représentent les potentiels de gravitation de
P0 et deP1 enP2. En multipliant les équations(6.25)respectivement paṙx, ẏ et ż, puis en les
additionnant membre à membre, on obtient une expression intégrable aboutissant à l’intégrale
de Jacobidu problème restreint des trois corps :

1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) = W − C (6.27)

oùC est une constante que l’on peut évaluer à partir des conditions initiales. Comme le membre
de gauche est toujours positif ou nul, le mouvement deP2 est confiné dans le domaine où l’on
a :W ≥ C. La surface qui limite ce domaine, définie parW = C, est appelée surface de vitesse
nulle. Pour obtenir une expression plus symétrique deW on pose d’abord :

ρ2
0 = x2 + y2 + z2 et ρ2

1 = (x− a1)
2 + y2 + z2

puis on vérifie que l’on a :

(x− νa1)
2 + y2 = (1− ν)ρ2

0 + νρ2
1 − z2 − ν(1− ν)a2

1

Ensuite, comme on a

n2
1a

3
1 = K(m0 +m1) =⇒ Km0 = (1− ν)n2

1a
3
1 et Km1 = νn2

1a
3
1

on trouve :

W = n2
1a

3
1

{
(1− ν)

( 1

ρ0

+
ρ2

0

2a3
1

)
+ ν

( 1

ρ1

+
ρ2

1

2a3
1

)}
− 1

2
n2

1(z
2 + ν(1− ν)a2

1) (6.28)

Supposons que, pour simplifier, le mouvement deP2 s’effectue dans le planz = 0 (problème
restreint circulaireplan: il suffit pour cela queP2 soit lancé initialement dans ce plan avec une
vitesse contenue aussi dans ce plan) ; la valeur deC découle de ces conditions initiales et,
suivant cette valeur, le mouvement ultérieur se trouve éventuellement confiné dans une région
du plan limitée par la courbe de vitesse nulle définie par l’équation :

W1(x, y) = (1− ν)
( 1

ρ0

+
ρ2

0

2a3
1

)
+ ν

( 1

ρ1

+
ρ2

1

2a3
1

)
=

C

n2
1a

3
1

+
ν(1− ν)

2a1

= C1 (6.29)

Ces courbes existent pourC1 ≥ 1, 5. On peut voir leur forme en fonction deC1 sur les figures
suivantes où, dans l’espace(x, y, C1), on a cartographié la surfaceC1 = W1(x, y) par ses
courbes de niveau entre1, 5 et 2 (la Figure A présente 11 de ces courbes correspondant aux
valeursC1 = 1, 5+0, 05 k , pourk variant de 0 à 10) ; cette surface est aussi vue en perspective
(Figure B), laissant apparaître une “cuvette” formée de deux “vallées” symétriques par rapport
au plany = 0 et séparées par 3 “cols”. La surface remonte au centre en deux “pics” verticaux
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centrés surP0 et surP1. Dans cet exemple, on a prisν = 0, 1 et a1 = 1 mais on obtiendrait
qualitativement la même forme pour d’autres valeurs deν.
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3
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Figure B

Le fond de chaque vallée correspond àC1 = 1, 5 (quel que soitν), là où la courbe de vi-
tesse nulle est réduite à un point ; ce point correspond précisément à l’un des points d’équilibre
équilatéral de LagrangeL4 ou L5 : Si l’on placeP2 en l’un de ces points avec une vitesse
nulle, il y reste car en ces points on agradW1 = 0. Au contraire, si l’on placeP2 en l’un de
ces points avec une vitesseV non nulle, la constanteC1 est alors inférieure à1, 5 (elle vaut
1, 5 − V 2/(2n2

1a
3
1)) et donc le planz = C1 ne coupe pas la surfacez = W1(x, y). Dans ces

conditions,P2 peut à priori atteindre n’importe quel point(x, y) du plan et sa vitesse ne s’an-
nulle jamais. L’étude des éventuels petits mouvements au voisinage des positionsL4 etL5 est
un autre problème : On pourrait le résoudre en linéarisant les équations(6.25)et (6.26), c’est-
à-dire en faisant le changement de variables :(x, y) 7→ (ξ, η) défini parx = a1(1/2 + ξ)
et y = a1(±

√
3/2 + η) et en supposant queξ et η sont des infiniment petits d’ordre 1 ; c’est

de cette façon que l’on obtient la condition de stabilité annoncée dans leparagraphe précédent
car on montre que les petits mouvements existent si l’on a :27ν(1 − ν) < 1 d’où l’on tire :
m0
m1

> (25 +
√

621)/2.

Les cas intéressants à discuter concernent des positions initiales deP2 correspondant à des
valeurs deC1 supérieures à1, 5. On distingue 3 situations critiques correspondant aux cas où le
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plan “horizontal”z = C1 est tangent à la surfacez = W1(x, y) au niveau de l’un des 3 cols :
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Figure C: C1 = C
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Figure E: C1 = C
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Ainsi, pourC1 = C
(1)
1 (= 1, 8434766 pourν = 0, 1), P2 ne peut jamais se trouver dans la

zone de laFigure Ccomprise entre les courbesCi et Ce carW1(x, y) y est inférieur àC(1)
1 ;

P2 est donc soit contraint à rester dans la zone extérieure à la courbeCe, soit confiné près de
P0 ou près deP1 à l’intérieur de la courbeCi en forme de 8 renversé (donc en situation de
satellite de l’un de ces points). Le point singulier de la courbe en 8 est le point de Lagrange
L1. Pour des valeurs deC1 supérieures àC(1)

1 , P2 se trouve nécessairement confiné davantage à
l’intérieur deCi (plus près deP0 ou deP1), ou bien davantage à l’extérieur deCe, pouvant alors
éventuellement s’échapper à l’infini.

PourC1 = C
(2)
1 (= 1, 7783422 pour ν = 0, 1), P2 ne peut jamais se trouver dans la zone

de laFigure Dcomprise entre les courbesCi etCe ; le point singulier de la frontière de cette
zone est le point de LagrangeL2. PourC(2)

1 < C1 < C
(1)
1 on aurait des courbes intermédiaires

entre celles desFigures Cet D (on peut en voir quelques unes sur laFigure A) : Si P2 est
l’intérieur de la courbe interne, il reste indéfiniment dans le voisinage deP0 et deP1, pouvant
passer librement du voisinage deP0 à celui deP1 mais sans pouvoir s’éloigner à l’infini ; au
contraire, siP2 est à l’extérieur de la courbe externe, il ne peut jamais s’approcher très près de
P0 et deP1 mais peut s’échapper à l’infini.

PourC1 = C
(3)
1 (= 1, 5947891 pourν = 0, 1), P2 ne peut jamais se trouver dans la zone de

la Figure Econtenant les pointsL4 etL5 ; le point singulier de la frontière de cette zone est le
point de LagrangeL3. PourC(3)

1 < C1 < C
(2)
1 on aurait des courbes intermédiaires entre celles

desFigures Det E (cf. Figure A) ; la zone interne proche deP0 et P1 est maintenant ouverte
sur la zone externe et doncP2 a la possibilité d’être très proche deP0 ou deP1 à un certain
instant, puis de s’en éloigner jusqu’à l’infini. Pour terminer, si l’on a1, 5 < C1 < C

(3)
1 , P2 peut

parcourir tout le plan sauf des voisinages deL4 et deL5 qui tendent vers ces points lorsqueC1

tend vers1, 5 et enfin, pourC1 ≤ 1, 5 l’ensemble du plan est accesssible àP2.
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24.3 Traitement du problème des 3 corps par des problèmes de Kepler perturbés

Les équations(6.16)à(6.18)montrent que les accélérations relatives deP1 etP2 par rapport
à P0, ou deP2 par rapport àP1, sont toujours la somme d’une accélération képlérienne et
de deux autres termes non képlériens. Il suffit donc que ces autres termes soient petits par
rapport au premier pour que ces mouvements relatifs soient représentables par des mouvements
képlériens perturbés. Il existe au moins deux situations où ces termes non képlériens peuvent
être considérés comme des perturbations ; réalisons ces situations avec des corps du système
solaire :

24.3.1 cas{Soleil+ 2 planètes} : m0 � m1 et m0 � m2

Si m0 est la masse du SoleilP0, prépondérante sur cellesm1 etm2 des planètesP1 et P2

(ces 2 masses étant éventuellement du même ordre de grandeur), les équations(6.16)et (6.17)
représentent le mouvement héliocentrique des 2 planètes. Les termes qui possèdentKm2 et
Km1 en facteur dans ces équations sont alors petits devant le terme képlérien, à condition
toutefois que la quantité1/|r2 − r1|2 reste du même ordre de grandeur que1/|r1|2 et 1/|r2|2 :
C’est le cas siP1 ne s’approche jamais très près deP2, et il suffit pour cela que les orbites de
P1 et P2 soient bien séparées, c’est-à-dire avec des excentricités faibles et avec demi-grands
axes osculateursa1 et a2 bien distincts (tels que|a1 − a2| soit du même ordre de grandeur que
a1 ou a2). Si les 2 planètes ont des masses comparables, leurs perturbations mutuelles seront
également comparables ; si l’une des planètes a une masse très petite devant celle de l’autre, la
grosse planète perturbera la petite mais ne sera pratiquement pas perturbée par elle.

On peut se demander jusqu’à quelle distance minimale deP1 peut passerP2 pour que le
mouvement deP2 par rapport àP0 reste représentable par un mouvement képlérien héliocen-
trique perturbé. Pour cela, il suffit que dans l’équation(6.17), le rapportR entre les modules de
la partie perturbatrice et de la partie képlérienne soit inférieur à un certainε petit donné :

R =

m1

∣∣∣∣∣ r2 − r1

|r2 − r1|3
− r1

|r1|3

∣∣∣∣∣
(m0 +m2)

1

|r2|2
< ε (6.30)

P0

P1

P2

ϕ

r1

r2

r2 − r1

Soitϕ l’angle entreP1P0 etP1P2, c’est-à-dire entre−r1 et r2 − r1, et posons :

α =
|r2 − r1|
|r1|

(6.31)
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On trouve :

R =
m1

m0 +m2

1

α2 (1− 2α cosϕ+ α2)(1 + 2α2 cosϕ+ α4)1/2 (6.32)

α devient petit devant l’unité siP2 se rapproche deP1, etR tend alors vers sa partie principale
m1
m0

1
α2 ; pour avoirR < ε, il suffit donc d’avoir :

α2 >
1

ε

m1

m0

soit |r2 − r1| >
(1

ε

m1

m0

)1/2
|r1| (6.33)

Par exemple, sim1
m0

= 10−3 (P1 représentant alors Jupiter), pour que la perturbation (par Jupiter)
du mouvement héliocentrique de la planèteP2 soit inférieure àε = 10−2, il suffit d’avoir α >
1/3.16, et donc queP2 soit distant de Jupiter d’au moins le tiers de la distance de Jupiter au
Soleil ; ceci est réalisé pour toutes les grosses planètes et pour la plupart des petites planètes du
système solaire. Avecm1

m0
= 10−5 et ε = 10−3, on obtiendraitα > 1/10 : P2 peut s’approcher

d’autant plus deP1 quem1/m0 est plus petit. Bien sûr, dans le même temps, le mouvement
héliocentrique deP1 pourra aussi être considéré comme perturbé parP2 siα vérifie une relation
analogue à(6.33)avecm2 à la place dem1 : C’est la plus grande des 2 masses qu’il faut donc
utiliser dans cette relation.

Remarque. On peut généraliser cette situation à un ensemble den planètes de massesmi

petites devant cellem0 du Soleil. Les équations(6.11)représentent alorsn problèmes képlériens
perturbés si aucune des quantités1/|ri−rj|2 ne peut devenir grande devant1/|rk|2 quel que soit
k : Il suffit pour cela que les orbites desn planètes soient bienhiérarchisées, ne permettant pas
de rapprochements serrés entre planètes ; c’est le cas de systèmes planétaires dont les orbites
sont quasi-circulaires et quasi-coplanaires, et dont les demi-grands axes, ordonnés par valeurs
croissantes, sont tels queai+1 − ai soit du même ordre de grandeur queai. C’est alors ce qu’on
appelle un problème den+ 1 corps detype planétaire.

24.3.2 cas{Soleil+ planète+ satellite} : m0 � m1 � m2

m0 représente toujours la masse du Soleil,m1 celle d’une planète etm2 celle d’un satellite
de cette planète. L’équation(6.18)représente alors le mouvement planétocentrique du satellite
perturbé par le Soleil. Bien quem0 soit très grand devantm1 etm2, le terme ayantKm0 en
facteur dans cette équation pourra être une perturbation du terme képlérien si ce facteur,r1

|r1|3
−

r2

|r2|3
, est lui-même assez petit ; cela arrivera si|r1| est suffisamment voisin de|r2|, c’est-à-dire

si le satellite est toujours suffisamment proche de sa planète ; l’influence de celle-ci restera alors
prépondérante sur celle du Soleil. Le terme képlérien, en1/|r2 − r1|2, est d’ailleurs lui-même
amplifié par la petitesse de|r2 − r1|.

On peut se demander jusqu’à quelle distanceP2 peut s’éloigner deP1 pour que son mou-
vement autour deP1 reste assimilable à un mouvement képlérien planétocentrique perturbé par

Trouver l'expression (6.32) à partir de l'équation (6.30). 
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P0. Il faut pour cela que, dans l’équation(6.18), le rapportR′ entre les modules de la partie
perturbatrice et de la partie képlérienne soit inférieur à un certainε petit donné :

R′ =

m0

∣∣∣∣∣ r1

|r1|3
− r2

|r2|3

∣∣∣∣∣
(m1 +m2)

1

|r2 − r1|2
< ε (6.34)

ϕ désignant toujours l’angle entre entreP1P0 etP1P2, et conservant la notation(6.31)pourα,
on trouve :

R′ =
m0

m1 +m2

α3
√

1 + 3 cos2 ϕ (1 +O(α)) ≥ m0

m1 +m2

α3 (6.35)

Donc,R′ < ε, correspond à :

α <
(
ε
m1 +m2

m0

)1/3

'
(
ε
m1

m0

)1/3

(6.36)

Dans le même temps, l’équation(6.16), qui définit le mouvement héliocentrique de la pla-
nète, donne aussi, en changeant tous les signes, le mouvement planétocentrique du Soleil ; celui-
ci pourra être assimilé à un mouvement képlérien perturbé par le satellite si le terme enKm2

est suffisamment petit. Or, ce terme contient la quantité1/|r2 − r1|2, qui est d’autant plus im-
portante que la distance du satellite à la planète est plus petite. Pour pouvoir traiter aussi cette
équation comme un problème képlérien perturbé, avec le mêmeε, il faut que l’on ait :

R′′ =

m2

∣∣∣∣∣ r2 − r1

|r2 − r1|3
− r2

|r2|3

∣∣∣∣∣
(m0 +m1)

1

|r1|2
' m2

m0

1

|r2 − r1|2
1

|r1|2
=
m2

m0

|r1|2

|r2 − r1|2
< ε

c’est-à-dire :

m2

m0

< εα2 soit, d’après(6.36):
m2

m0

< ε5/3
(
m1

m0

)2/3

Ainsi, la masse du satellite rapportée à celle du Soleil doit être beaucoup plus petite que celle
de la planète.

24.4 Sphère d’influence d’une planète

On vient de montrer que dans un certain voisinage de la planèteP1, on a intérêt à représenter
le mouvement deP2 dans un repère planétocentrique, alors que plus loin, il vaut mieux repré-
senter ce mouvement dans un repère héliocentrique. On peut schématiser cela sur un graphique :
représentons les fonctions deα notéesR̄ = m1

m0
α−2 et R̄′ = m0

m1
α3, qui sont des approxima-

tions des fonctionsR et deR′ données en(6.32)et en(6.35), valables pourα petit et majorées

Trouver l'expression (6.35) à partir de l'équation (6.34). 



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 187

pour toutes les valeurs possibles deϕ. Ces deux courbes se coupent en (α0,R0) :

α0 =
(m1

m0

)2/5
←→ R̄ = R̄′ = R0 =

(m1

m0

)1/5
(6.37)

Sur la figure suivante, on observe les 2 intervalles enα où l’on a R̄ < ε et àR̄′ < ε ; ces
intervalles sont disjoints siε est inférieur àR0 et la valeurα0 sépare l’espace en 2 domaines :
pourα < α0, on aR̄′ ≤ R̄ et il vaut donc toujours mieux utiliser pourP2 des équations en
repère planétocentrique ; dans le cas contraire, on aR̄ ≤ R̄′, et donc des équations en repère
héliocentrique sont préférables.

La région de l’espace où l’on a àR′ ≤ R est appelé“sphère” d’influencede la planèteP1

dans l’environnement du SoleilP0. On a de façon approchée (en majorant surϕ) : R̄′ ≤ R̄

pourα ≤ α0 = (m1
m0

)2/5, mais on peut aussi tenir compte deϕ dans le premier terme négligé
du développement deR etR′ en puissances deα : La surfaceR = R′ est alors sensiblement
donnée en fonction deϕ par l’équation :

m1

m0

α−2 =
m0

m1

α3(1 + 3 cos2 ϕ)1/2 soit : α = (1 + 3 cos2 ϕ)−1/10
(m1

m0

)2/5
(6.38)

La fonction(1 + 3 cos2 ϕ)−1/10 prend toutes ses valeurs entre0.87 et 1. Autrement dit, comme
α représente le rapport des distances deP1 àP2 et àP0, pour|r1| fixé, l’ensemble des positions
deP2 telles que|r2− r1| = (1+3 cos2 ϕ)−1/10 (m1

m0
)2/5 |r1| est une surface légèrement allongée

versP0 et qui s’écarte finalement assez peu d’une sphère.

R̄ = m1
m0

α−2

représentation
héliocentrique :

R̄′ = m0
m1

α3

représentation
planétocentrique :

R0

ε

α0

α =
|r2 − r1|
|r1|

mouvement
planétocentrique deP2
perturbé parP0

mouvement
héliocentrique deP2
perturbé parP1

On trouvera dans leTableau 6le “rayon” α0|r1| de la sphère d’influence des principales
planètes du système solaire, ainsi que la valeur deR̄0 qui lui correspond. On peut vérifier que
tous les satellites naturels des planètes sont largement à l’intérieur de la sphère d’influence de
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leur planète. Cependant les valeurs deR̄0 sont plutôt élevées, dépassant toujours la valeur de
ε = 10−2 que l’on peut considérer comme un maximum pour pouvoir parler de perturbation. En
réalité, tous les satellites naturels connus sont aussi dans la sphère plus petite correspondant à
R̄′ < 10−2 (dernière colonne duTableau 6). Ils sont donc tous susceptibles d’être étudiés par des
méthodes de perturbation. Par exemple, le mouvement géocentrique de la Lune perturbé par le
Soleil correspond àα = 0, 00266 ; le rapportR̄′ atteint alors6 10−3, valeur suffisamment élevée
pour que l’on considère généralement le problème de la Lune comme l’un des plus difficiles de
la mécanique céleste.

On constate par ailleurs que la sphère d’influence des plus gros astéroïdes est loin d’être négli-
geable : L’existence de satellites autour de ces petites planètes est tout à fait possible ; en fait,
la sonde Galileo en route vers Jupiter a frôlé deux astéroïdes, Gaspra et Ida, et a découvert en
1993 un tout petit satellite tournant autour de ce dernier (Ida est pourtant plus de 10 fois plus
petit que Céres en dimension, et son satellite Dactyl est en orbite à une distance d’une centaine
de kilomètres). De même en 2001, la sonde spatiale NEAR s’est satellisée autour de l’astéroïde
Eros, confirmant par là la possibilité pour les astéroïdes d’avoir des satellites.

On trouve aussi autour de Jupiter, de Saturne et d’Uranus, des systèmes de satellites dont les
masses sont suffisantes (cf. Tableau 2) pour qu’ils se perturbent entre eux, formant autour de
leur planète des petits systèmes de type planétaire. Il faut bien sûr ajouter à ces perturbations
mutuelles, les perturbations dues au Soleil qui sont propres à tout problème de satellite. On
trouvera sur le site du Bureau des Longitudes toutes les données utiles concernant les orbites
des planètes et de leurs satellites (http://www.imcce.fr ).

Tableau 6. “Rayon” (α0|r1|) de la sphère d’influence des principales planètes du sys-
tème solaire. On donne aussi, pour chaque planète, à quelle distanceα1|r1| un satellite
de cette planète est perturbé par le Soleil avec unε égal à : 10−2 [on a alorsα1 =
(10−2m1/m0)

1/3].

P1
m1
m0

α0 R̄0 |r1| α0|r1| α1|r1|
UA 106 km 106 km

Mercure 1, 66 10−7 0, 0019 0, 044 0, 387 0, 112 0, 068
Vénus 2, 45 10−6 0, 0056 0, 075 0, 723 0, 616 0, 313
Terre 3, 04 10−6 0, 0062 0, 079 1 0, 929 0, 467
Mars 3, 23 10−7 0, 0025 0, 050 1, 52 0, 576 0, 336
Céres 5, 9 10−10 0, 0002 0, 014 2, 8 0, 085 0, 075
Jupiter 9, 55 10−4 0, 0619 0, 248 5, 20 48, 2 16, 5
Saturne 2, 86 10−4 0, 0382 0, 196 9, 55 54, 6 20, 3
Uranus 4, 37 10−5 0, 0180 0, 134 19, 2 51, 8 21, 8
Neptune 5, 18 10−5 0, 0193 0, 138 30, 1 86, 9 36, 0
Pluton 7, 69 10−9 0, 0006 0, 024 39, 7 3, 3 2, 4

La constante de gravitation de l'astéroïde Ida est estimée à KM=0.003 km³/s² et tourne autour du Soleil à une distance de 2,86 ua. Calculer en km le rayon de la sphère d'influence de cet astéroïde (réponse 1500 km) et le niveau Ro des perturbations solaires sur cette sphère. On vérifie que Dactyl est bien à l'intérieur de la sphère d'influence de Ida. A la distance de 100km, que vaut le rapport R' de la perturbation solaire à l'attraction képlérienne exercée par Ida sur Dactyl. 

http://www.imcce.fr
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25 Problème desN corps de type planétaire

Un tel problème est caractérisé par la prépondérance de la massem0 sur lesn autres masses
mi, et par l’hypothèse que lesn points correspondantsPi décrivent autour deP0 des orbites
bien hiérarchisées qui restent voisines de cercles coplanaires centrés surP0 ; on a vu que cela
permet de traiter cesn corps commen problèmes képlériens perturbés mutuellement. On sup-
posera donc désormais que lesPi sont ordonnés selon cette hiérarchie par distances croissantes
(|ri+1| > |ri|). Dans la suite, on appellera généralement Soleil le pointP0 et planètes les autres
points, mais les résultats pourront s’appliquer également au système den−1 satellitesPi d’une
planèteP0, qui se perturbent mutuellement et qui sont perturbés par le SoleilPn (ils sont éven-
tuellement perturbés aussi par la non-sphéricité de la planète, et, à un degré bien plus faible, par
les autres planètes).

On se propose donc ici d’étudier les perturbations du mouvement képlérien héliocentrique
des planètes ; nous partons pour cela des équations du mouvement écrites en(6.14)et (6.15)
pour les vecteurs de positionP0Pk = rk et réécrites sous la forme :

d2rk

dt2
= −µk rk

|rk|3
+

n∑
i=1 (i6=k)

gradkUki pour k = 1, . . . , n (6.40)

avec :

µk = K(m0 +mk) et Uki = µk
mi

m0 +mk

(
1

|ri − rk|
− ri · rk

|ri|3

)
(6.41)

Le mouvement képlérien osculateur héliocentrique dePk est défini par le premier terme de
(6.40), avec la constante d’attractionµk ; ce mouvement osculateur est bien sûr supposé ellip-
tique, avec un demi-grand axeak et un moyen mouvementnk vérifiant à tout instant la troisième
loi de Kepler :

n2
ka

3
k = µk (6.42)

Uki est la fonction perturbatrice de la planètePk perturbée par la planètePi. Les petites quantités
εi = mi

m0
sont appeléesmasses perturbatriceset on a aussi : mi

m0 +mk
= εi

1 + εk
. DansUki, on

distingue deux termes : laperturbation directeKmi/|ri − rk| issue de la loi de Newton, et la
perturbation indirecteKmi(ri·rk)/|ri|3 qui représente la partie de l’accélération d’entraînement
deP0 due àPi. Les fonctionsUki, ayant une masse perturbatrice en facteur, sont qualifiées de
perturbations d’ordre 1 des masses.

De nombreuses méthodes de perturbation ont été élaborées pour donner de ces équations
des solutions formelles plus ou moins approchées ; aucune de ces méthodes n’est universelle
et chacune répond à un type particulier de problème planétaire. Par exemple, pour les grosses
planètes du système solaire, où les mouvements sont quasi-circulaires et quasi-coplanaires, on
utilise généralement la méthode de LeVerrier qui fournit les variations des éléments osculateurs
avec une durée de validité de plusieurs millénaires, ou des méthodes plus générales donnant une
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solution valable sur plusieurs millions d’années. Il existe aussi des méthodes (due notamment
à Hansen, à Brouwer ou à Brumberg) qui donnent directement les perturbations des coordon-
nées (cartésiennes ou sphériques) ; ces méthodes conviennent surtout au cas des petites planètes
du système solaire, qui ont généralement des excentricités et des inclinaisons plus fortes, et
pour lesquelles on peut se contenter souvent d’une solution limitée au premier ordre des masses
(les perturbations d’ordre supérieur sont en effet beaucoup plus difficiles à obtenir par ces mé-
thodes). D’autres méthodes enfin utilisent la formulation hamiltonienne pour déterminer avant
tout les propriétés du mouvement plus que ce mouvement lui-même.

Dans ce qui suit, on va examiner essentiellement la méthode de LeVerrier qui donne pour
le mouvement des planètes une solution particulière, partiellement numérique, valable sur une
durée limitée au voisinage d’une date donnée, puis une méthode appelée “théorie générale” qui
permet de développer une solution analytique formelle, valide bien plus longtemps. On verra
d’ailleurs que la méthode générale est particulièrement intéressante pour traiter le cas des per-
turbations mutuelles d’un système de satellites tournant autour d’une planète. Ces méthodes
fournissent toutes deux les mouvements planétaires sous forme de variations des éléments os-
culateurs.

On se propose d’utiliser les éléments osculateurs (ak, ek, ik, Ωk, $k, Lk), ou ceux, plus
réguliers (ak, zk, ζk, Lk) (cf. (3.46)et (3.49)). Les variations de ces éléments sont données par
les équations de Lagrange vues en(5.51)ou en(5.52)où, pour la planètePk, on remplaceU par∑
Uki et les éléments(a, n, e, i,Ω, ω, z, ζ, L) par les éléments correspondant à cette planète. Il

convient donc d’exprimer tout d’abord chaqueUki en fonction de ces éléments osculateurs. Les
excentricitések et les inclinaisonsik des orbites osculatrices seront supposées suffisamment
petites pour que les planètes n’aient jamais de rapprochements serrés, et aussi pour que l’on
puisse d’abord développerUki en puissances deek et ik (ou dezk et ζk), puis tronquer ces
développements à un degré relativement peu élevé (quelques unités).

Remarque.Si le problème concernait les satellites d’une planèteP0 supposée non sphérique, il
faudrait ajouter à l’équation(6.40)le gradient enPk d’une fonctionU0k représentant le potentiel
de gravitation non sphérique de cette planète ; en limitant par exemple ce potentiel au terme en
J2, on aurait (cf. (4.30)) :

U0k = −Km0 J2
a2

0

r3
k

P2(sinϕk) (6.43)

où a0 représente le rayon équatorial de la planète etϕk la latitude dePk au dessus de son plan
équatorial. Le développement de cette fonction perturbatrice a déjà été vu en§5-21.5. Si les
satellites ont des masses suffisantes pour se perturber mutuellement (comme les planètes entre
elles), la fonction perturbatrice précédente aurait en facteurK(m0 +mk) au lieu deKm0 et il
faudrait tenir compte aussi des perturbations indirectes causées par l’aplatissement de la planète
(voir pour celal’application Mapleréalisée sur ce sujet)
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25.1 Développement de la fonction perturbatrice

Dans cette partie, pour simplifier les notations et limiter l’usage des indices, on considère
seulement deux planètesP et P ′, de massesm etm′ ; elles sont rapportées au SoleilP0 par
les vecteursr = ru et r ′ = r′u ′, de modulesr et r′ ; on note encore∆ leur distance mutuelle
(∆ = |r − r ′|) etS l’angle entrer et r ′ ; leur mouvement osculateur héliocentrique est décrit
par les éléments respectifs(a, n, e, i,Ω, $, z, ζ, L) et (a′, n′, e′, i′,Ω′, $′, z′, ζ ′, L′) ; on suppose
enfin queP est laplanète intérieureetP ′ la planète extérieure, c’est-à-dire que l’on a :r < r′

eta < a′ et on note encore :

α =
a

a′
(< 1) et ρ =

r

r′
= α

r

a

a′

r′
(6.44)

Réécrivons alors les équations du mouvement héliocentrique deP etP ′ dans ces notations :

d2r

dt2
= −µ r

r3 +
∂U

∂r
avec U = µ

ε′

1 + ε

(
1

∆
− r cosS

r′2

)
d2r ′

dt2
= −µ

′ r ′

r′3
+
∂U ′

∂r ′
avec U ′ = µ′

ε

1 + ε′

(
1

∆
− r′ cosS

r2

) (6.45)

U etU ′ sont les fonctions perturbatrices deP etP ′, qui sont donc différentes suivant que l’on
s’intéresse à une planète intérieure perturbée par une planète extérieure ou inversement. Dans
les problèmes deN corps, la fonction1/∆ s’appelle généralementinverse de la distance; dans
les notations adoptées, elle vaut :

1

∆
= (r2 + r′2 − 2rr′ cosS)−1/2 =

1

r′
(1− 2ρ cosS + ρ2)−1/2 (6.46)

On se propose de développer1/∆ , ainsi que les parties indirectes deU etU ′ (dépendant de
cosS), en fonction des éléments osculateurs des deux planètes :(a, z, ζ, L) et (a′, z′, ζ ′, L′). On
utilisera aussi les variables complexes intermédiairesX et Y et leurs conjuguéesX et Y déjà
introduites en(3.148). Rappelons cependant encore leur définition en fonction des éléments
plus classiquese,$, i etΩ :

z = e exp
√
−1$ X = e exp

√
−1M = e exp

√
−1 (L−$) = z exp

√
−1L

ζ = sin i
2 exp

√
−1Ω Y = sin i

2 exp
√
−1 (L− Ω) = ζ exp

√
−1L

(6.47)

25.1.1 Développement de1/∆ en polynômes de Legendre

Dans l’expression(6.46), on trouve en facteur de1/r′, la fonction génératrice des polynômes
de Legendre (cf. (4.19)). Son développement converge absolument pour|ρ| < 1, ce qui est bien
le cas ici :

1

∆
=

1

r′

∞∑
n=0

ρn Pn(cosS) =
∞∑

n=0

rn

r′n+1 Pn(cosS)
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Si ρ est suffisamment petit (ce serait par exemple le cas d’un satellite perturbé par le Soleil),
ce développement converge très rapidement et, en tenant compte de(6.44), ses premiers termes
s’écrivent :

1

∆
=

1

a′

(
a′

r′
+ α

r

a

(a′
r′
)2

cosS + α2
(r
a

)2(a′
r′
)3
(

3

2
cos2 S − 1

2

)
+O(α3)

)
(6.48)

Si ρ n’est pas très petit, il vaut mieux développer1/∆ d’une autre façon (voirplus loin le dé-
veloppement en coefficients de Laplace), mais il est plus facile de mettre en évidence certaines
propriétés communes de ces développements à partir de l’expression(6.48).

Le développement de l’inverse de la distance revient donc pour le moment à exprimer les
quantités de la forme(rn/r′n+1) cosm S en fonction des éléments osculateurs : Il suffit de faire
ce calcul pour les premières valeurs den (positives ou nulles) et pourm inférieur ou égal à
n. Il resterait ensuite à combiner ces développements suivant l’expression(6.48); on pourrait
d’ailleurs étendre cette expression à des degrés plus élevés enα en utilisant l’expression des po-
lynômes de Legendre correspondants, que l’on pourra trouver dans leTableau 4du paragraphe
4-15.4.3, ou construire par récurrence par la formule(4.21).

25.1.2 Développement dern/r′n+1

On a vu dans la partie 3 comment obtenir les développements du mouvement képlérien
elliptique sous forme de séries entières des variablesX et X. Les développements utiles ici
sont ceux de(r/a)n exp

√
−1m(w − M), exprimés en coefficients de Hansen et en anomalie

moyenne (cf. (3.146)). Comme les excentricités sont supposées petites, on peut tronquer ces
séries à un degréd donné relativement faible (pour la plupart des planètesd peut être pris entre
2 et 7). On peut ainsi présenter le développement(3.146)sous la forme d’un polynôme de degré
d par rapport aux variablesX etX :(

r

a

)n

exp
√
−1m(w −M) =

∑
0≤k+k≤d

Cn,m
k,k XkXk +O(ed+1) (6.49)

Bien sûr, ici, et dans des situations analogues ultérieures,k ne représente pas le conjugué de
k, mais une simple notation pour les exposants entiers deX. Pour obtenir ces développements,
on peut suivre la méthode expliquée dans la remarque 2 du§3-13.8, en calculant d’abord les
développements de(a/r), de(r/a) et deθ = exp

√
−1 (w −M) ; on les donne ici, limités par

exemple au degré 2 en excentricité :

a

r
= 1 +

1

2
(X +X) +

1

2
(X2 +X2) +O(e3)

r

a
= 1− 1

2
(X +X)− 1

4
(X2 − 2XX +X2) +O(e3)

θ = 1 + (X −X) +
1

8
(9X2 − 8XX −X2) +O(e3)

(6.50)
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Ces polynômes permettent ensuite de construire successivement tous les développements de
(r/a)nθm à partir den = 0 ou dem = 0, en faisant simplement des produits de polynômes (pour
m < 0, on part du conjugué deθ). Bien sûr, les développements de(a′/r′) etc.. . . s’obtiennent
en changeantX etX enX ′ etX ′.

On en déduit aisément, pour toutn, un développement polynomial dern/r′n+1, en fonction
des 4 variablesX,X,X ′ etX ′, sous la forme :

rn

r′n+1 = αn 1

a′
(r
a

)n(a′
r′
)n+1

= αn 1

a′
∑

K∈N4(d)

Cn,0
k,k C

−n−1,0
k′,k′ XkXkX ′k′X ′k′ (6.51)

N4(d) représente ici l’ensemble des 4-uplets d’entiers positifs ou nuls :(k, k, k′, k ′), vérifiant
les inégalités :

0 ≤ k + k + k′ + k ′ ≤ d

On a tronqué ici le développement au degré globald, mais on pourrait bien sûr adopter des
niveaux de troncature différents pour chaque excentricité.

En exprimant, grâce à(6.47), X etX ′ en fonction dez, z′ et des longitudes moyennes, ou
en fonction des excentricités et des longitudes des périhélies, on obtient encore :

rn

r′n+1 = αn 1

a′
∑

K∈N4(d)

Cn,0
k,k C

−n−1,0
k′,k′ zkzkz′k

′
z′k

′
exp

√
−1 ((k − k)L+ (k′ − k ′)L′)

= αn 1

a′
∑

K∈N4(d)

Cn,0
k,k C

−n−1,0
k′,k′ e(k+k)e′(k

′+k′) ×

× exp
√
−1 ((k − k)(L−$) + (k′ − k ′)(L′ −$′))

(6.52)

Par exemple, en utilisant(6.50), on trouve pour le terme correspondant àn = 2 dans(6.48)(au
degré 2 ene et e′) :

r2

r′3
=
a2

a′3

(
1− (X +X) +

3

2
(X ′ +X ′)− 3

2
(X +X)(X ′ +X ′) +

− 1

4
(X2 − 6XX +X2) +

3

4
(3X ′2 + 2X ′X ′ + 3X ′2) +O(e3, e2e′, ee′2, e′3)

)
=
a2

a′3

(
1 +

3

2
e2 +

3

2
e′2 − 2e cos(L−$) + 3e′ cos(L′ −$′)− 1

2
e2 cos(2L− 2$) +

+
3

2
e′2 cos(2L′ − 2$′) + 3ee′[cos(L+ L′ −$ −$′) + cos(L+ L′ −$ −$′)]

+O(e3, e2e′, ee′2, e′3)
)

(6.53)

Faire ce même calcul "à la main" au degré 2 en excentricités pour r^n/r'^(n+1) lorsque n reste quelconque. Vérifier avec Maple. 
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25.1.3 Développement decos S et de rncosmS
r′n+1

Soit R0 = P0i0j0k0 le repère héliocentrique qui sert de référence dans la définition des
éléments osculateurs deP et deP ′. Sur la figure suivante, on trouve les plansP0nu etP0n

′u ′

des orbites osculatrices des deux planètes. Ces plans coupent le plan fondamentalP0i0j0 suivant
les axesP0n etP0n

′, avec des inclinaisonsi eti′ supposées non nulles. Plus précisément,n etn ′

sont les vecteurs unitaires dirigés vers les nœuds ascendants respectifs des deux orbites. L’angle
entren et n ′ est alors la différence des longitudes des nœuds ascendants :(Ω′ − Ω). Les deux
bases orthogonales directesB = (n, k0 ∧ n, k0) etB′ = (n ′, k0 ∧ n ′, k0) diffèrent donc l’une de
l’autre par la rotation d’angle(Ω′−Ω) autour dek0. L’angleβ entren etu représente la somme
ω + w, oùω est l’argument du périhélie deP etw son anomalie vraie ; de même, l’angleβ′

entren ′ etu ′ vautω′ + w′. Alors, on peut exprimeru dansB etu ′ dansB′ ; on obtient :

u =

B

∣∣∣∣∣∣∣
cos β
sin β cos i
sin β sin i

u ′ =

B′

∣∣∣∣∣∣∣
cos β′

sin β′ cos i′

sin β′ sin i′
(6.54)

Tenant compte de la rotationΩ′ − Ω entre les deux bases, on en déduit cette première ex-
pression decosS :

cosS = u · u ′

= cos(Ω− Ω′) [cos β cos β′ + sin β sin β′ cos i cos i′]

+ sin(Ω− Ω′) [cos β sin β′ cos i′ − sin β cos β′ cos i]

+ sin β sin β′ sin i sin i′

(6.55)

k0

i0

j0

Ω′ − Ω

u ′

u

n
n ′

β = ω + w = `− Ω
β′S

i

i′

P0

P ′

P

J

Ω

En utilisant les relations :β = ω + w = ` − Ω et β′ = ω′ + w′ = `′ − Ω′, où ` et `′ sont
les longitudes vraies dans l’orbite, et en exprimant sous forme complexe toutes les fonctions
trigonométriques qui ne dépendent pas des inclinaisons, on fait apparaı̂tre danscosS les 6
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termes suivants :

cosS = Re
{

1

4
(1 + cos i+ cos i′ + cos i cos i′) exp

√
−1 (`− `′)

+
1

4
(1− cos i− cos i′ + cos i cos i′) exp

√
−1 (`− `′ − 2Ω + 2Ω′)

+
1

4
(1− cos i+ cos i′ − cos i cos i′) exp

√
−1 (`+ `′ − 2Ω)

+
1

4
(1 + cos i− cos i′ − cos i cos i′) exp

√
−1 (`+ `′ − 2Ω′)

+
1

2
sin i sin i′( exp

√
−1 (`− `′ − Ω + Ω′)− exp

√
−1 (`+ `′ − Ω− Ω′))

}
(6.56)

Or, on a :
1 + ε cos i+ ε′ cos i′ + εε′ cos i cos i′ = (1 + ε cos i)(1 + ε′ cos i′)

et, avecε et ε′ égaux à±1, on a aussi :

1 + cos i = 2 cos2 i

2
et 1− cos i = 2 sin2 i

2

En introduisant les éléments complexesζ, ζ ′ et leurs conjuguésζ et ζ ′ on obtient alorscosS
sous cette forme particulièrement condensée :

cosS = Re
{
(χχ′ + ζζ ′)2 exp

√
−1 (`− `′) + (χζ ′ − χ′ζ)2 exp

√
−1 (`+ `′)

}
(6.57)

où l’on a posé :

χ = cos
i

2
=
√

1− ζζ et χ′ = cos
i′

2
=
√

1− ζ ′ζ ′ (6.58)

Notons quecosS est de degré pair par rapport à l’ensemble des variables d’inclinaisonζ, ζ , ζ ′

et ζ ′.

Cependant, à la place des longitudes vraies, il convient d’introduire les longitudes moyennes
L etL′ ; on a :` = $+w = $+M + (w−M) = L+ (w−M). On introduit ainsi l’équation
du centrew−M , qui dépend de l’excentricité et de l’anomalie moyenne, et dont on connait des
représentations diverses (cf. (3.133)ou (3.140); on a de mêmè′ = L′ + (w′ −M ′). Reprenant
encore les notations :

θ = exp
√
−1 (w −M) et θ′ = exp

√
−1 (w′ −M ′) (6.59)

on obtient :

cosS = Re
{
θθ ′(χχ′ + ζζ ′)2 exp

√
−1 (L− L′) + θθ′(χζ ′ − χ′ζ)2 exp

√
−1 (L+ L′)

}
(6.60)

Enfin, avec les variablesY et Y ′ et leurs conjuguées, on obtientcosS sous forme d’un
polynôme où n’intervient plus que la combinaison(L− L′) :

cosS =Re{θθ ′
[
χ2χ′2 exp

√
−1 (L− L′) + 2χχ′Y Y ′ + Y 2Y ′2 exp−√−1 (L− L′)

]
+ θθ′

[
χ2Y ′2 exp

√
−1 (L− L′)− 2χχ′Y Y ′ + Y 2χ′2 exp−√−1 (L− L′)

]
}

(6.61)

Retrouver l'expression (6.57) à partir des équations (6.54). Vérifier avec Maple. 
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Comme les inclinaisons sont supposées petites, on peut encore développerχ etχ′ en fonction
deY , Y , Y ′ etY ′ puisqu’on a aussi, pourχ par exemple :

χ =
√

1− Y Y = 1− 1

2
Y Y − 1

8
Y 2Y 2 + · · · (6.62)

Quant àθ et θ′, ils s’expriment en fonction des variablesX, X ′ et de leurs conjuguées (cf.
(6.50)). Dans ces conditions,cosS s’exprime sous forme d’un développement en série entière
des 8 quantitésX,X,X ′,X ′, Y , Y , Y ′, Y ′ et en série de Fourier complexe de(L−L′) ; tronqué
au degréd, on obtient le polynôme :

cosS =
1∑

j=−1

∑
M∈N8(d)

CM,j X
kXkX ′k′X ′k′Y lY lY ′l′Y ′l′ exp

√
−1j(L− L′) (6.63)

M représente le 8-uplet{k, k, k′, k ′, l, l , l′, l ′} rassemblant les exposants du monôme enXX · · ·Y ′.
Ces exposants parcourent l’ensembleN8(d) des 8-uplets d’entiers positifs ou nuls tels que :

0 ≤k + k + k′ + k ′ + l + l + l′ + l ′ ≤ d

où l + l + l′ + l ′ est un entier pair
(6.64)

Par exemple, en utilisant l’expression(6.50)deθ dans(6.61), on obtient, au degré 2 en excen-
tricités et inclinaisons :

cosS =
1

2
{A exp

√
−1 (L− L′) +B + A exp

√
−1 (−L+ L′)} (6.65)

oùA est le conjugué deA, avec :

A = 1 +X −X −X ′ +X ′ +XX ′ −XX ′ −XX ′ +XX ′ +

+
9

8
X2 −XX − 1

8
X2 +

9

8
X ′2 −X ′X ′ − 1

8
X ′2 +

− Y Y − Y ′Y ′ + Y 2 + Y ′2

B = 2Y Y ′ + 2Y Y ′ − 2Y Y ′ − 2Y Y ′

A l’aide des relations(6.47), on peut transformer(6.63) en une expression fonction des
variablesz, z′, ζ, ζ ′ et de leurs conjuguées :

cosS =
1∑

j=−1

∑
M∈N8(d)

CM,j z
kzkz′k

′
z′k

′
ζ lζ lζ ′l

′
ζ ′l

′
exp

√
−1 (pL+ p′L′) (6.66)

où les exposants vérifient les relations(6.64)et où les entiers relatifsp et p′ sont reliés àj par
les expressions :

p = k − k + l − l + j

p′ = k′ − k ′ + l′ − l ′ − j (6.67)

Retrouver l'expression (6.65) et les valeurs de A et B qui suivent à partir des équations (6.50) et (6.61). Vérifier avec Maple. 
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On peut enfin tirer de(6.66) l’expression plus classique decosS, écrite en fonction des
éléments orbitauxe, e′, γ = sin(i/2), γ′ = sin(i′/2) et des longitudes$,$′, Ω, Ω′, L etL′ :

cosS =
1∑

j=−1

∑
M∈N8(d)

CM,j e
(k+k) e′(k

′+k′) γ(l+l) γ′(l
′+l′) ×

× exp
√
−1 [pL+ p′L′ − (k − k)$ − (k′ − k ′)$′ − (l − l)Ω− (l′ − l ′)Ω′]

(6.68)

où les exposants vérifient(6.64)et (6.67). Bien sûr,cosS est une quantité réelle exprimée ici
sous forme complexe : Alors, les termes complexes peuvent toujours se regrouper avec leur
conjugué ; ainsi, pour chaque terme du développement(6.68), exp

√
−1 (· · ·) peut être remplacé

par2 cos(· · ·) si l’argument(· · ·) est non nul, et par 1 s’il est nul.

A partir de l’expression(6.61) de cosS, on peut aussi, par simples manipulations de po-
lynômes, calculercosm S sous forme de développements formellement identiques à(6.63)ou
(6.66)ou(6.68), sauf pour la sommation surj qui se ferait alors dej = −m àj = +m. Avec les
résultats obtenus en(6.51), on peut également en déduire, sous les mêmes formes, le dévelop-

pement de
(
r
a

)n(a′
r′
)n+1

cosm S pour les valeurs den etm qui interviennent dans les premiers

termes du développement(6.48)de1/∆ en polynômes de Legendre. Par exemple, pourn = 1,
en utilisant les développements(6.50)et (6.65), on obtient jusqu’au degré 2 en excentricités et
inclinaisons :

r

a

a′2

r′2
cosS = (1− 1

2
e2 − 1

2
e′2 − sin2 i

2
− sin2 i′

2
) cos(L− L′)

+
1

2
e [cos(2L− L′ −$)− 3 cos(L′ −$)] + 2e′ cos(L− 2L′ +$′)

+
1

8
e2 [cos(L+ L′ − 2$) + 3 cos(3L− L′ − 2$)]

+
1

8
e′2 [cos(L+ L′ − 2$′) + 27 cos(L− 3L′ + 2$′)]

+ ee′ [cos(2L− 2L′ −$ +$′)− 3 cos(2L′ −$ −$′)]

+ sin2 i

2
cos(L+ L′ − 2Ω) + sin2 i′

2
cos(L+ L′ − 2Ω′)

+ 2 sin
i

2
sin

i′

2
[cos(L− L′ − Ω + Ω′)− cos(L+ L′ − Ω− Ω′)]

(6.69)

Remarque 1. Les résultats précédents s’appliquent directement au calcul du développement
de la partie indirecte des fonctions perturbatricesU et deU ′ vues en(6.45)puisque l’on a :

Uind ∝
r cosS

r′2
=

a

a′2

(r
a

)(a′
r′
)2

cosS et U ′
ind ∝

r′ cosS

r2 =
a′

a2

(a
r

)2(r′
a′
)

cosS

A un facteur près, le développement(6.69)représente celui deUind. Evidemment on en déduirait
U ′

ind, simplement en y permutant les rôles dee et e′, dei et i′, de$ et$′, deΩ etΩ′ et deL et
L′.
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Remarque 2. Chaque terme de la somme(6.66)est le produit d’un coefficient réelCM,j, d’un
monôme des 8 variablesz, z, z′, z′, ζ, ζ , ζ ′ et ζ ′, et d’une fonction trigonométrique d’argument
(pL + p′L′). Traditionnellement, dans tout développement de cette forme, une combinaison
entière des longitudes moyennes, tellepL + p′L′, est appeléeinégalité; par extension on ap-
pelle aussiinégalité(p, p′) l’ensemble des monômes et de leurs coefficients venant en facteur
de exp

√
−1 (pL + p′L′) ; on appelle encorecaractéristique de l’inégalitéet caractéristique du

monômeles quantitésCI etCM ainsi définies pour chaque terme :

CI = p+ p′ et CM = (k + k′ + l + l′)− (k + k ′ + l + l ′) (6.70)

Les relations(6.67)montrent alors que chaque terme de la série représentantcosS vérifie :

CI = p+ p′ = k − k + l − l + k′ − k ′ + l′ − l ′ = CM (6.71)

Cette égalité deCI et deCM caractérise lapropriété de d’Alembertpour les séries trigono-
métriques dépendant de plusieurs arguments ; elle étend à ces séries la propriété de d’Alembert
de rang0 vue en§3-13.5pour les développements trigonométriques à un seul argument : On a
indiqué par exemple en(3.146)que le développement de(r/a)nθm en coefficients de Hansen
vérifie la propriété de d’Alembert de rang0 ; en exprimant ce développement en fonction dez,
z et deL, on obtient : (

r

a

)n

θm =
+∞∑

p=−∞
Y n,m

m+p(zz) z
p exp

√
−1pL (6.72)

où, pourp < 0, il faut adopter la convention :zp ≡ z|p|. Pour l’inégalitépL, on a bienCI =
p = CM .

La propriété de d’Alembert s’énonce encore en disant qu’un terme de caractéristiqueCI est
toujours de degré global au moins égal à|CI |, et on peut même préciser que la différence entre
le degré global du monôme d’un terme et la caractéristique de l’inégalité correspondant à ce
terme est toujours un entier pair ; on peut écrire en effet :

degré global = k + k + l + l + k′ + k ′ + l′ + l ′

= CI + 2(k + l + k ′ + l ′)

}
=⇒ degré global ≥ |CI | (6.73)

Si deux séries vérifient chacune la propriété de d’Alembert (CM = CI pour chaque terme),
leur produit la vérifie aussi. Comme le développement de1/∆ en polynômes de Legendre est
une somme de produits enan/a′n

′
(r/a)n(a′/r′)n′ cosm S, ce développement vérifie aussi la

propriété de d’Alembert.

Remarque 3. On aurait pu chercher à exprimercosS d’abord en fonction de l’inclinaison mu-
tuelleJ des deux plans d’orbite, comme cela se fait souvent car l’expression obtenue est plus
simple : On pourrait montrer en effet que dans l’expression(6.57)decosS, les quantités com-
plexes(χζ ′−χ′ζ) et (χχ′+ζζ ′) ont pour modulesin(J/2) et cos(J/2) respectivement. En
fait, il est plus intéressant de faire intervenir directement comme icii et i′, les deux inclinaisons

Exprimer cos(S) en fonction des longitudes vraies et de (J/2) où J est l'inclinaison mutuelle des deux plans d'orbite. On doit trouver une expression analogue à (6.57) où interviennent les carrés des sinus et cosinus de (J/2).
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sur un plan extérieur ; en effet les équations de Lagrange ou d’Hamilton sont exprimées de fa-
çon naturelle dans des repères de directions fixes et donc, ne font pas intervenir les inclinaisons
mutuelles. Ce sont néammoins les inclinaisons mutuelles qui gouvernent les perturbations des
plans d’orbite. Si l’on désire une expression en inclinaison mutuelle, il suffit ici de considérer
que l’orbite deP ′ est confondue avec le plan fondamental et de fairei′ = Ω′ = 0 et i = J .

Le fait que ce soit l’inclinaison mutuelle qui gouverne les perturbations des plans d’orbite
a quand même une conséquence sur la structure du développement exprimé en fonction des
deux inclinaisons : En effet, si les deux plans d’orbite sont confondus à un instant donné et si
il n’y a pas d’autre perturbation entre les deux corps, ces plans doivent rester confondus ; alors,
d’après les équations de Lagrange(5.51)ou (5.52), la fonction perturbatrice ne doit donc plus
dépendre ni dei, ni dei′, ni deΩ, ni deΩ′, ou également ni deζ et ni deζ ′. Les termes dépen-
dant des inclinaisons doivent donc disparaître complètement du développement de la fonction
perturbatrice lorsque l’on faitζ ′ = ζ et ζ ′ = ζ . Tenant compte de ces deux égalités, on peut ré-
organiser le développement(6.66)de façon à mettre chaque monôme en excentricités en facteur
des monômes en inclinaisons, eux-mêmes regroupés par degrésd :

∑
j

∑
k,k,k′,k′

zkzkz′k
′
z′k

′ ∑
d=0,2,4,···

 ∑
l+l+l′+l′=d

CM,j ζ
l+l′ζ l+l′

 exp
√
−1 (pL+ p′L′)

Alors, pour chaque valeur dep et dep′, pour chaque 4-uplet (k, k , k′, k ′), et pour chaque degré
d non nul, les coefficientsCM,j présents dans la sommation mise entre parenthèses ont une
somme identiquement nulle. Quand on effectue la troncature des développements, il convient de
respecter cette structure et de conserver tous les termes d’un même degré en inclinaisons, surtout
si ces inclinaisons sont fortes. Si les deux plans d’orbite sont voisins tout en étant fortement
inclinés sur le plan de référence, les inclinaisonsi et i′ sont fortes mais voisines tandis queJ est
faible : Il convient alors de faire la troncature des développements sans dissocier les termes de
même degré issus des quantités(χζ ′ − χ′ζ) et (χχ′ + ζζ ′) . Finalement, ce qui importe pour
pouvoir tronquer les développements, ce n’est pas que les 2 inclinaisons soient faibles, mais
bien plutôt que ce soit l’inclinaison mutuelle qui soit faible.

25.1.4 Développement de1/∆ en coefficients de Laplace

Si α est trop grand, le développement(6.48)en polynômes de Legendre et en puissances
deα converge trop lentement pour être utilisable. C’est le cas des problèmes de type planétaire
où α peut atteindre des valeurs voisines de0,8 . En effet, examinons ce développement, tron-
qué à un certain degréd, dans le cas plus simple de deux orbites circulaires et coplanaires :
On a alors1/∆ = (1/a′)

∑d
n=0 α

n Pn(cosS) ; après avoir développé chaque polynôme de
Legendre, on peut exprimer les puissances decosS en fonction descos pS, puis factoriser
chaquecos pS ; on obtient ainsi un développement analogue à une série de Fourier, de la forme
(1/a′)

∑d
p=0 φ

(d)
p (α) cos pS, où les fonctionsφ(d)

p (α) sont des polynômes de degréd enα. Avec
α = 0,8 et d = 60, la précision de cette représentation n’est encore que de quelques10−5 ; il
n’est pas pensable de développer en polynômes de Legendre jusqu’à des degrés aussi élevés.
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En fait, il est plus intéressant de calculer directement le développement en série de Fou-
rier de1/∆, soit (1/a′)

∑
p φp(α) cos pS, d’autant plus que chaqueφp(α) est alors calculable

exactement (φ(d)
p (α) n’est qu’une représentation tronquée deφp(α)). Pour cela, nous verrons

d’abord le cas où les orbites sont coplanaires, puis le cas où l’inclinaison mutuelle des 2 orbites
est petite.

25.1.5 Réduction au problème plan

L’angle S est alors égal àψ = ` − `′, différence des longitudes vraies. Posons :D2 =
1 + ρ2 − 2ρ cosψ , de sorte que l’on a :

1

∆
=

1

r′
(
1 + ρ2 − 2ρ cos(`− `′)

)−1/2
=

1

r′D
(6.74)

Pourρ fixé, la fonction1/D est périodique, de période2π vis-à-vis de la variableψ, et paire par
rapport à cette variable. Elle admet donc un développement en série de Fourier de la forme :

1

D
=

1

2
b
(0)
1/2(ρ) +

∞∑
j=1

b
(j)
1/2(ρ) cos jψ (6.75)

On a pareillement, de façon plus générale, pour tout entier positifn :

D−n =
(
1 + ρ2 − 2ρ cosψ

)−n/2
=

+∞∑
j=−∞

1

2
b
(|j|)
n/2 (ρ) exp

√
−1jψ (6.76)

Les fonctionsb(j)n/2(ρ) sont lescoefficients de Laplace(pour toutj on a : b(j)n/2(ρ) = b
(|j|)
n/2 (ρ) ).

Pour les calculer, en posants = n/2, on écrit d’abord :(
1 + ρ2 − 2ρ cosψ

)−s
=
(
1− ρ exp

√
−1ψ − ρ exp−√−1ψ + ρ2

)−s

= (1− ρ exp
√
−1ψ)−s (1− ρ exp−√−1ψ)−s

(6.77)

puis, en notantu = exp
√
−1ψ, on développe chaque facteur par la formule du binôme :

(1− ρu)−s = 1 +
s

1
ρu+

(−s)(−s− 1)

1 · 2
ρ2u2 − (−s)(−s− 1)(−s− 2)

1 · 2 · 3
ρ3u3 + · · ·

(1− ρ

u
)−s = 1 +

s

1

ρ

u
+

(−s)(−s− 1)

1 · 2
ρ2

u2 −
(−s)(−s− 1)(−s− 2)

1 · 2 · 3
ρ3

u3 + · · ·

En faisant le produit de ces 2 séries, le regroupement des termes en facteur deuj (identifié à

Avec Maple, programmer le développement des coefficients de Laplace définis en (6.78). Pour n=1, développer une expression analogue à (6.75) en construisant le développement de (1/D) en polynômes de Legendre jusqu'à un degré k fixé. Comparer les coefficients polynomiaux en rho ainsi obtenus en facteur des cos(j.psi) au développements des coefficients de Laplace au voisinage de rho=0. Déterminer à quel degré k il faudrait opérer avec les polynômes de Legendre pour que, pour rho=0.5, les développements en coefficients de Laplace et en polynômes de Legendre coïncident à 0.0001 près.
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exp
√
−1jψ) donne1

2 b
(j)
s et on trouve, pourj ≥ 0 :

1

2
b(j)s (ρ) =

s(s+ 1) · · · (s+ j − 1)

1 · 2 · · · j
ρj +

s(s+ 1) · · · (s+ j − 1)(s+ j)

1 · 2 · · · j(j + 1)
ρj+1 × s

1
ρ+

+
s(s+ 1) · · · (s+ j + 1)

1 · 2 · · · j + 2
ρj+2 × s(s+ 1)

1 · 2
ρ2 + · · ·

=
s(s+ 1) · · · (s+ j − 1)

1 · 2 · · · j
ρj×

×
[
1 +

s(s+ j)

1(j + 1)
ρ2 +

s(s+ 1)(s+ j)(s+ j + 1)

1 · 2(j + 1)(j + 2)
ρ4 + · · ·

]
=

(s)j

(1)j

ρj F (s, s+ j, j + 1; ρ2) (j ≥ 0)

(6.78)
où F est lafonction hypergéométrique de Gauss, déjà exprimée en(3.152)en fonction des
coefficients de Pochhammer(a)k définis en(3.153). Pourj < 0, on calculeb(−j)

s

Ainsi exprimés, les coefficients de Laplace se calculent avec toute la précision souhaitée
lorsqueρ est fixé numériquement. En fait, pour des orbites elliptiques,ρ varie mais, si les
excentricités sont faibles,ρ reste dans un petit voisinage autour d’une valeur fixe. Plus précisé-
ment, on verra plus loin quea eta′ varient en restant toujours très voisins de valeurs constantes
a0 et a′0 ; en les mettant sous la formea = a0(1 + η) et a′ = a′0(1 + η′), le rapportα = a/a′

reste voisin deα0 = a0/a
′
0 et l’on peut introduire la quantitéδ, petite comme les perturbations

η etη′ :

α = α0(1 + δ) où δ =
η − η′

1 + η′
(6.79)

On peut écrire ensuite :ρ = α r
a
a′

r′
= α0 (1 + δ) r

a
a′

r′
, d’où :

ρ2 = α2
0(1 + σ) avec σ = (1 + δ)2

(r
a

)2 (a′
r′
)2
− 1 (6.80)

Commera et a
′

r′
sont de l’ordre de1 + O(e) ou 1 + O(e′), la quantitéσ est petite, au moins

d’ordre 1 ene, e′ ou δ. On peut alors développer les fonctions hypergéométriques en séries de
Taylor au voisinage deρ2 = α2

0 ; en appliquant la règle de dérivation

d

dx
F (a, b, c;x) =

ab

c
F (a+ 1, b+ 1, c+ 1; x) (6.81)

on obtient : F (a, b, c;α2
0(1 + σ)) =

∞∑
m=0

(a)m(b)m

(c)m

α2m
0 σm

m!
F (a + m, b + m, c + m;α2

0) et
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finalement, de(6.76), (6.78)et (6.80), on déduit le développement deD−n :

D−n =
+∞∑

j=−∞

+∞∑
m=0

ϕ(|j|)
n,m(α0) (1 + δ)|j|

(r
a

)|j| (a′
r′
)|j|
×

×
(

(1 + δ)2
(r
a

)2 (a′
r′
)2
− 1

)m

exp
√
−1j(`− `′)

(6.82)

où les fonctions deα0 sont calculables par l’une ou l’autre des formules (avecj ≥ 0) :

ϕ(j)
n,m(α0) =

(n
2
)j(

n
2
)m(n

2
+ j)m

(1)j(1)m(1 + j)m

αj+2m
0 F (

n

2
+m,

n

2
+ j +m, 1 + j +m;α2

0)

=
(n

2
)j(

n
2
)m(n

2
+ j)m

(1)j(1)m(1 + j)m

αj+2m
0 (1− α2

0)
1−n−mF (1 + j − n

2
, 1− n

2
, 1 + j +m;α2

0)

(6.83)
La deuxième expression met à profit la formule d’Euler donnée en(3.154), qui donne une
donne une meilleure convergence du calcul des fonctions hypergéométriques lorsqueα0 est
voisin de 1. N’oublions pas en effet que le développement proposé ici se fait avecα0 fixé
numériquement pour chaque couple de planètes, les variations des demi-grands axes étant pris
en compte analytiquement par l’intermédiaire de la variableδ ; il importe donc que les fonctions
deα0 soient calculables de la façon la plus efficace possible.

Il reste à écrire :exp
√
−1j(`− `′) = θjθ ′j exp

√
−1j(L− L′) , puis à utiliser les techniques

de développement de(r/a)nθm vues dans laremarque 2 du §3-13.8pour aboutir, par des mani-
pulations de polynômes, à un développement de la forme :

D−n =
+∞∑

j=−∞

+∞∑
h=0

∑
M∈N4(d)

φM,h,j(α0) δ
hXkXkX ′k′X ′k′ exp

√
−1j(L− L′) (6.84)

où M désigne les 4-uplets d’entiers positifs ou nuls{k, k, k′, k ′}. Bien entendu, le dévelop-

pement de1/∆ = 1
a′
(
a′

r′
)
D−1 s’obtient de façon analogue sous la même forme.

25.1.6 Extension aux orbites inclinées

Nous supposerons que les inclinaisons des 2 orbites sur le plan fondamental sont suffisamment
voisines pour pouvoir utiliser des développements en série entière des variablesζ, ζ ′ et de leurs
conjuguées. Dans ce cas, le développement de1/∆ va pouvoir se déduire des calculs déjà faits
jusqu’ici car, avec1/D introduit en(6.74), on peut écrire :

1

∆
=

1

r′
(1 + ρ2 − 2ρ cosψ − 2ρ(cosS − cosψ))−1/2

=
1

r′
D−1 (1− ρW D−2)−1/2 avec W = 2(cosS − cosψ)

(6.85)
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La quantitéW est de degré 2 au moins par rapport aux inclinaisons, puisque, avecψ = `− `′
et les expressions decosS trouvées en(6.57)et (6.61), on a immédiatement :

W = 2Re
{(

(χχ′ + ζζ ′)2 − 1
)

exp
√
−1(`− `′) + (χζ ′ − χ′ζ)2 exp

√
−1(`+ `′)

}
= 2Re{θθ ′

[
(χ2χ′2 − 1) exp

√
−1 (L− L′) + 2χχ′Y Y ′ + Y 2Y ′2 exp−√−1 (L− L′)

]
+ θθ′

[
χ2Y ′2 exp

√
−1 (L− L′)− 2χχ′Y Y ′ + Y 2χ′2 exp−√−1 (L− L′)

]
}

(6.86)
et où manifestement,(χ2χ′2 − 1) est de degré 2 au moins en inclinaisons. Cette expression de
W , ou celle deρW , se développent bien sûr comme en(6.63)en fonction des variablesX,X ′,
Y , Y ′ et de leurs conjuguées, ou comme en(6.66)en fonction des variablesz, z′, ζ, ζ ′ et de
leurs conjuguées.

Il ne reste alors qu’à calculer les puissances successives deρW de façon à développer par la
formule du binôme l’expression de1/∆ vue en(6.85):

1

∆
=

1

r′

∞∑
k=0

(
1

2
)k

(1)k

(ρW )k D−2k−1 (6.87)

PuisqueW est de degré 2 au moins, pour tronquer cette série au degré globald en excentricités
et inclinaisons, il suffit de faire varierk de 0 àE(d/2) (partie entière ded/2) et de tronquer le
développement deD−2k−1 au degré(d − 2k) en excentricités ; compte tenu de l’expression de
D−n obtenue en(6.82), le calcul pratique de l’inverse de la distance au degréd peut s’effectuer
à partir de la formule :

[a′
∆

]
d

=
+Jmax∑

j=−Jmax

d∑
m=0

E(d/2)∑
k=0

(−1)k
(−1

2
)k

(1)k

αk
0 ϕ

(|j|)
2k+1,m(α0)×

× (1 + δ)|j|+k
(r
a

)|j|+k
θj
(a′
r′
)|j|+k+1

θ ′j ×

×
(

(1 + δ)2
(r
a

)2 (a′
r′
)2
− 1

)m

W k exp
√
−1j(L− L′)

(6.88)

Vu les résultats précédents, cette expression se ramène à un développement de la forme :

[a′
∆

]
d

=
+Jmax∑

j=−Jmax

∑
H∈N2

∑
M∈N8(d)

ΦMHj(α0) η
hη′h

′
zkzkz′k

′
z′k

′
ζ lζ lζ ′l

′
ζ ′l

′
exp

√
−1 (pL+ p′L′)

(6.89)
où les exposantsM = {k, k, k′, k ′, l, l , l′, l ′} vérifient les mêmes relations(6.64) et (6.67)
(c’est-à-dire propriété de d’AlembertCM = CI et développement pair en inclinaisons). La
quantitéδ est ici développée en puissances positives deη et deη′, avecH = {h, h′} tel que
h + h′ < Hmax (commeη et η′ sont de l’ordre des masses, il suffit souvent de prendreHmax
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de l’ordre de 1 ou 2). Par ailleurs, la valeur utile deJmax croît avec l’ordre de grandeur deα0 ;
pour les grosses planètes du système solaire, la valeur la plus grande deα0 est voisine de0,72
(pour le couple Vénus-Terre), et pour les calculs de grande précision concernant ce couple, on
peut aller jusqu’àJmax = 50 ; cependant, pourα0 de l’ordre de0,1 , il peut suffire de prendre
Jmax = 5.

Le degréd étant fixé, une façon de construire par ordinateur le développement(6.89) à
partir de l’expression(6.88), peut consister à calculer une fois pour toutes, d’une part tous les
polynômes de degréd enX etX (ou enX ′ etX ′) représentant les fonctions du type(r/a)nθm

présentes dans(6.88), d’autre part les polynômes de degréd enX, X, X ′, X ′, Y , Y , Y ′ et
Y ′ représentant les quelques puissances utiles deW . On organise ces polynômes en tableaux
ordonnés suivant une liste adressable des exposants de chaque monôme. On calcule par ailleurs
toutes les fonctions deα0 utiles pour le système de planètes considéré. Par adressage de ces
tableaux, il est alors possible de reconstituer le coefficient de chaque terme de(6.89)à partir de
la donnée des exposants{h, k, k, k′, k ′, l, l , l′, l ′} et des entiersp etp′.

Si d est faible, on peut cependant encore tenter un développement “à la main” : Par exemple,
pour obtenir un développement au degré 2 en excentricités et inclinaisons, et au degré 0 enδ, il
suffit de développer les 2 premiers termes de la somme(6.87):

[a′
∆

]
d=0..2

=
[a′
r′
D−1

]
d=0..2

+
1

2
W
[r
a

a′2

r′2
D−3

]
d=0

Le premier crochet doit être développé au degré 2 en excentricités, tandis que l’autre, en
facteur deW qui est déjà de degré 2, ne doit être développé qu’au degré 0 ; d’après(6.88), et
puisque(( r

a
)2(a′

r′
)2 − 1) est de degré 1 au moins, on peut donc écrire :

[a′
r′
D−1

]
d=0..2

=
+Jmax∑

j=−Jmax

{
ϕ

(|j|)
1,0

[(r
a

)|j|
θj
(a′
r′
)|j|+1

θ ′j
]
d=0..2

+ ϕ
(|j|)
1,1

[
(
r

a
)2(
a′

r′
)2 − 1

]
d=1..2

+

+ϕ
(|j|)
1,1

[(r
a

)|j|
θj
(a′
r′
)|j|+1

θ ′j
]
d=1

[
(
r

a
)2(
a′

r′
)2 − 1

]
d=1

+

+ϕ
(|j|)
1,2

[
(
r

a
)2(
a′

r′
)2 − 1

]2
d=1

}
exp

√
−1j(L− L′)

[r
a

a′2

r′2
D−3

]
d=0

=
+Jmax∑

j=−Jmax

α0 ϕ
(|j|)
3,0 exp

√
−1j(L− L′)

En utilisant les formules(6.50)et (6.86), et en exprimant les variables complexes en fonction
des éléments osculateurs classiques, on obtient alors l’expression suivante :
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[a′
∆

]
d=0..1

=
Jmax∑
j=0

(2− δj
0)
{
ϕ

(j)
1,0 cos j(L− L′)

− e [(ϕ
(j)
1,1 −

1

2
j ϕ

(j)
1,0) cos ((j + 1)L− jL′ −$)

+ (ϕ
(j)
1,1 +

3

2
j ϕ

(j)
1,0) cos ((j − 1)L− jL′ +$)]

+ e′[(ϕ
(j)
1,1 +

1

2
(1− j)ϕ(j)

1,0) cos (jL− (j − 1)L′ −$′)

+ (ϕ
(j)
1,1 +

1

2
(1 + 3j)ϕ

(j)
1,0) cos (jL− (j + 1)L′ +$′)]

(6.90a)

[a′
∆

]
d=2..2

=
Jmax∑
j=0

(2− δj
0)
{
(e2 + e′2)(2ϕ

(j)
1,2 +

1

2
(3 + 2j)ϕ

(j)
1,1 +

1

4
j(1− 3j)ϕ

(j)
1,0) cos j(L− L′)

+ e2[(ϕ
(j)
1,2 −

1

4
(1 + 2j)ϕ

(j)
1,1 +

1

8
j(2 + j)ϕ

(j)
1,0) cos ((j + 2)L− jL′ − 2$)

+ (ϕ
(j)
1,2 −

1

4
(1− 6j)ϕ

(j)
1,1 +

1

8
j(−8 + 9j)ϕ

(j)
1,0) cos ((j − 2)L− jL′ + 2$)]

+ e′2[(ϕ
(j)
1,2 +

1

4
(7− 2j)ϕ

(j)
1,1 +

1

8
(4− 4j + j2)ϕ

(j)
1,0) cos (jL− (j − 2)L′ − 2$′)

+ (ϕ
(j)
1,2 +

1

4
(7 + 6j)ϕ

(j)
1,1 +

1

8
(4 + 14j + 9j2)ϕ

(j)
1,0) cos (jL− (j + 2)L′ + 2$′)]

− ee′[(2ϕ(j)
1,2 +

1

2
(3− 2j)ϕ

(j)
1,1 −

1

4
j(1− j)ϕ(j)

1,0) cos ((j + 1)L− (j − 1)L′ −$ −$′)

+ (2ϕ
(j)
1,2 +

1

2
(3 + 6j)ϕ

(j)
1,1 +

3

4
j(1 + 3j)ϕ

(j)
1,0) cos ((j − 1)L− (j + 1)L′ +$ +$′)

+ (2ϕ
(j)
1,2 +

1

2
(3 + 2j)ϕ

(j)
1,1 −

1

4
j(1 + 3j)ϕ

(j)
1,0) cos ((j + 1)(L− L′)−$ +$′)

+ (2ϕ
(j)
1,2 +

1

2
(3 + 2j)ϕ

(j)
1,1 +

3

4
j(1− j)ϕ(j)

1,0) cos ((j − 1)(L− L′) +$ −$′)]

+
1

2
α0 ϕ

(j)
3,0

((
− sin2 i

2
− sin2 i′

2

)
[ cos(j − 1)(L− L′) + cos(j + 1)(L− L′)]

+ sin2 i

2
[ cos ((j − 1)L− (j + 1)L′ + 2Ω) + cos ((j + 1)L− (j − 1)L′ − 2Ω)]

+ sin2 i′

2
[ cos ((j − 1)L− (j + 1)L′ + 2Ω′) + cos ((j + 1)L− (j − 1)L′ − 2Ω′)]

+ 2 sin
i

2
sin

i′

2
[ cos ((j − 1)(L− L′) + Ω− Ω′)− cos ((j − 1)L− (j + 1)L′ + Ω + Ω′)

+ cos ((j + 1)(L− L′)− Ω + Ω′)− cos ((j + 1)L− (j − 1)L′ − Ω− Ω′)]
)}
(6.90b)

où δj
0 est le symbole de Kronecker (égal à 1 sij = 0 et à 0 sinon), et où les coefficientsϕ(j)

n,m

sont les fonctions deα0 définies en(6.83). On pourra vérifier que cette expression vérifie la
propriété de d’Alembert.
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Remarque . L’expression(6.90a)-(6.90b)permet de repérer facilement les quelques termes
qui sont indépendants deL et deL′ dans le développement de(a′/∆), et qui sont aussi, à un
facteur près, lestermes séculairesde la partie directe deU , fonction perturbatrice deP , ou de
U ′ pourP ′, cf. (6.45) : On trouve ces termes séculaires pourj = 0 dans les 1ieres lignes de
(6.90a)et de(6.90b), et pourj = 1 dans les 9ieme, 10ieme et 13ieme lignes de(6.90b); on en aurait
d’autres de degrés 4, 6,etc.. . . dans une expression plus complète de(a′/∆). En remarquant
qu’il n’y a pas de terme séculaire dans le développement(6.69)des parties indirectes deU et
U ′, on en conclut que la partie séculaireU deU , ou celleU

′
deU ′, provient uniquement de

(1/∆) ; elle vaut, au degré 2 :

U = µ
ε′

1 + ε

1

a′
{
ϕ

(0)
1,0 + (2ϕ

(0)
1,2 +

3

2
ϕ

(0)
1,1) (e2 + e′2)

− (4ϕ
(1)
1,2 + 5ϕ

(1)
1,1) ee

′ cos($ −$′)

− α0 ϕ
(1)
3,0

(
sin2 i

2
+ sin2 i′

2
− 2 sin

i

2
sin

i′

2
cos(Ω− Ω′)

)} (6.91)

Exprimée en fonction des variablesz, z′, ζ, ζ ′ et de leurs conjuguées, elle s’écrit :

U = µ
ε′

1 + ε

1

a′
{
ϕ

(0)
1,0 + (2ϕ

(0)
1,2 +

3

2
ϕ

(0)
1,1) (zz + z′z′)

− (2ϕ
(1)
1,2 +

5

2
ϕ

(1)
1,1) (zz′ + zz′)

− α0 ϕ
(1)
3,0 (ζζ + ζ ′ζ ′ − ζζ ′ − ζζ ′)}

(6.92)

Bien sûr, d’après(6.45), on a : U
′
= µ′

µ
ε
ε′

1 + ε
1 + ε′

U . Notons que dans(6.91)il y a des termes

périodiques en($ − $′) ou (Ω − Ω′) que l’on qualifierait de “termes à longue période” si
l’on distinguait, comme en§22, les variables angulaires des variables métriques : En fait, dans
les problèmes de type planétaire, lapartie séculaired’un développement n’est pas l’ensemble
des termes indépendants des variables angulaires, mais par définition, l’ensemble des termes
indépendants des seules longitudes moyennes. Notons encore que les coefficients de Laplace
définis en(6.78)vérifient un certain nombre de relations de récurrence que l’on pourrait établir
en dérivant(6.76), fonction génératrice de ces coefficients, par rapport àψ ou par rapport àρ.
On peut en déduire d’autres relations de récurrence entre les fonctionsϕ(j)

n,m(α0) ; on montrerait
en particulier que les coefficients qui apparaissent dans les expressions(6.91)et (6.92)vérifient
la relation :

2ϕ
(0)
1,2 +

3

2
ϕ

(0)
1,1 =

1

4
α0 ϕ

(1)
3,0 (6.93)

25.1.7 Remarques sur les propriétés de d’Alembert et de parité des séries

Nous avons rencontré ces propriétés dans tous les développements construits jusqu’ici, no-
tamment ceux de1/∆ ou ceux des perturbations indirectes deU ou U ′. Ces développements

Utiliser les expressions (6.90a) et (6.90b) pour trouver le développement de l'inégalité (L-2L') dans la fonction (a'/Delta). Exprimer comme dans (6.92), le développement de cette inégalité dans la fonction perturbatrice d'une planète, en tenant compte des parties directe et indirecte. 
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peuvent tous être organisés en séries de termesT de la forme :

T = Czkzkz′k
′
z′k

′
ζ lζ lζ ′l

′
ζ ′l

′
exp

√
−1 (pL+ p′L′) (6.94)

Nous avons vu en(6.71)que la propriété de d’Alembert correspond, pour chaque termeT , à
l’égalité de la caractéristique du monôme et de la caractéristique de l’inégalité :

CI = p+ p′ = k − k + l − l + k′ − k ′ + l′ − l ′ = CM (6.95)

En fait, dans le cas de1/∆, cette propriété est une conséquence de l’invariance des distances
r, r′ et∆ dans toute rotation du repère de référenceR0 autour de l’axeP0k0. Pour montrer cette
invariance, il suffit de voir que dans une rotation d’angleφ autour dek0, les élémentsa, e, i,M ,
etω sont inchangés et seulΩ est transformé enΩ + φ. DoncL et$ sont aussi transformés en
L + φ et$ + φ. Les éléments de l’autre planète sont transformés de la même façon. Chaque
termeT des développements est alors transformé en :

T × exp
√
−1 (p+ p′ − (k − k + l − l + k′ − k ′ + l′ − l ′))φ (6.96)

L’invariance par rotation autour dek0 est donc équivalente àCI = CM .

De même, nous avons vu que tous les développements construits ici sont de degré pair par
rapport aux variables d’inclinaison. En fait, ceci est également dû à l’invariance des quantitésr,
r′, ∆, cosS, · · · lorsqu’on change le repèreR0 en son symétrique par rapport au planP0i0j0. En
effet, dans une telle symétrie, les nœuds ascendants sont transformés en leurs opposés. Donc,
pour chaque orbite,Ω est changé enΩ + π, etω enω + π, mais l’anomalie moyenneM est
inchangée, tout comme les variablesX et z. Enfin L augmentant de2π est aussi inchangé,
tandis queY et ζ changent de signe. Donc chaque termeT est transformé en :

(−1)(l+l+l′+l′) T (6.97)

Pour que ces développements soient inchangés, il faut donc que le degré total en inclinaisons
soit pair.

Néammoins, l’intérêt de la propriété de d’Alembert vient surtout ici du fait que le simple
calcul de la caractéristique d’inégalité d’un terme fournit immédiatement le degré minimum de
ce terme par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. Les termes dont la caractéristique
d’inégalité est élevée sont alors généralement négligeables ; par exemple, une inégalité telle que
15L − 40L′ a une caractéristique égale à−25 et son degré global est au moins égal à 25 en
excentricités et inclinaisons !

26 Perturbations du mouvement des planètes

Les équations(6.40) et (6.41) définissent le mouvement de la planètePk ; ce sont celles
d’un mouvement képlérien osculateur perturbé, dont la fonction perturbatriceUk représente la
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somme des perturbations subies parPk de la part des autres planètes :

Uk =
n∑

i=1 (i6=k)

Uki = µk

∑
i6=k

εi
1 + εk

(
1

∆ik

− rk cosSik

r2
i

)
(6.98)

∆ik représente bien sûr la distance dePi àPk, etSik l’angle entreP0Pi etP0Pk. On se propose
d’exploiter, pour chaque planète, les équations de Lagrange(5.51)ou(5.52): Pour la planètePk,
on en y remplace simplementU parUk et les éléments osculateurs(a, n, e, i,Ω, $, L, z, z, ζ, ζ)
par(ak, nk, ek, ik,Ωk, $k, Lk, zk, zk, ζk, ζk). On aura par exemple :

1

ak

dak

dt
=

2

nka
2
k

∂Uk

∂Lk

= 2nk
ak

µk

∂Uk

∂Lk

grâce à µk = n2
ka

3
k

(6.99)

Commenka
2
k apparaît au dénominateur dans le second membre de toutes les équations relatives

àPk, on a avantage à rendreUk proportionnel àµk
ak

de manière à ce que finalement les variations
des éléments d’orbite dePk apparaissent toutes proportionnelles ànk. On écrit ainsi :

Uk =
µk

ak

k−1∑
i=1

εi
1 + εk

(
ak

∆ik

− α−2
ki

( rk

ak

)(ai

ri

)2
cosSik

)
+

+
µk

ak

n∑
i=k+1

εi
1 + εk

αki

(
ai

∆ik

− αki

( rk

ak

)(ai

ri

)2
cosSik

) (6.100)

où l’on a posé : αki =
min(ak, ai)

max(ak, ai)
(6.101)

On a voulu mettre en évidence, dans(6.100), les quantités analogues à celles développées dans

le paragraphe précédent, c’est-à-direa′/∆ (oùa′ concerne la planète extérieure) et(ra)(a
′

r′
)2 cosS ;

on a vu que ces deux quantités admettent des développements de la même forme (cf. (6.89)et
(6.66)). Par ailleurs, en exprimant les élémentsak au voisinage de valeurs fixéesa0k, on introduit
les nouvelles variablesηk :

ak = a0k(1 + ηk) entraînant aussi :
1

ak

dak

dt
=

1

1 + ηk

dηk

dt
(6.102)

Lesαki présents dans(6.100)peuvent alors être développés, comme en(6.79), en puissances
de ηk et deηi, au voisinage de la valeur correspondanteα0ki. Compte tenu de tout cela, le
développement deUk peut finalement être présenté comme une somme d’inégalités(pkLk +
piLi) :

Uk =
µk

ak

∑
i6=k

εi
1 + εk

∑
{pk,pi}

U (ki)
pkpi

exp
√
−1 (pkLk + piLi) (6.103)
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où les coefficientsU (ki)
pkpi

sont, comme en(6.89), des fonctions de l’ensemble des éléments oscu-
lateurs dePk et dePi, à l’exclusion des longitudes moyennes :

U (ki)
pkpi

=
∑

h,K,j

C
(ki)
h,K,j η

h1
k η

h2
i zk1

k z
k2
k z

k3
i z

k4
i ζ

k5
k ζ

k6
k ζ

k7
i ζ

k8
i (6.104)

Les coefficientsC(ki)
h,K,j sont numériques et dépendent deα0ki ; l’indice h représente les entiers

positifs ou nuls{h1, h2}, tandis quej etK = {k1, . . . , k8} décrivent respectivement l’ensemble
des entiers relatifs et l’ensemble des exposants entiers positifs ou nuls qui satisfont à la propriété
de d’Alembert (cf. (6.67)) :

pk = k2 − k1 + k6 − k5 + j

pi = k4 − k3 + k8 − k7 − j
avec k5 + k6 + k7 + k8 entier pair (6.105)

Ces relations permettent de trouver par exemple quels sont les termes qui apparaissent dans
l’ inégalité séculairedeU (ki)

pkpi
: Ils correspondent àpk = pi = 0, soit, au degré 2 par exemple :

{k1 = k2 = 1 ou k3 = k4 = 1 ou k5 = k6 = 1 ou k7 = k8 = 1} pourj = 0, {k1 = k4 = 1 ou
k5 = k8 = 1} pourj = 1, et{k2 = k3 = 1 ou k6 = k7 = 1} pourj = −1 ; on pourra vérifier
que les termes correspondants sont bien ceux obtenus en(6.92).

De la même manière qu’on an2
ka

3
k = µk, on associe à chaque demi-grand axe de référence

a0k un moyen mouvement constantn0k par la relation :

n2
0ka

3
0k = µk (6.106)

Le moyen mouvement osculateurnk varie alors dans le voisinage den0k. Appelonsνk la va-
riable correspondante, définie par :

nk = n0k (1 + νk) (6.107)

A cause de la troisième loi de Kepler, les variablesηk et νk ne sont pas indépendantes ; elles
vérifient la relation :

n2
ka

3
k = µk = n2

0ka
3
0k

= n2
0ka

3
0k (1 + νk)

2(1 + ηk)
3

d’où : (1 + νk)
2(1 + ηk)

3 = 1 (6.108)

On en déduit notamment :

1

1 + νk

dνk

dt
= −3

2

1

1 + ηk

dηk

dt
= −3

2

1

ak

dak

dt
(6.109)

ou encore, en développant(6.108)à l’ordre 1 par rapport àνk etηk :

νk = −3

2
ηk +O(ν2

k , η
2
k, νkηk) (6.110)

Ces relations permettent d’utiliser des équations de Lagrange, soit pour lesηk, soit pour les
νk, ou même de conserver les deux sortes de variables dans les développements et de ne tenir
compte de leur liaison qu’en fin de calcul.

Expliquer pourquoi les termes qui apparaissent dans une inégalité de la forme (pL-pL') dépendent exactement des mêmes monômes que ceux de l'inégalité séculaire. Utiliser les relations de d'Alembert pour déterminer la liste des monômes présents jusqu'au degré 2 dans le développement de l'inégalité (L-2L'). Vérifier cette liste avec celle calculée avec Maple (procédure initmo.pr) 
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Pour simplifier l’écriture des équations, adoptons des notations matricielles en définissant
les variables suivantes :

A =

 η1
...
ηn

 V =

 ν1
...
νn

 X =

 z1
...
zn

 Z =

 ζ1...
ζn

 L =

 L1
...
Ln


(6.111)

Associons aussi aux moyens mouvements les matrices colonnesN etN0, ainsi que les matrices
carrées diagonalesN etN0 :

N =

 n1
...
nn

 N0 =

 n01
...
n0n

 N =

n1 . . . 0
...

. ..
...

0 . . . nn

 N0 =

n01 . . . 0
...

...
...

0 . . . n0n


(6.112)

Alors, les relations(6.107)et (6.110)pourront aussi s’écrire sous forme matricielle :

N = N0 + N0V ou N = N0(I + V )

V = −3

2
A ou V = −3

2
A

(6.113)

avecI matrice unité de rangn, etV et A matrices carrées diagonales d’éléments respectifsνk

etηk.

La notion d’inégalité et de caractéristique d’inégalité vue en(6.70)peut être généralisée pour
des combinaisons linéaires desn longitudes moyennes :p1L1 + · · · + pnLn avecCI =

∑
i pi ;

en notantp = (p1, . . . , pn) la matrice ligne formée des entiers relatifspi, une telle inégalité peut
être représentée par le produit de matrices(p · L) ; on la notera aussi parfois(p1, . . . , pn) ou
simplement(p), et par exemple, l’inégalité séculairequi correspond àp1 = p2 = · · · = pn = 0
sera notée(0). Les équations de Lagrange(5.52)écrites pour chaque planète peuvent alors se
regrouper sous forme matricielle pour donner :

dA
dt

=
√
−1 N

∑
(p) 6=(0)

εP(A)
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p · L) (6.114)

dX
dt

=
√
−1 N

[
εS(X )

1 (A,X ,Z) +
∑

(p) 6=(0)

εP(X )
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p · L)

]
(6.115)

dZ
dt

=
√
−1 N

[
εS(Z)

1 (A,X ,Z) +
∑

(p) 6=(0)

εP(Z)
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p · L)

]
(6.116)

dL
dt

= N + N
[
εS(L)

1 (A,X ,Z) +
∑

(p) 6=(0)

εP(L)
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p · L)

]
(6.117)

Dans ces équations,ε indique simplement que les termes en facteur sont au moins d’ordre 1 des
masses, puisque proportionnels à l’une des masses perturbatricesεi, et on a séparé l’inégalité
séculaire des autres. Dans la suite, on appelleraU l’une quelconque des variables matricielles
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A, X , Z ouL ; les matrices colonnesS(U)
1 (A,X ,Z) etP(U)

1,p (A,X ,Z) exp
√
−1 (p · L) repré-

sentent respectivement lapartie séculaire(ou indépendante des longitudes moyennes), et la
partie périodiquede l’équation relative àU .

Remarque 1. DansdA/dt, la partie séculaire est nulle puisque, d’après(5.52), dak
dt ou dηk

dt est
dérivé des termes deUk qui sont fonctions explicites de la longitude moyenne de la planètePk.
Les autres équations font intervenir les diverses dérivées partielles des fonctionsUk par rapport
aux variables de chaque planète (cependant, le calcul de∂U

∂a est à remplacer ici par1a0

∂U
∂η ) ; les

parties séculairesS(U)
1 proviennent directement de l’application des équations(5.52)à la partie

séculaireU deU (on en a donné une expression limitée au degré 2 en(6.91)ou (6.92)). On
obtient alors finalement, pour chaque équation, un développement analogue à(6.103), et ainsi,
l’élément d’indicek de ces matrices colonnes est de la forme :

[εS(U)
1 (A,X ,Z)]k =

∑
i6=k

εi
1 + εk

V
(Uki)
00 (6.118a)

[εP(U)
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p ·L)]k =

∑
i6=k

εi
1 + εk

∑
{pk,pi}6=(0,0)

V (Uki)
pkpi

exp
√
−1 (pkLk+piLi) (6.118b)

oùV (Uki)
pkpi

est formellement identique à(6.104); il va donc de soi que la dépendance indiquée de

S(U)
1 et deP(U)

1,p vis-à-vis de(A,X ,Z), s’étend implicitement aux variables conjuguées deszk

et ζk. Les développements dedA/dt et dedL/dt vérifient les mêmes relations de d’Alembert

qu’en(6.105), mais, pourdX/dt et dZ/dt, il y a des modifications dues au fait que dansdzk
dt

par exemple (cf. (5.52)), on dériveUk par rapport àzk, ou on multiplie parzk des dérivées
partielles deUk qui ne modifient pas les exposants des monômes ; ainsi, on pourra vérifier

que les développements des équations donnantdzk
dt et dζkdt vérifient lapropriété de d’Alembert

modifiée :

pk = k2 − k1 + k6 − k5 + j + 1

pi = k4 − k3 + k8 − k7 − j
avec

k5 + k6 + k7 + k8 pair dansdzk
dt

k5 + k6 + k7 + k8 impair dansdζkdt
(6.119)

On en déduit notamment que lapartie séculaireest au moins de degré 1 enX dansdX/dt, et au
moins de degré 1 enZ dansdZ/dt ; au contraire, elle est de degré 0 au moins dansdL/dt [ces

termes de degré 0 proviennent de la partie séculaire de2
na

∂U
∂a dansdLdt , cf. (5.51)ou (5.52)].

Remarque 2. Pour obtenir les équations(6.114)et (6.117)relatives aux variables réellesηk et
Lk, on a utilisé les développements(6.103)et (6.104)deUk exprimés en variables complexes,
d’où les expressions complexes de ces équations. Cependant on aurait pu partir d’une expression
deUk en variables réelles analogue à(6.90a)et(6.90b), montrant notamment un développement
“en cosinus” dont les arguments sont formés de combinaisons des longitudes moyennes et des
longitudes des nœuds et des péricentres. Alors, comme d’après(5.51) dadt est proportionnel à
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∂U
∂L , les variationsdηk

dt auraient pu être exprimées sous forme de séries en “sinus” de ces mêmes

arguments ; de même, celles desdLk
dt seraient des séries en cosinus.

26.1 Théorie à variations séculaires : Méthode de Le Verrier

Comme pour les méthodes de perturbation vues en§5-22, la méthode de Le Verrierprocède
par approximations successives, ordonnées ici suivant les puissances croissantes des masses
perturbatrices. La méthode suppose que l’on connait la valeur de ces masses perturbatrices
avec la meilleure précision possible ; si ces masses sont connues de façon approchée, on pourra
améliorer leur détermination en développant les équations analytiquement au voisinage de ces
valeurs, puis, une fois construite leur solution, on pourra améliorer ces valeurs en ajustant cette
solution aux observations. Dans toute la suite cependant, pour simplifier, les masses seront
supposées fixées numériquement et on ne recherchera pas une solution analytique par rapport
aux masses.

26.1.1 Solution d’ordre 0 et développements en puissances des masses

L’approximation d’ordre 0 est une solution képlérienne pure, tous les éléments étant constants
sauf les longitudes moyennes qui sont des fonctions linéaires du temps. Pour obtenir une telle
solution, on réduit tout simplement à zéro les seconds membres des équations(6.114), (6.115)
et (6.116)puisqu’ils sont d’ordre 1 enε, ce qui donne les solutions constantes :

A = A0 X = X0 Z = Z0 (6.120)

Pour les constantesX0 et Z0, on peut adopter les valeurs prises par les éléments osculateurs
correspondants à un instant donnét0 ; on peut les considérer comme les constantes d’intégration
des équations(6.115)et (6.116). PourA0, le choix est plus délicat car les élémentsη0k qui
composent cette matrice dépendent aussi d’un choix encore ouvert des demi-grands axes de
référencea0k (ou desn0k d’après(6.108)). En fait, on fixe ce choix en liaison avec celui deL0,
solution d’ordre 0 de l’équation(6.117). Celle-ci est définie par :

dL0

dt
= N0 =⇒ L0 = N0 (t− t0) + L00 (6.121)

On pourrait prendreN0 = N (t0), valeur des moyens mouvements osculateurs à l’instantt0,
mais, pour que les variations des longitudes moyennes soient meilleures dès la première ap-
proximation, on adopte plutôt une valeur moyenne de ces moyens mouvements. Il faut alors
supposer que l’on connait au départ la valeur moyenneNk du moyen mouvement de chaque pla-
nète, mais il suffit pour cela d’avoir observé leur longitude sur une durée suffisamment longue,
car on a théoriquement :

Nk = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

dLk

dt
dt (6.122)
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Nk est appelé lemoyen mouvement moyenet l’on prend pourn0k une valeur approchée deNk

obtenue par l’observation sur une duréeT suffisamment longue (de l’ordre du siècle). Dans ces
conditions, il faut que la partie séculaire de l’équation(6.117)soit aussi égale àN0, c’est-à-dire :

N0 = N0 + N0V0 + N0(I + V0) εS(L)
1 (A0,X0,Z0) (6.123)

Pour écrire cette équation, on a remplacé dans(6.117)N et N par la partie constante des
expressions(6.113), c’est-à-dire avec des matricesV0 etV0 ayant pour éléments des constantes
ν0k déterminées avecA0 de façon à satisfaire l’équation(6.123); tenant compte de la relation
(6.113)entreV etA, cela revient à déterminer la constanteA0 de telle sorte qu’on ait :

−3

2
N0A0 + N0(I − 3

2
A0) εS(L)

1 (A0,X0,Z0) = 0 (6.124)

où A0 est la matrice carrée diagonale ayant les mêmes élémentsη0k queA0. Cette équation
montre queA0 est au moins d’ordre 1 enε, valant en première approximation :

A0 =
2

3
εS(L)

1 (0,X0,Z0) (6.125)

Il suffit de reporter cette valeur à l’intérieur deS(L)
1 dans(6.124)pour en tirer une meilleure

approximation, et l’on peut éventuellement réitérer. La constantea0kη0k qu’on en déduit pour
chaque planète est appeléeperturbation constante du demi-grand axe. Notons cependant que
les coefficients qui apparaissent dans le développement deS(L)

1 sont eux-mêmes des fonctions
desa0k, calculés à partir desn0k par la relation(6.106).

Pour développer une solution en puissances des masses au voisinage de la solution d’ordre 0
que l’on vient de définir, on décompose chaque variable en une somme de variables ordonnées
selon leur ordre explicite enε. On écrit ainsi, d’abord pourνk etηk :

νk = ν0k + εν1k + ε2ν2k + · · · et ηk = η0k + εη1k + ε2η2k + · · · (6.126)

Cependant, on vient de voir que ces variables sont au moins d’ordre 1, puisqueν0k et η0k sont
des constantes de l’ordre deε ; on peut donc inclure ces constantes dansεν1k et εη1k en écri-
vant : ν0k = εν

(0)
1k et η0k = εη

(0)
1k , parties constantes respectives deεν1k et deεη1k. Alors, en

développant l’équation(6.108)en puissances deε et en identifiant les termes de même ordre,
on peut expliciter le calcul deνjk à l’ordrej en fonction desηik d’ordrei ≤ j ; aux ordres 1 et
2 par exemple, on obtient :

ν1k = −3

2
η1k

ν2k = −3

2
η2k +

15

8
η2

1k

(6.127)

Pour les autres variables, on écrit de même :

zk = z0k + εz1k + ε2z2k + · · · ζk = ζ0k + εζ1k + ε2ζ2k + · · · Lk = L0k + εL1k + ε2L2k + · · ·
(6.128)
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Il leur correspond, en notations matricielles :

A = A0+εA1 + ε2A2 + · · ·
V = V0 +εV1 + ε2V2 + · · ·

X = X0+εX1 + ε2X2 + · · ·
Z = Z0+εZ1 + ε2Z2 + · · ·
L = L0+εL1 + ε2L2 + · · ·

(6.129)

On a quand même maintenuA0 etV0 séparés deεA1 et deεV1 pour bien marquer le fait qu’on
développe une solution au voisinage de ces constantes.

Finalement, on reporte ces expressions dans les deux membres des équations(6.114) à
(6.117); pour l’une quelconque de ces équations, on a alors :

dU
dt

=
dU0

dt
+ ε

dU1

dt
+ ε2

dU2

dt
+ · · · (6.130a)

et chaque termeεNP (U)
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p · L) du membre de droite dedUdt est développé

en série de Taylor au voisinage de la solution d’ordre 0, sous la forme :

εN0(I + V0 + εV1 + · · ·)P(U)
1,p (A0 + εA1 + · · · ,X0 + εX1 + · · · ,Z0 + εZ1 + · · ·) ×

× exp
√
−1 (p · (L0 + εL1 + · · ·)) =

= εN ′
0 P

(U)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0) +

+ ε2
{
(− 3

2
N0A1 +

√
−1N ′

0 (p · L1))P(U)
1,p (A0,X0,Z0) +

+ N ′
0

[(∂P(U)
1,p

∂A

)
0
A1 +

(
∂P(U)

1,p

∂X

)
0
X1 +

(
∂P(U)

1,p

∂Z

)
0
Z1

]}
exp

√
−1 (p · L0) + · · ·

(6.130b)
où N ′

0 représenteN0(I + V0), égal aussi àN0(I − 3
2
A0). Notons encore que dans la dernière

ligne de(6.130b), les 3 quantités dépendant de dérivées partielles représentent symboliquement
la somme :

n∑
k=1

[(
∂P(U)

1,p

∂ηk

)
0
η1k +

(
∂P(U)

1,p

∂zk

)
0
z1k +

(
∂P(U)

1,p

∂zk

)
0
z1k +

(
∂P(U)

1,p

∂ζk

)
0
ζ1k +

(
∂P(U)

1,p

∂ζk

)
0
ζ 1k

]
(6.131)

On aurait bien sûr des expressions analogues pour le développement des parties séculaires
εNS(U)

1 . En remplaçantU parA, X ,Z etL, la méthode consiste ensuite à identifier les termes
de même ordre enε dans l’expression(6.130a)et dans le développement(6.130b).
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26.1.2 Equations et solution d’ordre 1

En identifiant les termes d’ordre 1, on obtient les équations :

dA1

dt
=

√
−1 N ′

0

∑
(p) 6=(0)

P(A)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0) (6.132)

dX1

dt
=

√
−1 N ′

0

[
S(X )

1 (A0,X0,Z0) +
∑

(p) 6=(0)

P(X )
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0)

]
(6.133)

dZ1

dt
=

√
−1 N ′

0

[
S(Z)

1 (A0,X0,Z0) +
∑

(p) 6=(0)

P(Z)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0)

]
(6.134)

dL1

dt
= N0V1 + N ′

0

∑
(p) 6=(0)

P(L)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0) (6.135)

Dans la dernière équation, la partie séculaire a disparu, puisqueA0 a été déterminé pour
satisfaire l’équation(6.124); il faut cependant y remplacer encoreV1 par−3

2
A1, et les termes

correspondants dedA1/dt y subiront alors une double intégration. La solution d’ordre 1 s’ob-
tient alors simplement par intégration terme à terme :

A1 =
∑

(p) 6=(0)

N ′
0

p · N0

P(A)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0)

X1 = X (0)
1 +

√
−1 N ′

0 S
(X )
1 (A0,X0,Z0) t+

+
∑

(p) 6=(0)

N ′
0

p · N0

P(X )
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0)

Z1 = Z(0)
1 +

√
−1 N ′

0S
(Z)
1 (A0,X0,Z0) t+

+
∑

(p) 6=(0)

N ′
0

p · N0

P(Z)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0)

L1 =
3

2

√
−1

∑
(p) 6=(0)

N0N
′

0

(p · N0)
2 P

(A)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0) +

− √
−1

∑
(p) 6=(0)

N ′
0

p · N0

P(L)
1,p (A0,X0,Z0) exp

√
−1 (p · L0)

(6.136)

(6.137)

(6.138)

(6.139)

DansA1, on prend la constante d’intégration égale à zéro pour que, dansL1, l’intégration de
A1 n’introduise pas de nouveau terme proportionnel àt. On n’ajoute pas non plus de constante
d’intégration dansL1 puisque la constanteL00 introduite dans(6.121)reste arbitraire jusqu’à
la fin du calcul, son évaluation pouvant se faire après que la solutionL ait été développée à un
ordre suffisant. Au contraire, avec le choix qu’on a fait pourX0 etZ0 en(6.120), les constantes
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d’intégrationX (0)
1 etZ(0)

1 doivent être évaluées de façon à ce que les solutionsX1 etZ1 soient
nulles à l’instantt0.

On constate donc qu’à l’ordre 1 les solutionsA1 etL1 ne comportent que des termes pério-
diques, tandis queX1 etZ1 ont en plus un polynôme de degré 1 ent.

Les termes proportionnels au temps représentent les variations ditesséculairesdes variables
zk et ζk ; en effet, pour les planètes, ces variations sont de l’ordre deεn0k, c’est-à-dire mille
fois plus lentes que les moyens mouvements en considérantε ≈ 10−3 ; comme les périodes des
planètes sont de l’ordre de plusieurs années voire plusieurs décennies ou quelques siècles, les
variations linéaires de ces éléments d’orbite sont extrêmement lentes, d’où le qualificatif “sécu-
laires” qui leur a été donné. Bien sûr, correspondant auxzk etζk, les excentricités et inclinaisons
et les longitudes des nœuds et des périhélies comportent eux aussi des variations séculaires pro-
portionnelles au temps, et donc les excentricités et inclinaisons peuvent croître au delà de toute
limite ; ce grave défaut n’est cependant pas très génant pour les planètes, car les variations sécu-
laires de leurs éléments ne dépassent pas quelques dizaines de secondes par an : On peut alors
utiliser quand même une telle solution sur une durée de l’ordre du millénaire. Au contraire,
pour des satellites, une variation mille fois plus lente que leurs mouvements orbitaux (qui ont
généralement des périodes de l’ordre de quelques jours) entraîne des variations séculaires dont
les effets deviennent prohibitifs au bout de quelques dizaines d’années seulement ; pour eux,
c’est plutôt la théorie générale développée plus loin qu’il faut appliquer.

Quant aux termes périodiques d’ordre 1, ce sont desfonctions quasi-périodiquesdet, c’est-
à-dire des sommes de termes ayant chacun une période différente et dont la fréquence ré-
sulte de combinaisons entières de plusieurs fréquences données. Ils ont la même forme qu’en
(6.118b), avec des arguments périodiques dépendant de une ou de deux longitudes ; les in-
égalités périodiques correspondantes,pkL0k + piL0i, sont les fonctions linéaires du temps :
(pkn0k + pin0i) t+ Cte. Leur intégration fait alors intervenir lediviseurpkn0k + pin0i (ou son
carré lorsqu’il y a double intégration), mais il faut que ce diviseur ne soit pas nul ! Ce serait le
cas si l’on avaitpk

pi
= −n0i

n0k
. Or, on sait bien que tout nombre réel de précision limitée tel que

n0i
n0k

peut être représenté par un nombre rationnel. Les termes correspondant à un diviseur nul
sont en fait constants ; ils s’intégreraient simplement sous forme d’un terme proportionnel au
temps. Cependant, ces termes correspondent généralement à des entierspk et pi suffisamment
grands pour que la somme|pk + pi|, caractéristique de l’inégalité, soit elle-même un nombre
grand ; alors, d’après la propriété de d’Alembert, le degré en excentricités et inclinaisons d’un
tel terme est aussi très élevé, puisque au moins égal à cette caractéristique, ce qui, en pratique,
rend négligeable le terme correspondant.

Cependant, si le système de planètes comporte deux moyens mouvements moyensn0k etn0i

tels que, pourp et q entiers et petits, la quantité(p n0k − (p + q)n0i)/n0k soit de l’ordre deε,
les termes correspondants sont de faible degré (égal àq) en excentricités et inclinaisons, et sont
associés à unpetit diviseurde l’ordre deε ; or, avant intégration, ces termes sont déjà de l’ordre
de ε ; leur intégration donnerait donc un terme de d’ordre 0 enε. En fait, à cause de la double
intégration dansL1 qui conduit à élever au carré ces petits diviseurs éventuels, il suffit même
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que l’on ait(p n0k− (p+q)n0i)/n0k de l’ordre de
√
ε pour se retrouver dans la même situation :

On dit qu’il y a alorscommensurabilitédes moyens mouvements ourésonance orbitale. Plus
précisément, l’inégalité correspondantepLk − (p + q)Li étant de caractéristiqueq, on dit que
c’est unerésonance d’ordreq. Ainsi, puisque l’identification des termes résonnants ne peut pas
se faire à l’ordre 1, la méthode de Le Verrier exclut les problèmes de résonance ; il existe des
méthodes spécifiques à appliquer dans ce cas, mais leur développement dépasse l’objet de ce
cours (on trouvera néanmoins quelques indications sur ce problème à lafin de ce chapitre).

Dans le système des grosses planètes du système solaire, de Mercure à Neptune, il n’y a pas
vraiment de situation de résonance mais il y en a une entre Neptune et Pluton (résonance d’ordre
1 avecp = 2 et p + q = 3) ; il en existe aussi de nombreuses entre des astéroïdes et Jupiter,
ou entre plusieurs satellites de Jupiter ou entre ceux de Saturne. Cependant, pour les grosses
planètes, il existe des cas de résonance approchée, ou dequasi-commensurabilité, associée à une
grande inégalitéou inégalité à longue période. Ainsi, entre Jupiter et Saturne, l’inégalité(2LJ−
5LS) est considérée généralement comme étant “la grande inégalité” du système solaire : Les
moyens mouvements moyensNJ etNS de Jupiter et de Saturne donnés dans la partie 3 dans le
Tableau 3, donnent en effet2NJ−5NS = −4′′, 019 par jour, correspondant à une période de 883
ans. Bien que cette inégalité soit de caractéristique 3 (donc de degré 3 au moins en excentricités
et inclinaisons), son amplitude est considérable, surtout dans la longitude moyenne de Jupiter
et de Saturne où ce petit diviseur est élevé au carré par la double intégration, amplifiant ses
effets pour donner un terme de1060′′ d’amplitude dans la solutionL1J de Jupiter, et de2610′′

dans celleL1S de Saturne (autrement dit, à cause de cette inégalité, les longitudes moyennes
de ces planètes s’écartent d’un mouvement uniforme respectivement de±1060′′ ou de±2610′′

avec une période de 883 ans) ; cette “inégalité” dans le mouvement en longitude de Jupiter et de
Saturne est suffisamment grande pour avoir été détectée depuis fort longtemps, et c’est Euler au
18ieme siècle qui expliqua le premier son existence par la quasi-commensurabilité2 : 5 de leurs
moyens mouvements.

De même, entre Uranus et Neptune, on trouve que l’inégalité(LU − 2LN) a une période de
4240 ans ; sa caractéristique étant seulement égale à 1, il lui correspond des termes de grande
amplitude dans les longitudes moyennes de ces planètes (respectivement2950′′ et2000′′). Enfin
entre Vénus et la Terre, l’inégalité(8LV − 13LT ) a une période de 239 ans, mais, étant de
caractéristique 5, son amplitude dans les longitudes de ces planètes est faible, ne dépassant pas
quelques secondes.

Dans les solutions d’ordre 1 des planètes, les autres inégalités périodiques, à courte période,
ont pour la plupart des amplitudes petites et celles-ci vont en décroissant lorsque la caracté-
ristique des inégalités augmente ; parmi ces inégalités, les plus importantes sont évidemment
celles de caractéristique 0, du typep(L0k − L0i), car elles sont de degré 0 en excentricité et
inclinaison : Ce sont lesinégalités synodiqueset leurs multiples ; leurs amplitudes vont en dé-
croissant lorsquep augmente car elles sont essentiellement proportionnelles à(αki)

|p| où αki

est le rapport du plus petit au plus grand des demi-grands axes (cf. (6.101)). En pratique, les
séries de termes qui représentent les perturbations des éléments d’orbite des planètes, sont tron-
quées de façon à ne retenir que les termes dont l’amplitude dépasse une certaine valeur, par
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exemple0′′, 01. Pour donner une idée de la façon dont se présente une solution d’ordre 1, voici
par exemple la partie périodiqueεL1S de la longitude moyenne de Saturne perturbé par Jupiter ;
on ne donne ici que les 5 plus gros termes, exprimés en variables réelles sous forme de sinus et
cosinus des 5 inégalités périodiques correspondantes :

εL1S = 408′′,32 cos( 2LJ− 5LS) + 2578′′,82 sin( 2LJ− 5LS)

− 2′′,02 cos( LJ− LS) + 536′′,58 sin( LJ− LS)

+ 48′′,74 cos( LJ− 2LS) − 304′′,88 sin( LJ− 2LS)

− 0′′,87 cos( 2LJ− 2LS) + 146′′,56 sin( 2LJ− 2LS)

+ 53′′,46 cos( 2LJ− 3LS) − 37′′,38 sin( 2LJ− 3LS)

(6.140)

En plus de ces 5 termes, on dénombre encore dansεL1S une trentaine de termes périodiques
d’amplitude supérieure à1′′, et plus d’une centaine ayant une amplitude supérieure à0′′, 01 ;
tous proviennent des seules perturbations par Jupiter ; les autres planètes perturbent aussi Sa-
turne, donnant d’autres séries de termes, mais plus courtes. Notons que les longitudesLJ etLS

représentent ici respectivement les quantitésNJ (t − t0) + L0J etNS (t − t0) + L0S, oùNJ et
NS sont les moyens mouvements moyens de Jupiter et de Saturne et oùL0Jet L0S sont leurs
longitudes moyennes pour l’époquet0 = J2000 ; leurs valeurs sont données dans leTableau 3.

26.1.3 Solution d’ordre 2 et d’ordres supérieurs

Pour obtenir la solution d’ordre 2 des masses, la solution d’ordre 1 obtenue en(6.136)à
(6.139) est maintenant reportée dans les termes d’ordre 2 du développement de Taylor des
équations. On a vu que les solutionsA1 etL1 n’apportent que des termes périodiques, tandis
queX1 etZ1 contiennent, en plus, des fonctions linéaires det. Alors, si par exemple on écritX1

sous la formeX (0)
1 + X (1)

1 t +
∑

p′ X1,p′ exp
√
−1 (p ′ · L0), le terme ayantX1 en facteur dans le

développement de Taylor explicité en(6.130b), est transformé en :

∑
p′

(
∂P(U)

1,p

∂X

)
0
(X (0)

1 + X (1)
1 t) exp

√
−1 (p · L0) +

∑
p′

(
∂P(U)

1,p

∂X

)
0
X1,p′ exp

√
−1 ((p + p ′) · L0)

(6.141)
Si (p + p ′) = (0), le terme correspondant est un nouveau terme séculaire, d’ordre 2, sinon
c’est un nouveau terme périodique, d’ordre 2 également. Dans la première somme de(6.141), il
apparaît aussi une nouvelle sorte de termes, ent exp

√
−1 (p ·L0), qui sont appeléstermes mixtes.

Notons qu’à l’ordre 1 les inégalités(p) dépendent des longitudes moyennes de 2 planètes au
plus, tandis que les inégalites(p + p ′) qu’on construit à l’ordre 2 peuvent combiner jusqu’à 3
longitudes moyennes ; en effet, d’après(6.131), chaque terme d’ordre 2 provient de la dérivation
d’une fonction d’ordre 1 par rapport à une variable, le résultat étant ensuite multiplié par la
solution d’ordre 1 relative à cette variable ; or, la fonction dérivée ne dépend que des variables
relatives à 2 planètes seulement, et la solution relative à l’une de ces variables dépend au moins
des variables relatives à l’une de ces deux planètes, et éventuellement des variables relatives à
une troisième.
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Ainsi, après avoir effectué tous ces produits dans le développement de Taylor des seconds
membres des équations, on trouve que les équations d’ordre 2 ont la forme suivante, mettant en
évidence des parties séculaires, périodiques et mixtes :

dA2

dt
=

√
−1 N ′

0

∑
(p) 6=(0)

(
P(A)

2,p (A0,X0,Z0) +
√
−1P ′(A)

2,p (A0,X0,Z0) t
)

exp
√
−1 (p · L0)

(6.142)
dX2

dt
=

√
−1 N ′

0

(
S(X )

2 (A0,X0,Z0) +
√
−1S ′(X )

2 (A0,X0,Z0) t
)

+

+
√
−1 N ′

0

∑
(p) 6=(0)

(
P(X )

2,p (A0,X0,Z0) +
√
−1P ′(X )

2,p (A0,X0,Z0) t
)

exp
√
−1 (p · L0)

(6.143)
dZ2

dt
=

√
−1 N ′

0

(
S(Z)

2 (A0,X0,Z0) +
√
−1S ′(Z)

2 (A0,X0,Z0) t
)

+

+
√
−1 N ′

0

∑
(p) 6=(0)

(
P(Z)

2,p (A0,X0,Z0) +
√
−1P ′(Z)

2,p (A0,X0,Z0) t
)

exp
√
−1 (p · L0)

(6.144)
dL2

dt
= −3

2
N0A2 + N ′

0

(
S(L)

2 (A0,X0,Z0) +
√
−1S ′(L)

2 (A0,X0,Z0) t
)

+

+ N ′
0

∑
(p) 6=(0)

(
P(L)

2,p (A0,X0,Z0) +
√
−1P ′(L)

2,p (A0,X0,Z0) t
)

exp
√
−1 (p · L0) (6.145)

Notons que l’équation(6.142), qui donne les variations d’ordre 2 des demi-grand axes, ne
contient pas de terme séculaire ; le même résultat était évident à l’ordre 1 ; à l’ordre 2, c’est
un résultat qui pourrait se démontrer et qui est appeléthéorème de Poisson. Ce théorème est
important pour justifier une certaine stabilité du système solaire, puisqu’il établit que jusqu’à
l’ordre 2 des masses, les demi-grands axes osculateurs ne font qu’osciller autour d’une va-
leur moyenne. Cependant cette invariance moyenne des demi-grands axes n’est plus vraie aux
ordres supérieurs, mais comme leurs variations séculaires sont d’ordre 3 au moins, elles sont
aussi excessivement lentes, ne devenant sensibles qu’au bout de nombreux millénaires.

Pour obtenir la solution d’ordre 2, il suffit d’intégrer terme à terme les équations précédentes.
Les parties linéaires ent donnent des polynômes de degré 2 ent, les termes périodiques restent
périodiques et les termes mixtes s’intègrent par parties pour donner un terme périodique et un
autre mixte :∫

t exp
√
−1 (p · L0)dt =

(
−

√
−1 t

(p · N0)
+

1

(p · N0)
2

)
exp

√
−1 (p · L0) (6.146)

Ainsi, la solutionA2 ne comporte que des termes périodiques et mixtes, qui peuvent être éven-
tuellement à longue période :

A2 = A(0)
2 +

∑
(p) 6=(0)

[ N ′
0

(p · N0)
P(A)

2,p +
(−√−1N ′

0

(p · N0)
t+

N ′
0

(p · N0)
2

)
P ′(A)

2,p

]
exp

√
−1 (p · L0)

(6.147)
Cette solution doit ensuite être intégrée une deuxième fois dans l’équation(6.145). La constante
d’intégrationA(0)

2 est alors déterminée pour quedL2/dt ne contienne pas de terme constant
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d’ordre 2 :
−3

2
N0A(0)

2 + N ′
0S

(L)
2 (A0,X0,Z0) = 0

Cela évite àL2 de dépendre d’un terme proportionnel àt, puisqu’on a déjà fixé les moyens
mouvements moyens. Il reste cependant dansdL2/dt un terme linéaire ent qui, par intégration,
donnera inévitablement un terme ent2 dans la longitude moyenne. Notons que cette deuxième
intégration de l’expression(6.147) fait intervenir, pour les termes périodiques, des diviseurs
(p · N0) élevés à la puissance 3. Quant aux solutionsX2 et Z2, elles comportent aussi des
polynômes de degré 2 ent, auxquels s’ajoutent des termes périodiques et mixtes d’expressions
analogues à celle donnée en(6.147).

On pourrait montrer qu’à partir des solutions d’ordre 1 et 2 ainsi obtenues, on peut construire
les équations d’ordre 3 puis les intégrer de la même manière et construire ainsi de proche en
proche une solution d’ordre de plus en plus élevé. D’une façon générale, on trouverait que les
parties séculaires de la solution d’ordrek sont des polynômes du temps de degrék, et que
les parties mixtes résultent du produit de termes périodiques par des polynômes du temps de
degrék − 1. Les inégalités périodiques d’ordrek sont alors des combinaisons linéaires entre
k + 1 longitudes moyennes. Ces combinaisons peuvent engendrer de nouveaux petits diviseurs
auxquels correspondent de nouveaux termes à longue période qui peuvent parfois être aussi
importants que ceux trouvés à l’ordre 1. Par exemple, on trouve à l’ordre 2 que l’inégalité
(4LT − 8LM + 3LJ) entre les longitudes de la Terre, de Mars et de Jupiter a une période de
1760 ans ; elle engendre un terme de52′′, 8 d’amplitude dans la longitude de Mars et de6′′, 3 dans
celle de la Terre (soit quatre fois l’amplitude de l’inégalité(8LV − 13LT ) déjà trouvée à l’ordre
1). D’ailleurs les termes mixtes qui sont significatifs dans la solution finale (c’est-à-dire donnant
une contribution non négligeables au bout de 1000 ans par exemple), sont pour la plupart relatifs
aux inégalités à longue période, tels la grande inégalité entre Jupiter et Saturne. Par exemple,
voici l’expression qu’on obtient à l’ordre 2 pour la grande inégalité dans la longitude moyenne
de Saturne :

ε2L2S = (−51′′,50 + 0′′, 8221 t) cos (2LJ − 5LS)

+ ( 240′′,72− 0′′, 1781 t) sin (2LJ − 5LS)
(6.148)

Dans la solution finale, la partie périodique de ces termes vient s’ajouter à ceux d’ordre 1 don-
nés en(6.140); d’ailleurs, les solutions d’ordre supérieur à 2 apportent encore d’autres termes
analogues à ceux donnés en(6.148), et on constate que généralement l’expression des termes
mixtes associés aux termes à longue période converge assez lentement au fur et à mesure que
l’ordre de la solution augmente ; par exemple, dans la longitude de Saturne, la grande inégalité
est donnée jusqu’à l’ordre 5 par l’expression :

(346′′,16+1127′′,85T− 89′′,81T 2 − 28′′, 38T 3 + 2′′, 24T 4) cos (2LJ − 5LS)

+(2896′′,37− 286′′,62T− 222′′,58T 2 + 17′′, 00T 3 + 2′′, 58T 4) sin (2LJ − 5LS)
(6.149)

On pourra juger la convergence en comparant cette expression avec celle donnée aux ordres 1
et 2 [dans(6.149), T est exprimé en milliers d’années juliennes à partir de J2000].

Dans la solution, la valeur moyenne des termes périodiques est nulle, mais celle des termes
mixtes ne l’est pas vraiment ; les termes restant, qui sont les parties polynomiales de la solu-
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tion, représentent cependant ce qu’on appelle leséléments moyensdes orbites. Voici, à titre
d’exemple, les éléments moyens qu’on trouve pour les variablesz et ζ relatives à Jupiter et à
Saturne et mises sous la formezJ = kJ +

√
−1 hJ , ζJ = qJ +

√
−1 pJ , zS = kS +

√
−1 hS et

ζS = qS +
√
−1 pS :

kJ = +0,046 985 721 24+ 0,001 120 103 77 T − 0,000 109 301 26 T 2− 0,000 004 287 48 T 3

hJ = +0,012 003 857 48+ 0,002 171 493 60 T + 0,000 098 595 39 T 2− 0,000 005 131 09 T 3

qJ = −0,002 065 610 98− 0,000 313 401 56 T − 0,000 016 673 92 T 2 + 0,000 000 769 26 T 3

pJ = +0,011 183 771 57− 0,000 234 275 62 T + 0,000 020 867 60 T 2 + 0,000 000 507 21 T 3

kS = −0,002 960 035 95− 0,005 296 026 26 T + 0,000 309 284 05 T 2 + 0,000 012 962 15 T 3

hS = +0,055 429 642 54− 0,003 755 938 87 T − 0,000 319 902 36 T 2 + 0,000 015 986 33 T 3

qS = −0,008 717 474 36+ 0,000 801 714 99 T + 0,000 041 422 82 T 2− 0,000 001 960 49 T 3

pS = +0,019 891 473 01+ 0,000 594 397 66 T − 0,000 052 351 17 T 2− 0,000 001 272 19 T 3

(6.150)

Ces éléments moyens sont rapportés à l’écliptique et à l’équinoxe pour la date J2000, etT y
est compté en milliers d’années juliennes à partir de cette date. Ces expressions sont tirées des
Variations Séculaires des Orbites Planétaires (VSOP82) obtenues au Bureau des Longitudes par
P. Bretagnon en 1982 ; la petitesse des coefficients de ces polynômes montre bien la lenteur de
ces variations.

Bien que les termes séculaires et mixtes limitent la durée de validité d’une théorie à varia-
tions séculaires, la petitesse des coefficients dans ces termes permet d’utiliser cette forme de
solution sur des durées de plusieurs millénaires : La précision de la représentation des mou-
vements se dégrade lorsqu’on s’éloigne de l’époquet0, mais reste acceptable si l’on pousse la
théorie assez loin en ordre de masse. Par exemple, Le Verrier à la fin du siècle dernier, a calculé
l’ensemble des termes d’ordre 1 supérieurs à0′′, 01, et les plus gros termes de l’ordre 2 (essentiel-
lement à longues périodes). Le nombre de termes ainsi manipulés (“à la main”) atteint plusieurs
dizaines de milliers ; on considère que la solution qu’il a construite est bien représentative du
mouvement réel des planètes sur plusieurs siècles, mais se dégrade rapidement au delà. Plus
récemment, son œuvre a été reprise au Bureau des Longitudes à Paris par P. Bretagnon et J.L.
Simon, et grâce à des ordinateurs programmés pour manipuler des développements en séries de
Fourier à plusieurs arguments, ils ont pu construire une théorie analogue à celle de Le Verrier
mais poussée à l’ordre 6 des masses pour les 4 principales planètes, Jupiter, Saturne, Uranus et
Neptune. Cette solution comporte tous les termes supérieurs à0′′, 0001 et des termes séculaires
jusqu’ent6. La précision est meilleure que0′′, 1 sur 1000 ans et décrit les mouvements actuels
à 0′′, 05 près. Depuis 1984, c’est cette théorie qui sert au calcul des éphémérides des planètes
publiées par le Bureau des Longitudes dans la Connaissance des Temps.

26.2 Théorie générale du mouvement des planètes

Ce n’est pas une théorie à variations séculaires comme celle de Le Verrier qui peut décrire
l’évolution à très long terme du système solaire, puisque les polynômes ent présents dans
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les termes séculaires et mixtes font diverger les séries. En fait, c’est la méthode d’intégration
utilisée qui produit ces termes séculaires et mixtes, simplement parce qu’on a cherché une
solution développée dans le voisinage d’un instantt0. On peut étendre considérablement la
durée de validité de la solution en adoptant, à partir des mêmes équations(6.114)à(6.117), une
méthode qui aboutit à une solution générale ne comportant plus ni termes séculaires ni termes
mixtes, mais uniquement des termes périodiques. Cette solution va comporter, à la place des
termes séculaires, des termes bornés, quasi-périodiques det et ayant des périodes très longues,
supérieures à50 000 ans. En fait, on va voir que les polynômes ent qui apparaissent dans
les termes séculaires des théories à variations séculaires, sont les développements limités, au
voisinage det = t0, de ces termes quasi-périodiques à très longues périodes.

Tout d’abord, on suppose que les mouvements du système planétaire restent voisins de mou-
vements circulaires uniformes et coplanaires donnés. Plus précisément, les longitudes moyennes
Lk sont mises sous la forme :

Lk = n0k t+ qk (6.151)

où lesn0k sont les mêmes moyens mouvements moyens, supposés connus, qu’on a déjà in-
troduits en(6.122)dans la méthode de Le Verrier ; les rayonsa0k des orbites circulaires de
référence sont donc encore définis à partir desn0k par la troisième loi de Kepler(6.106), de
sorte que les relations(6.107)à (6.110)entre les variablesνk et ηk sont toujours valables, ainsi
que les équations(6.114)à (6.117).

La relation(6.151)introduit des quantitésqk, qui sont des nouvelles variables remplaçant
lesLk ; on va montrer qu’il est possible de les déterminer sans introduire de nouveau terme
proportionnel àt dansLk, et de façon à ce queqk reste borné dans le voisinage d’une constante
d’intégrationq(0)

k . On regroupe les variablesqk dans une matrice colonneQ, ce qui permet
d’écrire :

L = N0 t+Q et
dL
dt

= N0 +
dQ
dt

(6.152)

On remplace doncL par cette expression dans les équations(6.114)à(6.116), tandis que l’équa-
tion (6.117)est remplacée par la suivante, relative àQ :

dQ
dt

= N0V+N
[
εS(L)

1 (A,X ,Z)+
∑

(p) 6=(0)

εP(L)
1,p (A,X ,Z) exp

√
−1 (p ·N0 t+p ·Q)

]
(6.153)

On a tenu compte ici, comme en(6.113), deN = N0 + N0V.
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26.2.1 Méthode d’intégration : séparation des termes périodiques

On cherche une solution à ces équations, sous la forme suivante :

A = Â + Ã = Â(t) + εÃ1(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + ε2Ã2(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + · · ·
V = V̂ + Ṽ = V̂(t) + εṼ1(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + ε2Ṽ2(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + · · ·
X = X̂ + X̃ = X̂ (t) + εX̃1(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + ε2X̃2(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + · · ·
Z = Ẑ + Z̃ = Ẑ(t) + εZ̃1(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + ε2Z̃2(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + · · ·
Q = Q̂ + Q̃ = Q̂(t) + εQ̃1(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + ε2Q̃2(Â, X̂ , Ẑ, Q̂, t) + · · ·

(6.154)

où Â, X̂ , Ẑ et Q̂ sont des fonctions inconnues det, d’ordre 0 enε car dépendant des constantes
d’intégration arbitraires du problème ; on va montrer que l’on peut déterminer ces fonctions
de façon à ce quẽA, X̃ , Z̃ et Q̃ soient des séries de termes quasi-périodiques det, à courtes
périodes, et dont les amplitudes soient des fonctions explicites de(Â, X̂ , Ẑ, Q̂) ; ces termes
seront d’ordre 1 au moins enε. Si U = Û + Ũ désigne globalement l’ensemble des variables
(A,X ,Z,Q), les équations du mouvement s’écrivent alors :

dÂ
dt

+ ε
(∂Ã1

∂ Û
· d Û
dt

+
∂Ã1

∂t

)
+ · · · =

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

εP(A)
1,p ( Û + ε Ũ1 + · · ·) exp

√
−1 (p · N0)t

(6.155)

dX̂
dt

+ ε
(∂X̃1

∂ Û
· d Û
dt

+
∂X̃1

∂t

)
+ · · · =

√
−1 N0 εS(X )

1 ( Û + ε Ũ1 + · · ·) +

+
√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

εP(X )
1,p ( Û + ε Ũ1 + · · ·) exp

√
−1 (p · N0)t

(6.156)

dẐ
dt

+ ε
(∂Z̃1

∂ Û
· d Û
dt

+
∂Z̃1

∂t

)
+ · · · =

√
−1 N0 εS(Z)

1 ( Û + ε Ũ1 + · · ·) +

+
√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

εP(Z)
1,p ( Û + ε Ũ1 + · · ·) exp

√
−1 (p · N0)t

(6.157)

dQ̂
dt

+ ε
(∂Q̃1

∂ Û
· d Û
dt

+
∂Q̃1

∂t

)
+ · · · =

N0V̂ + N0 εS(L)
1 ( Û + ε Ũ1 + · · ·) +

+ N0

[
εṼ1 + · · ·+

∑
(p) 6=(0)

εP(L)
1,p ( Û + ε Ũ1 + · · ·) exp

√
−1 (p · N0)t

] (6.158)
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où les quantités telles que∂Ã1

∂ Û
· d Ûdt représentent∂Ã1

∂Â
· dÂdt +∂Ã1

∂X̂
· dX̂dt +∂Ã1

∂Ẑ
· dẐdt +∂Ã1

∂Q̂
· dQ̂dt ,

c’est-à-dire
∑

k

(
∂Ã1
∂η̂k

dη̂k

dt + ∂Ã1
∂ẑk

dẑk
dt + ∂Ã1

∂ζ̂k

dζ̂k
dt + ∂Ã1

∂q̂k
dq̂k
dt

)
Dans les seconds membres de ces équations, on développe en série de Taylor les fonctions

deU au voisinage dêU ; on écrit par exemple :∑
(p) 6=(0)

εP1,p( Û + ε Ũ1 + · · ·) exp
√
−1 (p · N0)t =

=
∑

(p) 6=(0)

[
εP1,p( Û) +

(
ε
∂P1,p

∂ Û
· ε Ũ1

)
+ · · ·

]
exp

√
−1 (p · N0)t

=
∑

(p) 6=(0)

εP1,p( Û) exp
√
−1 (p · N0)t+

+ ε2S2( Û) +
∑

(p) 6=(0)

ε2P2,p( Û) exp
√
−1 (p · N0)t+ · · ·

(6.159)

où ε2S2( Û) représente notamment l’ensemble des termes d’ordre 2 qui ne dépendent pas ex-
plicitement det. On peut alors séparer le système d’équations en 2 sous-systèmes : Le premier
est relatif aux variableŝU et rassemble par définition tous lestermes séculairesdes équations,
c’est-à-dire ceux qui ne dépendent pas explicitement det ; l’autre concerne les variables̃U
et s’identifie à l’ensemble des autres termes, qui sont eux fonctions explicites det et même
quasi-périodiques det. On obtient ainsi, jusqu’à l’ordre 2 enε :

d Û
dt

=



dÂ
dt

= 0 (6.160)

dX̂
dt

=
√
−1 N0 εS(X )

1 (Â, X̂ , Ẑ) +
√
−1 N0 ε

2 S(X )
2 (Â, X̂ , Ẑ) (6.161)

dẐ
dt

=
√
−1 N0 εS(Z)

1 (Â, X̂ , Ẑ) +
√
−1 N0 ε

2 S(Z)
2 (Â, X̂ , Ẑ) (6.162)

dQ̂
dt

= N0V̂ + N0 εS(L)
1 (Â, X̂ , Ẑ) + N0 ε

2 S(Q)
2 (Â, X̂ , Ẑ) (6.163)

Dans la dernière équation,̂V doit encore être remplacé par−3
2
Â, et cette constante (d’après

(6.160)) est déterminée de façon à annuller le terme constant de l’équation(6.163). Dans ces

conditions, on constate que le systèmed Û
dt est au moins d’ordre 1 enε, de sorte que les quantités

telles queε∂Ã1

∂ Û
· d Ûdt dans(6.155), sont au moins d’ordre 2. Les parties deŨ relatives aux ordre
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1 et 2 sont alors déterminées par les systèmes d’équations suivants :

ε
∂Ã1

∂t
=

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

εP(A)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

ε
∂X̃1

∂t
=

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

εP(X )
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

ε
∂Z̃1

∂t
=

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

εP(Z)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

ε
∂Q̃1

∂t
= −3

2
N0εÃ1 + N0

∑
(p) 6=(0)

εP(L)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

(6.164)

ε2
∂Ã2

∂t
=

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

ε2P(A)
2,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t− ε

∂Ã1

∂ Û
· d Û
dt

ε2
∂X̃2

∂t
=

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

ε2P(X )
2,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t− ε

∂X̃1

∂ Û
· d Û
dt

ε2
∂Z̃2

∂t
=

√
−1 N0

∑
(p) 6=(0)

ε2P(Z)
2,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t− ε

∂Z̃1

∂ Û
· d Û
dt

ε2
∂Q̃2

∂t
= −3

2
N0ε

2Ã2 + N0

∑
(p) 6=(0)

ε2P(Q)
2,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t− ε

∂Q̃1

∂ Û
· d Û
dt

(6.165)

26.2.2 Solution à courtes périodes

Comme les constantes arbitraires de la solution générale seront introduites dansÛ , il suffit de
trouver pourŨ une solution particulière. Ainsi, on intègre les systèmes(6.164)et (6.165)terme
à terme, sans constante d’intégration et sans avoir besoin de connaître la solutionÛ puisque ces
équations définissent les dérivées partielles de la solution par rapport àt. On obtient à l’ordre
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1 :

ε Ũ1 =



ε Ã1 =
∑

(p) 6=(0)

ε
N0

p · N0

P(A)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

ε X̃1 =
∑

(p) 6=(0)

ε
N0

p · N0

P(X )
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

ε Z̃1 =
∑

(p) 6=(0)

ε
N0

p · N0

P(Z)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

ε Q̃1 =
3

2

√
−1

∑
(p) 6=(0)

ε
N 2

0

(p · N0)
2 P

(A)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t+

− √
−1

∑
(p) 6=(0)

ε
N0

p · N0

P(L)
1,p ( Û) exp

√
−1 (p · N0)t

(6.166)

Et on calculerait de la même façon la solution d’ordre 2, et éventuellement les solutions d’ordres
supérieurs. Comme dans la théorie à variations séculaires, il faut cependant supposer qu’il n’y a
pas de résonance orbitale ou de commensurabilité entre les moyens mouvements moyens, mais
il peut y avoir des grandes inégalités ou inégalités à longue période.

26.2.3 Solution du système séculaire

Conformément au développement de Taylor explicité en(6.159), lorsqu’on a ainsi déterminé
la solutionε Ũ1, on peut calculer les parties séculairesε2S2 du système d’équations(6.160)à
(6.163); d’ailleurs, on peut voir que d’une façon générale, la connaissance de la solutionεk Ũk

d’ordrek permet de construire les parties séculaires d’ordrek+1. Notons que par construction,
les seconds membres des équations(6.160)à(6.163)ne dépendent pas du temps explicitement :
C’est par définition unsystème autonomed’équations différentielles ; ici, on l’appelle aussi
système séculaire.

Ayant donc construit le système séculaire à un ordre suffisant enε, il reste à le résoudre.

Jusqu’à l’ordre 2, en raison du théorème de Poisson,dÂ
dt est nul, et doncÂ est constant ; on a

vu que sa valeur est déterminée pour que l’équationdQ̂
dt ne possède plus de terme constant, afin

que la valeur moyenne dedLdt soit égale àN0. Par ailleurs, la variablêQ n’apparaît pas dans
les seconds membres du système séculaire car ces variables sont nécessairement associées aux
inégalités périodiques :

exp
√
−1 (p · L) = exp

√
−1 (p · Q̂+ p · Q̃)× exp

√
−1 (p · N0) t

Les variables qui composent̂Q sont donc présentes uniquement dans les termes qui dépendent
explicitement du temps (si toutefois il n’y a aucune résonance entre les moyens mouvements
moyens). Dans ces conditions, l’équation(6.163)pourra être résolue par simple quadrature dès
que seront connues les solutions relatives àX̂ et Ẑ.
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Pour trouverX̂ et Ẑ (Eqs(6.161)et (6.162)), il faut se souvenir que d’après la propriété de
d’Alembert (cf. remarque 1 dans §26), les termes séculaires d’ordre 1 enε dans les équations
dzk
dt sont de degré 1 au moins par rapport à l’ensemble desn variables d’excentricitézj, tandis

que ceux des équationsdζkdt sont de degré 1 au moins par rapport auxn variables d’inclinaisons
ζj ; dans tous les cas, le degré global de ces termes est impair, croissant de 2 en 2 à partir du degré
1. Cette propriété est conservée pour les termes séculaires d’ordres supérieurs. En séparant les
termes degré par degré, on peut écrire ces équations sous la forme :

dX̂
dt

=
√
−1 (S1 X̂ + S3(X̂ , Ẑ) + · · · )

dẐ
dt

=
√
−1 (S ′1 Ẑ + S ′3(X̂ , Ẑ) + · · · )

(6.167)

oùS1 etS ′1 sont deux matrices carrées constantes et d’ordre 1 au moins enε. Si on linéarise ce
système autonome, il se sépare en deux sous-systèmes :

dX̂
dt

=
√
−1S1 X̂ et

dẐ
dt

=
√
−1S ′1 Ẑ (6.168)

On pourrait montrer queS1 etS ′1 sont diagonalisables : En introduisant les matrices de pas-
sageP et P ′ formées de leurs vecteurs propres respectifs, et en notantΛ et Λ′ les matrices
diagonales formées de leurs valeurs propres, on a :

P−1S1P = Λ et P ′−1S ′1P
′ = Λ′ (6.169)

Alors, en effectuant les changements de variablesX̂ 7→ X et Ẑ 7→ Z définis par :

X̂ = PX et Ẑ = P ′Z (6.170)

on obtient les nouvelles équations linéaires :

dX

dt
=

√
−1ΛX et

dZ

dt
=

√
−1Λ′Z (6.171)

Ces équations représentent2n équations scalaires de la forme :dxk
dt =

√
−1λk xk, où lesλk

sont les valeurs propres des matrices. Leur solution est immédiate, et s’exprime en fonction de
constantes d’intégration arbitrairesX0 etZ0 :

X = (exp
√
−1Λt)X0 et Z = (exp

√
−1Λ′t)Z0 (6.172)

où (exp
√
−1Λt) représente la matrice carrée diagonale dont les éléments sontexp

√
−1λkt ;

même chose pour la matriceexp
√
−1Λ′t. On évalue les constantesX0 et Z0 en fonction des

valeursX̂0 et Ẑ0 que prennent les variableŝX et Ẑ à un instant initial défini part = 0 :

X0 = P−1X̂0 et Z0 = P ′−1Ẑ0
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Finalement, la solution du système autonome linéarisé s’écrit matriciellement :

X̂ = P (exp
√
−1Λt)P−1X̂0 et Ẑ = P ′ (exp

√
−1Λ′t)P ′−1Ẑ0

Les solutionŝzk et ζ̂k qui composent ces matrices sont donc des sommes de mouvements circu-
laires dans le plan complexe, ou sommes vectorielles de vecteurs tournants :

ẑk =
n∑

i=1

aik exp
√
−1 (λit+ ϕi)

ζ̂k =
n∑

i=1

bik exp
√
−1 (λ′it+ ψi)

(6.173)

Comme les matricesS1 etS ′1 résultent du produit deN0 par des quantités d’ordre 1 au moins
en ε, leurs valeurs propres représentent des vitesses angulaires très petites, de l’ordre deεN0.
Pour le système des grosses planètes du système solaire, ces vitesses angulaires,λk etλ′k, cor-
respondent à des périodes comprises entre50 000 ans et 2 millions d’années,cf. (6.177); ce sont
lesfréquences fondamentalesdu système séculaire. Les amplitudesaik etbik de cesmouvements
périodiques à très longues périodespeuvent être importantes. Par exemple, le module de la va-
riable ẑT relative à le Terre (représentant en quelque sorte l’excentricité moyenne de l’orbite
de la Terre), oscille entre 0 et0,07 avec 4 périodes prépondérantes comprises entre70 000 et
350 000 ans ; il est surtout important de remarquer que ces variations sontbornées, ce qui n’était
pas le cas de la solution à variations séculaires.

Pour tenir compte des parties non linéaires des équations(6.167), on applique à ce système
le changement de variables(6.170)bâti sur les vecteurs propres de la partie linéaire. On obtient
alors :

dX

dt
=

√
−1 (ΛX + P−1S3(PX,P

′Z) + · · · )

dZ

dt
=

√
−1 (Λ′ Z + P ′−1S ′3(PX,P

′Z) + · · · )
(6.174)

Il faut noter que l’application de ce changement de variables fait augmenter considérablement
le nombre de termes ; par exemple, pour les 8 grosses planètes du système solaire, le système
(6.174)développé à l’ordre 2 des masses et au degré 5 en excentricités et inclinaisons, comporte
plus de150 000 termes ! (il faut bien développer jusqu’à cet ordre et à ce degré pour que le
système représente convenablement les mouvements séculaires) Pour résoudre ce système de
façon analytique, on utilise le fait qu’il comporte un noyau intégrable (sa partie linéaire), et les
termes non linéaires sont alors considérés comme des perturbations de ce noyau.

Pour déterminer la nature de la solution, une façon simple de procéder peut consister à substi-
tuer la solution(6.172)dans les termes non linéaires du système, et amorcer ainsi un processus
itératif de substitution ; on obtient alors des termes quasi-périodiques à très longues périodes
dont les fréquences sont des combinaisons entières des valeurs propresλk et λ′k. Par exemple,

les termes séculaires de degré 3 en excentricités que l’on trouve dans les équationsdX
dt , sont de
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la forme
∑

i,j,k Cijk xixjxk ; si on décompose la solution(6.172)composante par composante
enxi = x0i exp

√
−1λit, ces termes sont transformés en :∑

i,j,k

Cijk x0ix0jx0k exp
√
−1 (λi + λj − λk)t (6.175)

Parmi tous ces termes, ceux qui correspondent à des indicesj et k égaux ont une fréquence

égale àλi ; alors, dans l’équation relative à l’indicei : dxi
dt =

√
−1λi xi+· · ·, ces termes peuvent

aussi s’écrire :
∑

j Cijj x0jx0j xi, et de fait, on les ajoute à la partie linéaire de cette équation,

qui devient :dxi
dt =

√
−1 (λi +

∑
j Cijj x0jx0j)xi + · · ·, donnant pourxi la nouvelle fréquence

fondamentaleλi +
∑

j Cijj x0jx0j. Les autres termes de degrés 3, 5etc.donneraient de la même
façon des petites modifications supplémentaires des valeurs propres du système linéaire. Quant
aux autres termes, qui ne viennent pas modifier les fréquences du système linéaire, ils peuvent
être intégrés terme à terme, chacun d’eux étant solution particulière d’une équation de la forme

dx

dt
− √

−1ω x =
√
−1C exp

√
−1 (

∑
ipiλi)t

dont une solution, nulle àt = 0, peut s’écrire :

x =
C∑

ipiλi − ω
( exp

√
−1 (

∑
ipiλi)t− exp

√
−1ωt) (6.176)

Il est intéressant d’avoir ici une solution particulière nulle àt = 0, car au moins elle ne vient pas
modifier la valeur des constantes d’intégration introduites au départ dans la solution du système
linéarisé.

Cependant, l’intégration de ces termes fait apparaître des diviseurs d’une nouvelle sorte,
combinaisons entières des fréquences fondamentales du système séculaire. L’intégration sera
possible si aucune de ces combinaisons ne s’annulle ou ne soit trop petite. En réalité, il n’est
pas possible d’éviter ces diviseurs trop petits ou nuls et qui correspondent à desrésonances
séculaires: C’est ici que se manifeste le fait établi par H. Poincaré au début de ce siècle, que le
problème desN corps n’est pas intégrable : Il n’y a pas moyen de trouver une solution générale
qui soit valable sur une durée infinie. Néanmoins, pour le système des 4 grosses planètes du
système solaire (de Jupiter à Neptune), on a pu montrer que les termes résonnants sont extrê-
mement petits, et qu’une solution générale construite suivant cette méthode peut rester valide
pour plusieurs centaines de millions d’années. Au contraire, J. Laskar (Bureau des Longitudes)
a montré en 1990 que la solution analogue pour les 4 planètes intérieures (de Mercure à Mars),
n’est pas stable au delà de 5 millions d’années, à cause de la présence de résonances séculaires
entre plusieurs des fréquences fondamentales (ces mêmes résonances interviennent aussi dans
les solutions relatives aux grosses planètes, mais associées à des termes pratiquement négli-
geables). Ces derniers résultats ont été acquis, non par la construction d’une solution analytique
puisqu’une telle solution n’existe pas, mais par l’intégration numérique du système(6.174),
avec ses150 000 termes ! Comme le système séculaire représente seulement les variations très
lentes des éléments d’orbite, l’intégration numérique peut être faite avec un pas très grand (500
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ans par exemple pour les planètes) ; partant des conditions initiales actuelles, on peut alors re-
monter le temps sur plusieurs dizaines de millions d’années et, par analyse de Fourier de la
solution numérique ainsi trouvée, on peut déterminer les fréquences fondamentales présentes
dans la solution ; on a alors trouvé l’impossibilité de représenter cette solution avec un ensemble
unique de fréquences fondamentales sur toute la durée de l’intégration : pour les planètes inté-
rieures, on trouve des variations importantes des fréquences en moins de 5 millions d’années,
signe du caractère chaotique de la solution, puisque cela révèle l’impossibilité de construire une
solution quasi-périodique det unique sur une très longue durée.

Voici, à titre d’exemple, les plus gros termes de la solution à très longues périodes, relative
aux variableŝz et ζ̂ de Jupiter et de Saturne, rapportée à l’écliptique et à l’équinoxe pour la date
J2000, et pourt mesuré à partir de cette date :

ẑJ = 0, 04413 exp
√
−1 (λ5t+ ϕ5)

+0, 01574 exp
√
−1 (λ6t+ ϕ6)

+0, 00179 exp
√
−1 (λ7t+ ϕ7)

ẑS =−0, 04816 exp
√
−1 (λ6t+ ϕ6)

+0, 03345 exp
√
−1 (λ5t+ ϕ5)

−0, 00175 exp
√
−1 ((2λ6 − λ5)t+ 2ϕ6 − ϕ5)

+0, 00151 exp
√
−1 (λ7t+ ϕ7)

ζ̂J = 0, 01377 exp
√
−1 (0 t+ ψ5)

+0, 00314 exp
√
−1 (λ′6t+ ψ6)

+0, 00058 exp
√
−1 (λ′8t+ ψ8)

+0, 00048 exp
√
−1 (λ′7t+ ψ7)

ζ̂S = 0, 01377 exp
√
−1 (0 t+ ψ5)

−0, 00784 exp
√
−1 (λ′6t+ ψ6)

+0, 00056 exp
√
−1 (λ′8t+ ψ8)

+0, 00039 exp
√
−1 (λ′7t+ ψ7) (6.177)

avec4

λ5 = 4′′, 248 an−1 ϕ5 = 30◦, 643

λ6 =28′′, 234 ϕ6 = 306◦, 496

λ7 = 3′′, 069 ϕ7 = 121◦, 235

λ8 = 0′′, 667 ϕ8 = 72◦, 631

λ′5 = 0′′, 000 an−1 ψ5 = 107◦, 576

λ′6 =−26′′, 330 ψ6 = 306◦, 496

λ′7 = −2′′, 985 ψ7 = 141◦, 649

λ′8 = −0′′, 691 ψ8 = 23◦, 430

Si on développait ces expressions en puisances det au voisinage det = 0, on retrouverait très
sensiblement les variations séculaires de(kJ +

√
−1 hJ) etc.données en(6.150). De même, les

termes périodiques de la solution à courte période explicitée en(6.166)ont des amplitudes qui
sont fonctions de la solution à très longues périodes exprimée en(6.173)et (6.176); le déve-
loppement de ces amplitudes en puissances det au voisinage det = 0 conduirait à l’expression
des termes mixtes des théories à variations séculaires. Comme dans les théories à variations
séculaires, ce sont les inégalités périodiques à longue période (comme la grande inégalité de
Jupiter-Saturne) qui apportent les plus grosses perturbations.

Remarque 1. Comme on le voit dans la solution(6.177), le système relatif aux variables d’in-
clinaisons possède une valeur propre nulle. Celle-ci s’explique par l’existence de l’intégrale
première du moment cinétique dans le problème desN corps : Si les mouvements planétaires

4les indices 5 à 8 correspondent aux 4 grosses planètes, les indices 1 à 4 étant alors réservés aux planètes intérieures.



Copyright ( c© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 231

s’effectuaient rigoureusement dans un plan fixe, on devrait retrouver ce plan fixe dans les solu-
tions ζ̂k sous forme d’un terme constant arbitraire ; des mouvements non coplanaires sont alors
décrits par des variations dans le voisinage d’un plan fixe. Le terme constant que l’on trouve,
identique, dans toutes les solutionsζ̂k, caractérise ce plan fixe qu’on appelleplan invariabledu
système des planètes.

Remarque 2. On pourrait penser qu’une théorie générale du mouvement des planètes, avec sa
durée de validité de plusieurs millions d’années, rend caduques les théories à variations sécu-
laires. En fait, ces dernières demeurent plus performantes (car plus faciles à construire) pour
calculer les éphémérides très précises dont on a besoin pour prévoir les mouvements actuels
des planètes. En effet, la mise en œuvre d’une théorie générale nécessite de calculer et de ma-
nipuler un nombre considérable de termes : On a vu qu’il y en a par exemple plus de150 000
dans le seul système séculaire des 8 planètes, et le nombre de termes qui interviennent dans le
développement analytique des inégalités périodiques dépasserait plusieurs millions si l’on vou-
lait atteindre pour eux le même degré de précision que dans les théories à variations séculaires.
Les moyens informatiques actuels ne permettent pas encore cela ; mais, avec l’intégration du
système séculaire défini par la théorie générale, on possède dès maintenant beaucoup d’infor-
mations sur l’évolution moyenne et à très long terme du système solaire, et notamment sur sa
stabilité ou sur le caractère chaotique de certaines de ses variations.

Remarque 3. La méthode générale développée ici pour les planètes s’applique aussi aux sys-
tèmes de satellites non résonnants. C’est même la seule méthode satisfaisante pour ces corps
à mouvement orbital très rapide, et pour lesquels certaines des fréquences fondamentales du
système séculaire sont de l’ordre de quelques années seulement (une solution à variations sécu-
laires divergerait alors trop vite pour être utilisable). Par ailleurs, il se trouve que les termes à
courte période des systèmes de satellites sont beaucoup plus faibles (et donc moins nombreux
à calculer) que pour les planètes, car les perturbations mutuelles des satellites sont aussi beau-
coup plus faibles. La construction d’une théorie générale pour un système de satellites est donc
réalisable, même en vue de fournir des éphémérides. C’est ainsi que les satellites d’Uranus,
qui ont la particularité de ne pas être en résonance, sont représentés depuis quelques années
par une théorie générale analogue à celle présentée ici. Cependant, les systèmes de satellites de
Jupiter ou de Saturne possèdent plusieurs résonances. On peut étendre la méthode de la théorie
générale au cas d’une résonance orbitale d’ordreq (avec toutefoisq 6= 0) : cela correspond
à une combinaisonpn0i − (p + q)n0j très proche de zéro. Les termes de l’inégalite résonante
pLi−(p+q)Lj et ceux de ses multiples entiersk(pLi−(p+q)Lj) sont appeléstermes critiques.
On sépare alors les termes critiques des termes périodiques ordinaires : Les termes critiques sont
regroupés, avec les termes séculaires (indépendants explicitement det), dans un système appelé
système critique. Les termes non résonnants restent dans des systèmes d’équations analogues
à (6.164)et (6.165), qui s’intègrent de la même façon. On peut montrer que le système cri-
tique, qui dépend du temps et des variablesq̂k par l’intermédiaire des termes résonnants, peut
quand même être transformé en un système autonome, grâce à un changement de variables de

la forme :ŵi = ẑi exp−√−1

(pLi − (p+ q)Lj
q

)
et ŵj = ẑj exp−√−1

(pLi − (p+ q)Lj
q

)
, et

d’autres variableŝw′, analogues à̂w, définies en remplaçantẑ par ζ̂. Ce système diffère du sys-
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tème séculaire(6.160)à(6.163)car dÂdt n’est plus nul, mais leurs seconds membres deviennent

de nouveau indépendants deQ̂. Le problème est alors ramené à trouver un noyau intégrable dans
ce système autonome, permettant ensuite de construire une solution perturbée pour le système
critique complet.
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Septième partie
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