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Premiére partie

Rappels de mécanigue génerale

1 Repéres et coordonnées

1.1 Modélisation de I'espace, du temps, des systemes matériels

On assimile lespace physiqua I'espace affineéel euclidien orienté a 3 dimensions; on
lui associe lespace vectorietlassique des vecteurs : a 2 pointset B correspond le vec-
teur' lié AB, puis les vecteurs libreg équipollents a.B. On suppose connues les opérations
classigues entre points, vecteurs, scalaires et leurs propriétés (associativité, commutativité, non-
commutativité - -) :

B=A+ AB ou B=A4+V ouAdB=B-A

U+V =W somme de vecteurs

AV =W multiplication par un scalaire
U-V=a« produit scalaire

VV -V = V| module de V

UNV =W produit vectoriel

(U, v,w)=0 = U-(VAW) produit mixte

On rappelle encore :

U -V =|U||V|cos(U,V)

UANV =—-V AU = |U||V|sin(U,V)k

(UANV)AW=(U-W)V —(V-W)U
ou k est unitaire et orthogonal@ et av ; le sens de: est défini par la régle selon laquelle un
observateur ‘debout’ suivant et regardant dans la direction devoit la direction dev a sa
gauche. L'angléU, v) est alors orienté positivement dans le sens trigonométrique. Le module
deU A V représente I'aire du parallélogramme construit sur ces vecteurs, tandis que le produit
mixte de 3 vecteurs représente le volume du parallépipéde construit sur ces 3 vecteurs.

On assimile letempsa un réel (espace de dimension 1). Espace physique et temps sont
supposés indépendants I'un de 'autre.

On assimile ungarticule matériellea un point de I'espace physique, auquel on associe un
scalaire positif appeldassalu point. On parle alors aussi geint matériel Le mot ‘particule’
n'est pas pris ici dans le sens des particules élémentaires de la physique quantique : Il désigne
un corps matériel suffisament petit pour étre localisé par un point, et assez gros pour qu’on n’ait
pas a tenir compte des propriétés quantiques de la matiére.

On assimile ursysteme matériel un ensemble de points matériels. Ces points sont en in-
teraction (ou soumis a des forces).floace agissant sur un point est représentée par un vecteur

1Dans tout le cours, les vecteurs seront notés par des symboles en caractéres gras
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lié a ce point, dirigé dans le sens de la force et de module égal a son intensité. La signification
physigue de la masse et des forces est donnée paidetse la dynamique

1.2 Repéres et référentiels

En mécanique classique, les systemes matériels sont repérés dans des référentiels, qui sor
la donnée d’'un repére d’espace et d’'un repere de temps.

Un repére d’espace est défini par un point originet par une base de I'espace vectoriel
associé (i, 4, k). On le noteOijk. Sauf indication contraire, les bases utilisées sont toujours
orthonormées et directes (bases cartésiennes), c’est-a-dire satisfont a :

i-j=0=j-k=k-i JNkE=1i
ici=1l=j-j=k-k = | kNi=3j
iNj=k (i,5,k) = +1

Un repére de temps est défini par un instant initjat une base de durdgunité de temps).

Dans ces repéres, un poihlt & un instant est défini par trois coordonnées d’espécegy, )
et une de tempér), telles que :

M=0+zi+yj+zk t=ty+7d

E

Etant donnés trois vecteuvs v’ etv”, donnés par leurs coordonnéesy, z), (z', v/, ) et
(z",y",2"), on a alors les résultats :

V-V =x2 +yy + 27
VAV = (yz — 2y, 22’ — 22!, vy —ya')
(v, v, v") =det(v,v' v")

Ala place des 3 coordonnées cartésier{nes, z) de M, on pourra étre amené a utiliser des
coordonnées cylindriquép, 6, =) ou sphériquesr, A, ).


En déduire les formules du double produit vectoriel, à savoir (U x V) x W = (U.W) V - (V.W) U et U x (V x W) = (U.W) V - (U.V) W 
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Donnons la définition desoordonnées sphériquatilisée généralement par les astronomes :

k
[ 2 = rcospcos A
Y = 7 cosysin A
M |z =rsing
r ou inversement :
J _
o d r=+vz?+y>?+ 22 (=r>0)
¢ = Arcsin(z/r) (= —1/2<¢<7/2)
A\ | A = atan2(y, x) (=0< A< 2m)
2
m™ sl <0
ou la fonctionatan2(y, =) est définie par Arctg(y/x) + ¢ 27 si x>0ety<0
0 sinon

1.3 Changement de repéres d’espace
Etant donnés 2 repéres cartésiétis= Oqiij1k et Ry = Oqigjoks, UN pointM est donné
dans chacun d’eux par trois coordonnées cartésiennes :

M = Oy + 2141 + y1j1 + z21k1
= O + Ttz + Yo + 22k2

Pour avoir les relations entfe, yi, z1) et (x2, y2, 22) il faut connaitre par exemple la position
de O, dansR; et la base d&, dans celle de?; :

Oy, = O + &u + ni + (ki
iy = airty + a1g1 +  azik;
J2 = a2ty + aQj1 + azak;
ko = a3ty + Qo331 + aszszk;
On en déduit, sous forme matricielle :

T § a1; Q12 a3 T2

Yyi | =1|n |+ | ax a2 a3 Yo

21 C az1 G322 A33 Z9

Les bases d&; et R, étant orthonormées, la matrice dgsest orthonormée : 3 seulement
des 9a,; sont indépendants et suffisent pour exprimer la matrice complétement; cette propriéte
traduit le fait que 3 rotations suffisent généralement pour passer d’'une base a une autre. On
utilise le plus souvent les 3 rotations d’Euler @nugles d’Eulemotés (), 6, ¢), et ainsi définis :
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Si k; etky, ne sont pas équipollents, €t étant un point arbitraire, le plafOk;, Ok,) est
défini, ainsi que sa normal@w choisie dans le méme sens queA k.. Alors, les angles)
entreOi; et Ou (dans le plarOi,j;), 6 entreOk; et Ok, (dans le plarOk;k,) et ¢ entreOw
et Oi, (dans le plarOi,j,), définissent les 3 rotations successives permettant d’amener la base
(i1, 41, k1) @ Se superposer a la base, j», k2) ; la droite Ou est appelédigne des nceuddes
2 plansOi, j; et Oiqjo. Ces 3 rotations conduisent a définir 2 bases intermédiaitesk, ) et
(u, w, k:2> .

k1
ko
0 . rotation ¢
/ o (i1, g1, k1) — autour de Ok, = (uwv k)
i :
rotation 6
. (w,v,k1)  — autour de Ou (u, w, k)
J1
O )
rotation ..
¢ (u,w,k2)  — autour de gkz = (222, k2)
(31
P u

(voir aussi I'animation 3D AngleEuler 3Da.htn)l

On peut représenter chaque rotation par une matrice de rotation, et obtenir ainsi la matrice
desa;; comme produit des trois matrices de rotation, qui ne dépendent bien sir chacune que
d’'un angle :

cosyy —siny 0 1 0 0 cos¢p —sing 0
(a;;) = | sinyp  cosyp 0O 0 cosf —siné sing cos¢ 0
0 0 1 0 sinf cosf 0 0 1
cos Y cosp —siny sinpcosf —cosysing —sinycospcost  sinfsiny
= | sintycos¢ + cosysinpcosf —sinsing 4+ cosy cospcosf —sinb cosy
sin ¢ sin 6 cos ¢ sin 6 cos 0

La transformation inverse s'obtiendrait a I'aide de la matrice invénsg ', égale ici a la
transposée de:;;) puisque cela revient a changer le signe des 3 angles et a inverser 'ordre des
3 rotations.

En astronomie, on rencontre souvent le cagpet O, sont confondus et ou le poiit est
repéré dans chacun des 2 reperes par des coordonnées sph@tigues ) et (r, Ao, ). Les
relations qui expriment les angles et A\; en fonction dep,; et A\, sont alors avantageusement
obtenues par la trigonométrie sphérique.
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1.4 Eléments de trigopnométrie sphérique

Il'y a une correspondance biunivoque entre I'ensemble des demi-droites issues d’un point
et 'ensemble des points de la surface de la sphére de cemrtrele rayon 1 (sphere trigonomé-
trique) : A une demi-droite, ou a son vecteur unitaire, correspond le point ou celle-ci perce la
sphére. De méme, a un plan passant(aorrespond le grand cercle de la sphére, intersection
de celle-ci et du plan.

Alors, 2 plans qui se coupent suivant

une droiteD passant paf) sont repreé-

sentés sur la sphere par 2 grands cercles

qui se coupent en 2 poinf3 et P’ dia- )/
métralement opposes ; ces points repre-

sentent les 2 directions opposées por- «_,’
tées patD. L'angle A des 2 plans défi- K T
nit ce qu’'on appelle 'angle des 2 grands Al
cercles correspondants (égal aussial'an/- - - - - - -
gle des tangentes en (ou P’) aux 2

grands cercles).

Par 2 points distincts) et Q' de la spheére, il passe toujours un grand cercle : Celui-ci est
I'image du plan défini par les 2 demi-droites daptet Q' sont les images. La longueurde
I'arc de grand cercle joignaid} a ()’ est égale a I'angle de ces 2 demi-droites.

3 points A, B, C de la sphere définissent unangle sphérique c’est I'une des figures
dessinées sur la sphére, formée par les 3 arcs de grand céi)e(BC) et (C' A) joignant ces
3 points 2 a 2. Il n’y a pas unicité de figure car pour chaque d@¢BC ouC A, on a le choix
entre un arc et son complémerta
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Comme pour les triangles plans, on nate

b, c les cbtés opposés aux sommeis B,

C'. On désigne aussi pat, B, C' les angles
ayant leur sommet enl, B, C. Alors, on
montre que, comme pour les triangles plans,
il existe des relations entre les c6tés et les
angles permettant de calculer I'un de ces élé-
ments a partir de trois d’entre eux :

Relation 1, entre 3 c6tés et 1 angle :

cosa = cosbcosc + sinbsinccos A

(formule fondamentale) (1.1)

Relation 2, entre 2 cbtés et les 2 angles opposés :

sin a

sinasin B = sin bsin A ou

sin b

sinA sinB

Relation 3, entre 2 cbtés et 2 angles dont un adjacent :

(formule des sinus) (1.2)

sinbcot a = sin C' cot A + cosbcos C (formule des cotangentes) (1.3)
Relation 4, entre 1 coté et 3 angles :
cos A = —cos BcosC + sin Bsin C cos a (1.4)

Relation 5, entre 3 cotés et 2 angles :

sinacos B = cosbsinc — sinbcosccos A
sinacos C = coscsinb — sinccosbcos A

Relation 6, entre 2 cotés et 3 angles :

sin A cosb = cos Bsin C + sin B cos C cosa
sin A cosc = cosC'sin B + sin C cos B cos a



Démontrer les formules (1.1) et (1.2). Pour cela, en notant O le centre de la sphère trigonométrique, on pourra par exemple voir la signification géométrique des vecteurs T et U résultant des doubles produits vectoriels T = (OA x OC) x OA et U = (OA x OB) x OA , puis calculer de deux manières différentes leur produit scalaire T.U et le produit mixte (OA . T x U). En déduire les formules (1.3) et (1.5)
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La relation(1.4) peut étre déduite dg..1)en considérant les triangles polaires : Etant donné
un grand cercle, les 2 points situé9@& de tous ses points sont les pdles de ce grand cercle.
Aux 3 arcs de grands cercléB(C), (AC), (AB) correspondent les poléset P, Q) et)’, R et
R’ respectivement. Par deéfinition, en choisissang) et i de telle sorte que les arésd, QB
et RC soient inférieurs & /2, le triangle PQ R est appelé triangle polaire deBC'. Ses cotés
p, q, r et ses angle®, ) R valent alors :

p=n—-A g=n—B r=n-C
P=nr—a Q=7m—-b R=m-—c

C’est en portant ces expressions dédhd) qu’on trouve(1.4). De méme, les formulegl.6)

se déduisent déL.5) par la considération des triangles polaires. Bien sdr, on en déduit aussi
d’autres semblables par permutation circulaire des angles et des c6tés.

En regroupant les relationd.1), (1.2) et (1.5), ou (1.4), (1.2) et (1.6), on constitue les
relations de Gauss

cosa = cosbceosc+ sinbsinccos A
sinasin B = sinbsin A (1.7)
sinacos B = cosbsinc — sinbcosccos A

cos A= —cosBcosC +sin Bsin C cosa
sin Asinb = sin Bsina (1.8)
sin Acosb = cos Bsin C' + sin B cos C cosa

permettant de calculer sans indétermination (par leur sinus et leur cosinus) I'angle et I'arc pré-
sents dans les membres de gauche.

Notons que ces relations engendrent des relations plus simples dans les cas ou un angle vau
7/2 (triangle rectangle) ou quand un c6té vay® (triangle rectilatere). Signalons enfin que
la somme des 3 angles d’un triangle sphérique ne vaut gasnme dans un triangle plarb:
désignant la surface du triangleBC' (exprimée en stéradians), on a :

S=A+B+C—n7
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Avec ces éléments de trigopnométrie sphérique,

il est facile de calculer directement I'un quel-

conque des termes de la matrige;) permet-

tant de passer d&)ijik; a Oigjky par les

angles d’Euler : On place sur la sphére les points J
L, 1, Ky, I, J5, K5 etU correspondant aux

vecteursiy, 71, ki1, 12, J2, k2 €t u; on place éga-

lement les grands cercles de base donet K,
sont les poles.

Ji

Les angles d’Euler se retrouvent alorg comme arc[/lﬁ, ¢ comme ardffz et comme
angle des deux grands cercles de base, ou encore commg Arc Par exemple, dans le tri-
angle/,U I,, on obtient immédiatement, par la formule fondamentale):

a1 = cos(i, ip) = cos 1) cos ¢ + sin 1 sin ¢ cos(m — 0)
= c0s 1) cos ¢ — sin 1 sin ¢ cos

On pourra retrouver de méme les autgs

1.5 Repéres astronomiques

Etant donnés un repére cartési@iyk et les coordonnées sphériques assodiées, \), il
est commode de placer les anglest A sur la sphére trigonométrique :

Ony voit le grand cercle de bagéJ) et son p6lek’, images du pladij et de I'axeOk, le
grand cercle origin€K I') image du plarDik et le grand cercléK M) image du plan “vertical”


On a calculé précédemment la matrice des (a_{ij}) associée aux angles d'Euler. On remarque que ses lignes ou ses colonnes regroupent différents éléments présents dans les relations de Gauss. En appliquant de deux façons différentes plusieurs rotations au vecteur unitaire u , retrouver les relations de Gauss dans le triangle I_1 U I_2 . Ce triangle a deux côtés et un angle fonction des angles d'Euler et on fera intervenir un autre angle et le troisième côté de ce triangle. 
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passant par 'ax@k et par le pointd/. Ce dernier grand cercle coupk/) en H. \ est I'angle
des cercle$K'1) et(K M), ou l'arcTH mesuré sur le cercld.J). ¢ est la mesure de I'arf M.

Si \ et p représentaient des coordonnées géographiques classiques sur le globe terjgstre,
serait I'équateurk le pble nord (K I) le méridien origine( K M) le méridien du poini\/, A la
longitude de)M, mesurée dans le sens diregtsa latitude etr/2 — ¢ sa colatitude ou distance
polaire.

Finalement, on voit qu’'un systéme de coordonnées sphériques est complétement défini par
la donnée d’un péle, du cercle de base correspondant, d'un grand cercle origine contenant le
pole, d’un sens dans lequel on mesure les rotations autour de ce poéle.

En astronomie, la sphere trigopnométrique représente I'ensemble des lignes de visées depuis
un pointO, et est appelégphere célestelle est vue de I'extérieur). Les repéres astronomiques
rencontrés le plus souvent dans les applications de la mécanique célesterepetdequato-
rial et lerepére écliptique

écliptique
Le repére équatorial a pour cercle de base le
grand cercle paralléle a I'équateur terrestre ayant
pour péle le pdle nord. Les coordonnées sphé-
riques correspondantesets sont desoordonnées
eéquatoriales analogues aux longitudes et lati-
tudes géographigues, mais s’appellant respecti-
vementascension droitet déclinaison

équateur

L'ascension droite est mesurée sur I'équateur dans le sens direct, de 0 a 24 h, a partir d’'un
certainpoint~ non lié au globe terrestre, appelé ayssint vernalou équinoxe de printemps

Ce point est défini en relation avec le repére écliptique. Ce dernier a pour cercle de base le
grand cercle paralléle adtliptique nom donné au plan de I'orbite que la Terre décrit en un an
autour du Soleil ; son pdle nord et Sur la sphére céleste centrée sur la Terre, le Soleil décrit

en un an et dans le sens direct le grand cercle de I'écliptique. Ces deux cercles se coupent er
deux pointsy et+’ en formant un angle appeléobliquité de I'écliptique(e vaut actuellement
23°26'). Le point~y est a l'intersection correspondant au passage du Soleil de I'hnémisphére
sud a 'hémisphére nord (c’est-a-dire a I'instant du printemps, lorsque la déclinaison du Soleil
s’annule en devenant positive). Les coordonnées sphériques associées au repere écliptique sol
lescoordonnées écliptiquétb, appelées respectivemeaaihgitude célestetlatitude célestel

est mesuré sur I'écliptique dans le sens direct, da@aa partir du pointy. La déclinaison et la
latitude céleste sont mesurées-€#)° a+90° de part et d’autre de I'équateur et de I'écliptique
respectivement.

Si un pointM a pour coordonnées équatorialasd) et pour coordonnées écliptiques),
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les relations de Gaugs.7) écrites dans le triangle sphérigié® M permettent le passage d’'un
systéme de coordonnées a l'autre :

sinb = cosesind — sin € cos 0 sin «
cosbcosl = cosd cosa (1.9)

cosbsinf = sinesind + cos € cos d sin «

sind = cosesinb + sin e cos bsin ¢
cosd cosa = cosbcos/l (1.10)

cosdsin = —sinesinb + cosecosbsin

2 Rappels de cinématique

2.1 Mouvement d’'un point

e Le mouvement'un point M est une application qui, a tout instantfait correspondre une
position de I'espace noté¥ (¢) ; cette application est continue et le plus souvent dérivable.

e La trajectoirede M est 'ensemble des positions géométriques prised/plorsquet varie.
On l'oriente dans un certain sens a partir d’'un point origine, permettant d’y mesurer I'abscisse
curviligne deM. Entret ett + t, le déplacement

SM = M(t + 5t) — M(t)

est un vecteur qui tend vers la tangente a la trajectoire lor&oead vers zéro.

e La loi du mouvemensur la trajectoire est donnée par I'abscisse curviligfi¢, comptée a
partir d’'une position initiale.

e La vitessede M estV = % = s (dans toute la suite, la notatigndésignera la dérivée
premiére de la quantit¢par rapport au temps, étdésignera sa dérivée seconde).

e Le vecteur vitessde M est le vecteul/ = % tangent enV/ a la trajectoire, de module égal
a|V| et dirigé dans le sens du mouvementuSdésigne le vecteur unitaire tangent &ha la
trajectoire, on écrit aussi :

V=s5u

e Le vecteur accélératiode M est le vecteur”, dérivée du vecteur vitesse :

dav
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v dépend du temps par I'intermédiaire detona uw - u = 1 = w - 4 = 0. Sin désigne le
vecteur unitaire orthogonal@aet dirigé vers le centre de courbure de la trajectoirégret si
R est rayon de courbure de la trajectoire/dnon obtient :

av 52
On y reconnait kccélération tangentiellet I'accélération normalele plan (, n) est leplan

osculateurde la trajectoire (au sens de la géométrie).

e Si M est défini dans un repefe = Oijk par des coordonnées cartésienneg/( =) fonctions
det, on peut définir lavitesse relativele M dansR :

drOM x
Rdt —di+yj+ik=|y (1.11)
:

V(M/R) =

et 'accélération relativele M dansR :

drV(M/R z
F(M/R):Iwz:fz‘+gj+ék: j (1.12)
z

e Si M est défini dans$? par des coordonnées quelconques (par exemple sphériques),qiptées
¢, - - ¢, €t supposées fonctions continues et dérivables de pourra écrire :

. " O00M .
OM = OM(q1, ¢z, Gn) puis V(M/R) :ZTQ%

i=1

Le vecteurag)TM est tangent a la trajectoire que décrirditsi la coordonnée; variait seule et
qui est, par définition, ligne coordonnéeelative ag;. En se placant dansaspace de configu-
ration, de dimensior2n, ou les points sont définis par |2as coordonnées supposées indépen-
dantesqi, q2, - * G, 41, G2, - -+ ¢n), ON pPeuUt €crire :

OV(M/R) 0OM

d¢; dg;

On en déduit les ‘projections’ des vecteurs vitesse et accélératidi der les tangentes aux
lignes coordonnées :

O0OM 1 9V?
V(M/R)-—aqi =3 % (1.13)
OOM 1 (d [oV? oV?
I'(M/R) - e =3 {dt ( % ) - I } (1.14)

ouV? = V(M/R) - V(M/R)
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Par exemple, pour leoordonnées sphériquam ag; = r, ¢; = A etqz = ¢, puis on définitu
par OM = r u. On en déduit :
0OM o0OM 0OM
= U ——— = TCOSpv — =Tw
ar B 7 Do
ou u, v et w forment labase localedes coordonnées sphériques, directe et tangente aux trois
lignes coordonnégsassant pait/. On a ensuite :

V(M/R) =7u+ Arcospv+¢rw  puis V2:7*2+r20052g0}\2+r2gb2

et enfin :
oOM 1 (dov* oV? 02
I'(M . _ - evy 9oy 22 2
(M) or 2 (dt or 8r> ForgT mreostd
ooM d -
I'(M/R) - on %(r cos® )
I'(M/R) aaogiw = jt(r2ap) + r? singpcosgp)\2

2.2 Mouvement des reperes, composition de mouvements

Soient 2 repéreR; = Oyij1 k1 et Ry = Oyizjoky. Ry €St dit mobile par rapport &, si 'une
au moins de ces conditions est remplie :

- Oy est mobile dan$; (ou O; Oz = O; O4(t))

- les vecteurs,j, k» exprimés dans la basgj k, varient en fonction du temps (ou lés;)

définis préecédemment sont fonctions du temps).

Si la premiere condition est seule rempli¢, est entranslation par rapport ak;. Si la
deuxieme condition est seule rempli¢, est enrotation par rapport az; autour du point)s,
fixe dansR;. Dans le cas général, le mouvement i@e est la somme d’'un mouvement de
translation et d’'un mouvement de rotation.

Quand les vecteurs de bake k, varient, ils doivent cependant rester orthogonaux et uni-
taires. On montre que cela implique I'existence d’un vect@gr r, appelévecteur rotation-
instantanéale R, par rapport &, tel que 'on ait :

diz d]2 de

= = Qpyyry N i o Ry /Ry N J2 T LONIRAY.

On en déduit que tout point/ lié a R, (ou M € R,), c'est-a-dire dont les coordonnées dans
R, sont constantes, a une vitesse relative, &gale a :
dr, Os M
— T = Onyy N 0o M

soit

V(M € Ry/Ry) = V(O2/R1) + gy yr, A O2 M (1.15)



Soit un point P de coordonnées cartésiennes (x, y, z) dans un repère Oxyz. On définit les coordonnées elliptiques (f, g, h) de P par les 3 relations x = a ch f sh g cos h , y = a ch f sh g sin h et z = a sh f ch g où a est un paramètre constant. Déterminer les lignes coordonnées correspondant à f, g et h (on trouvera notamment des ellipses et des hyperboles homofocales) et la base locale en P. Déterminer les composantes de la vitesse et de l'accélération de P dans cette base. 
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On reconnait la somme de la vitesse de translatiofdet de la vitesse de rotation autour de
0.

Si le mouvement d&, par rapport ak; est réduit aune seule rotatiod’angle« autour de
I'axe O, k, supposé confondu aveé £, et ainsi fixe dangi,, il est facile de voir que?z, 5, est
le vecteurik, porté par cet axe de rotation, dont le module est la vitesse angulaire de rotation;
pour M lié a Ry, on a alors
de OQM

=k N O M
don 1 2

Si le mouvement dé&¢, est une rotation autour du poif% supposé fixe dang,, le mouve-
ment de rotation peut souvent se décomposer en plusieurs rotations effectuées chacune autou
d’'un axe bien choisi (par exemple les rotations d’Euler). Le vecteur rotation-instantanée est
alors la somme des vecteurs rotation correspondant chacun a I'une des rotations, portés pat
chacun des axes associés.

Par exemple, supposois repéré par rapport &; par les 3angles d’Eulevariablesy, 6 et
¢, correspondant aux rotations respectives autoupge, O,u et Ok, ; tout pointM lié a R,
peut alors étre considéré comme fonction de ces trois angles lorsqu’on étudie son mouvement
par rapport &k, : O, M = O, M (¢, 6, ¢), d’ou I'on tire :

dr,OsM O, O3 M N Or, OQMQ.
a Bl Bl

Du résultat précédent correspondanti@ seule rotatioautour d’un axe fixe, et de la définition
des angles d’Euler, on tire aussi :

V(M/R)) = J 1 Om O M g

Or, 02 M Or, Os M Or, Os M
Raij:kil/\OgM %:U/\OQM %:kg/\OQM
On en déduit : ' ‘ '
‘QRQ/RI :¢k1+9u+¢k2
L'accélération d'un poini\/ lié a i, est alors :
dr, V(M/R
I'(M € Ry/Ry) = 2~ (M/R,)
dt
A1 (1.16)
= F(Oz/Rl) + # A Os M + QRQ/R:[ N (\9132/];51 A OQM)

Pour un point”? mobile dans le repérR, lui-méme mobile par rapport&,, on a la formule
de dérivation en repére mobile (éarmule de Bour:
dr,O2P  dgr,0sP
. dt

+ QRQ/Rl N OQP
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On peut en déduire les lois de composition des vitesses et des accélérations :

vitesse relative & R vitesse relative a Ra vitesse d’entrai—

nement de P par Rg

I'(P/Ry) = I'(P/Ry) + I'(P € Ry/Ry) +2Quyp, A V(P/Ry)

accélération accélération accélération d’entrai— accélération de Coriolis
relative & R relative & Ra nement de P par Ra

15

(1.17)

(1.18)

Notons que siz, est en translation par rapporta, le vecteur(2z,,z, est nul : la vitesse ou
I'accélération relative dé par rapport ak, est la somme de celle d@ par rapport aR, et de
celle de tout point lié &, dans son mouvement par rappoika

3 Rappels de cinétique

Soit un systeme matéri¢ls), composé d’'un nombre fini de particules matériellesde
massen,. La masse totale dg5) estmg = Y-, m;. Le centre de massau centre de gravitéle
(S) est le point5 tel que :

soit encoremg OG = >, m; OP; quel que soit le poinD.

(1.19)

On rapporte les pointB;, et donc le systemg), a un repere:. Dans le mouvement d&)
par rapport ak, on définit les quantités cinétiques suivantes :

e L' énergie cinétique

T(S/R) =

Zmz (P/R)? ;mS[V(G/R)]erT(S/RG)

ou R est le repére d'originé&' entranslation par rapport a-.

¢ La quantité de mouve

ment

p(S/R) =

Zml (P,/R) = ms V(G/R)

e Le moment cinétiquen un pointD quelconque :

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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De la définition du centre de masse, on tire notamment(:S/R) = Cs(S/R¢). La quantité
de mouvement et le moment cinétique @8 en O sont les éléments de réduction éndu
torseur cinétiqueale (.S). Par ‘transport’ de moment, on a encore :

Co(S/R) = Ca(S/Ra) + OG A p(S/R)
e La quantité d’'accélération

a(S/R) = Z m; I'(Pi/R) = ms I'(G/R) (1.23)

e Le moment dynamiquen un pointO quelconque :

Do(S/R) =Y _mi OP; NI'(Pi/R) (1.24)

De la définition du centre de masse, on tire encof®;(S/R) = Ds(S/Rq). La quantité
d’accélération et le moment dynamique @8 en O sont les éléments de réduction @ndu
torseur dynamiquele (S). Par ‘transport’ de moment, on a encore :

Do(S/R) = Dg(S/Rg) + OG A a(S/R)
En relation avec le moment cinétique, on a :

drCo(S/R)
dt

Do(S/R) = +mg V(O/R) A V(G/R) (1.25)

ou le deuxieme terme s’annulle@iest fixe dans?, ou siO coincide ave&, ou siO etG ont
des vitesses paralléles.

Les expressions précédentes s’étendent a des systémes matériels formés d’une distributior
continue de points : On remplace la massed’un point P, par la masse élémentaide.(P)
située enP, et les sommations finies sur les poiftgpar des intégrales. Ainsi, pour toute quan-
tité ¢(P) continue définie en chaque poiRt l'intégrale [, 5 ¢(P)dm(P) vient remplacer la
sommationy_, m;q(P;) dans ces définitions.

Si (S) est un systeme solide, les expressions de I'énergie cinétique et du moment cinétique
s’expriment en fonction du vecteur rotatié, » du solide (ou vecteur rotation d’un repere lié
a ce solide). Les vitesses des poifttiés au solide sont en effet distribuées autoutteelon
larelationV (P/R) = V(G/R) + f2¢/r A GP ; on trouve alors notamment :

ColS/Re) = [ GP A (O GPYam(P) = K9 (0m) (120
ou [((;S) est I'opérateur d'inertie d€S) en G. Dans un repéré& ik lié a (S5), cet opérateur,
A —-F -—-FE
linéaire, est représenté par une matrice symétrique ¥ B  —D |, ditematrice d’inertie

-F -D C
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ou A, B etC sont les moments d'inertie d&') par rapport aux axes respectifs, Gj etGk, et
ou D, E et F sont les produits d'inertie. Si, y, z sont les coordonnées dedansGijk etdm
la masse élémentaire éh on a plus précisément :

A= [ (y¥*+2))dm B= [ (#*+2)dm C= [ (2>+y*)dm
Pe(S) Pe(S) Pe(S)

(1.27)
D= [ yzdm E= [ xzzdm F= [ zydm
Pe(S) Pe(S) Pe(S)
Pour I'énergie cinétique du solide, on trouve de méme :
_1 (8)
T(S/Fa) = 5 Qs 1e" (2syr) (1.28)

4 Rappels de la dynamique classique

La dynamique est la formulation mathématiquepdincipe de causalit@ppliqué aux expeé-
riences de mécanique :

- Un point matériel ne se met pas spontanément en mouvement.

- Son mouvement est une conséquence dersotie et desforcesqui agissent sur lui.

On recherche bien sir des lois du mouvement générales et universelles. Cependant, le mou:
vement est parfois une notion relative (mouvement dans un certain repere), et l'universalité
supposée des lois de la mécanique ne pourra se vérifier que si le repere dans lequel on étudie ul
mouvement, est indépendant de tous les observateurs possibles de ce mouvement. Par exempl.
il serait absurde de rechercher quelles forces physiques agissent sur le Soleil pour expliquer son
mouvement apparent vu de la Terre supposée fixe, a savoir un mouvement de rotation a raison
d’un tour par jour sur une orbite de 150 millions de kilometres de rayon'!

On admet donc les principes suivants :

- Il existe un repére privilégié otepére absoludans lequel les lois du mouvement sont
universellesrincipe d’universalitg.

- Dans ce repére privilégié, un point matérglléa une accélération null@iincipe d’iner-
tie). Alors, dans tout repere en translation rectiligne et uniforme par rapport au repére
absolu, ce point a aussi une accélération nulle. De tels reperes sont appelés gali-
léens

- Aucune expérience mécanique ne permet de mettre en évidence le mouvement d’un re-
pére galiléen par rapport a un autre repere galilgendipe de relativitede Galilée). Les
mouvements dans un repere galiléen seront donc qualifiés d’absolus.

- Tant que la vitesse des corps matériels reste petite devant la vitesse de la lumiere, on a une
tres bonne approximation des lois de la mécanique en supposant que le temps s’écoule de
la méme facon dans tous les repéres galiléens.
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4.1 Principe fondamental de la mécanique newtonienne

Les actions mécaniques qui influent sur le mouvement des points matériels sont schéma-
tisables par des vecteurs liés en ces points et appetésurs-forceu simplemenforces Les
experiences de mécanique sur les corps mateériels finis ont permis de dégdgefantamen-
tale de la dynamique

Un point matériel P soumis a une force F'(P) acquiers, dans un repére galiléen R,,
une accélération I'(P/R,) proportionnelle a F'(P) et de méme sens ; le coefficient de
proportionnalité, m, ne dépend que de la nature physique de la particule matérielle cor-
respondante ; c’est la masse inerte de la particule :

m '(P/R,) = F(P) (1.29)

Les propriétés d'additivité des vecteurs sont une fagon d’exprimer le principe de superposi-
tion des états (additivité des forces). Dans le cas d’'un systeme matériel composeé d’'un ensemble
discret (ou continu) de points matériétsde masses:;, on peut considérer que chagbesubit
une certaine forcé’(F;), et 'on a pour chacun :

m; F(Pi/Ra) = F(Pl)
En regroupant tout ou partie dé% dans un sous-systeni§), on peut additionner membre a
membre les équations fondamentales correspondant a ces points :

> mi[(P/R.) = Y F(P)
Pie(S) Pie(S)

c’est-a-dire aussi :

Ms I'(Gs/Ra) = R(S) (1.30)
ou M etGg sont respectivement la masse et le centre de massg det ouR(.S) estla somme
(ou résultante) de toutes les forces s’exercant.Sur

On peut aussi additionner membre a membre les équations fondamentales apres leur avoir
appliqué le calcul du moment en un point quelcon@ue
> OP;Am; I'(P/R,) = >, OP; ANF(P)
Pie(S) P;e(S)
c’est-a-dire, en introduisant le moment dynamiqué$ieenO et le moment résultant en de
toutes les forces s’exergant Suff) :

Do(S/Ra) = Mo(5) (1.31)

Les 2 vecteurs$R(S), Mo(S)] forment leséléments de réductioen O d’un torseur appelé
torseur des forces’exercant suf.S). Le principe fondamental de la dynamique peut alors aussi
s’exprimer en disant que dans un repére galiléen, le torseur dynamigt¢elst égal au torseur
de toutes les forces s’exercant $4f). Cette formulation est surtout intéressante pour I'étude
du mouvement des systémes composes de solides.
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4.2 Principe d’'opposition de 'action et de la réaction

Lorsqu’une particule P, exerce sur une particule P, une force F,, alors P, exerce sur
P, une force Fy, opposée a Fi, et de méme module, c’est-a-dire Fy; = — F5. Ces deux
forces forment alors un torseur nul, a savoir :

résultante : Fio4+ Fy =0
moment résultant en O :  OP; A Fia + OPs N Fyy = 0= Py P; A Fio

La derniére égalité montre aussi que la force décrivant I'interaction de deux partigdes;
est colinéaire &; P,.

De la on peut étendre ce principe a des systemes matériels quelconques : Dans un tel system
(5), chaque particule subit des forces d’interaction provenant de chacune des autres particules
de(5) et appelédorces intérieuresr (), et éventuellement des forces provenant de particules
n'appartenant pas @S5) et appeléesorces extérieurea (S). En considérant 'ensemble des
particules d€.S) et en leur appliquant le principe d’opposition de I'action et de la réaction, on
montre alors que le torseur de I'ensemble de toutes les forces intérietsgseat un torseur
nul.

4.3 Théorémes généraux

Les deux principes précédents entrainent immédiatement les deux théorémes suivants de |z
mécanique newtonienne :

Ms I'(Gs/R,) = RY(3) (1.32)
D, (8/Ry) = L0 ) _ yytex0 ) (1.33)

ol R (S) et Mée;‘t)(S) désignent le torseur, réduit &, de toutes lesorces extérieurea
(5).
Ce torseur est nul par définition si le systef$g estisolé dans I'espace. Dans ce cas, le

mouvement de&x s est rectiligne et uniforme, et le vecteG¥; (S/R,), moment cinétique du
systeme efd- 5, est constant.

4.4 Différents types de forces

On peut classer les forces de plusieurs maniéeres :
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4.4.1 forces réelles et forces d’inertie

Si I'on veut représenter le mouvement d’'une particule ou d’'un systeme dans un repere non
galiléen, il faut tenir compte de forces supplémentaires dépendant du mouvement du repére.
Ce sont des forces fictives, ditemces d'inertie Dans un repére non galiléen, I'accélération
I, relative a ce repére s’exprime en fonction de I'accélérafipabsolue, et des accélérations
d'entrainement et de Corioli&. etl.: I, = I, — I. — I'.. Enidentifiantn I, a la force réelle
F subie parP, on obtient :

ml,=F—mI,—mI. (1.34)

Les quantités-m I, et —m I, sont laforce d’inertie d’entrainemengt la force d’inertie de
Coriolis.

En mécanique céleste, les reperes utilisés sont souvent en translation (non uniforme) par
rapport aux repéres galiléens. Leur vecteur rotafiast alors nul, ainsi quE., et I'accélération
d’entrainement est réduite a I'accélération d’un point de ce repere, par exemple son origine. Au
contraire, lorsqu’on utilise des reperes tournants, il faut tenir compfé deder".

4.4.2 forces de liaison et forces de champ

Des qu’un systeme matériel est composé de plusieurs particules, chacune d’elles est I'objet
de forces provenant notamment de I'action des autres particules de ce systeme.

Lesforces de liaisorsont des forces qui maintiennent le systéme matériel selon un certain
assemblage donné, I'obligeant a avoir un mouvement respectant ces liaisons. Ce peuvent étre
les forces de cohésion qui assurent par exemple la rigidité d’'un solide, ou qui régissent ses
déformations. Ce peuvent étre aussi des forces intervenant au contact entre plusieurs parties
du systeme, qui s’appliquent aux points de contact et qui disparaissent si le contact se rompt
(systémes articulés par exemple, ou en appui sur des supports). Ces forces de liaison sont gé
néralement difficiles a modéliser car elles dépendent souvent étroitement de la composition, de
la forme ou de I'état des surfaces qui composent le systeme. De ce fait, elles sont le plus sou-
vent inconnues a priori et c’est I'observation du mouvement des diverses parties du systeme qui
permet de les mettre en évidence et de les déterminer.

Ce type de forces intervient rarement en mécanique céleste car on y étudie essentiellement
des mouvements de corps solides libres de tout contact. Cependant, les mouvements des sate
lites artificiels peuvent étre affectés par le frottement atmosphérique s’ils se rapprochent trop de
la Terre, ou peuvent dépendre des mécanismes éventuellement articulés qui les composent.

Les forces de champeprésentent au contraire des actions qui s’exercent a distance et qui
sont bien connues, données par les lois de la physique (forces de gravitation, forces électroma-
gnétiques - -). En mécanique céleste, c’est essentiellement la gravitation universelle qui consti-
tue le moteur des systémes étudiés. On verrg4em5.2comment on modélise la gravitation
entre des corps quelconques ; examinons cependant dés maintenant le cas élémentaire de det
particules ponctuelles, dans le cadre de la mécanique classique ou newtonienne.
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La loi de Newton nous dit que deux masses ponctuetlestm, situées en des poinf3 et
P, s’attirent proportionnellement a leurs masses et a l'inverse du carré de leur distance. Ainsi,

P, exerce sur, la force :
K P, P
Fip = — ﬂ;;mz Zr 2 (1.35)

our désigne la distandé’; P, | et K la constante de la gravitation universelle. Inversement, par
symeétrie,P, exerce suiP; la force opposée :
Kmlmg PQP]

F21:_ 5
T T

Ces deux forces n’existent que par la présence des 2 masses plagees Bn Cependant,
la modélisation de ces forces permet de dire guesignale sa présence dans tout I'espace
environnant par ‘'émission’ d'ughamp de gravitatioont la valeur en un poin® est :

Km1P1P
[P P|?

C’est un champ de vecteurs tous dirigés vérsdépendant de la massg placée en ce point,
et calculable en tout poinP autre queP;. Alors, une massen, est placée en un point,,
subit la forcems G;(F2). Inversement,P, ‘émet’ aussi son propre champ de gravitation :

Go(P) = —W, qui exerce surn; en P; la force m; Go(P;). D'ailleurs, ces deux

champs se superposent de telle sorte qu’en tout poaitre queP; et P, on trouve le champ
de gravitationG, (P) + G»(P).

L'intérét d’introduire cette notion de champ de gravitation vient de ce goeamp vectoriel
est représentable a partir d’'ahamp scalairedonc plus simple, appefiotentiel de gravitation
En effet, on vérifie aisément qu& (P) par exemple dérive du potenti€| (P) :

Gi(P) = (1.36)

Km1
Ui(P) = 1.37
par la relation
G\(P) = gradp(U,(P)) (1.38)

ou grad, est 'opérateugradient enP, qui est défini dans un repére cartésiefk ou P a
pour coordonnées(y, z), par :

0 0 0
gradP:%i—Fafyj—i-@k (1.39)
De méme/[/,(P) = 62;"132’ est le potentiel de gravitation dnde la massen, située enp,,

et le potentiel de gravitation des deux masses au goggt la sommé/; (P) + Uy (P).

C’est cette propriété d’additivité des champs et des potentiels qui permettra plus loin d’éta-
blir le champ et le potentiel de gravitation des corps quelconques. Il est cependant intéressant
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de connaitre dés maintenant ce résultat : Si la répartition de la matiere dans un systeme adme
la symétrie sphérique de centie son champ de gravitation (et son potentiel) est le méme que

si toute sa masse était concentré&krOr c’est sensiblement le cas des planetes et du Soleil.
Cela justifie le fait qu’on puisse étudier le mouvement des planetes et des satellites avec une
trés bonne approximation en considérant ces corps comme ponctuels.

Remarque 1. Les masses qui interviennent dans la loi de la gravitation universelle sont a
priori différentes de la masse(, dite masse inertequi intervient dans la loi fondamentale :

m® I' = F. Les masses de la graV|tat|on sonthessses gravesu masses pesantes()) qui
mesurent la susceptivité gravitationnelle des corps, tandis que la masse inerte mesure la résis:
tance des corps aux changements de vitesse. Sur Tefressie poids d’un objet{ = m(?)g),

m® (p
on trouve en fait que la lal” = () g est vérifiee expérimentalement a\l&;— =1lalo0
m

pres (expériences de E6tvos). La coincidence de ces 2 coefficients d’ orlglne différente est in-
explicable par la mécanique newtonienne. Elle constitue au contraire I'une des bases de la re-
lativité générale d’Einstein : La gravitation y est une propriété géométrique de I'espace-temps;;
tout corps, de part sa masse, provoque une distorsion de I'espace environnant; cette courbure
apparait aux autres corps qui s’y trouvent plongés , comme une accélération. L'obéissance d’'une
masse a la gravitation n’est plus alors qu’une manifestation de son inertie et la distinction entre
masse pesante et masse inerte disparait. On adopte donepoetrm ) une notation unique

m.

Remarque 2. On peut penser que généralement le champ de gravitation d’'un systeme matériel
est connu; cela dépend en fait du degré de connaissance que I'on a de la répartition de leurs
masses, ce qui n’est pas toujours le cas en mécanique céleste. Si ces masses sont inconnues,
mal connues, c’est I'observation des mouvements qui permettra éventuellement de les détermi-
ner, par comparaison avec les mouvements théoriques déduits des équations du mouvement ¢
dans lesquelles les masses sont laissées sous forme de parameétres indéterminés.

4.5 Théoréme de I'énergie cinétique

Considérons le cas général d’'un systgifiecomposé de pointg, de masses:; subissant
un ensemble de forcelS(P;). En multipliant membre a membre I'équation fondamentale de
chaque point par la vitesse de ce point, et en sommant pour tous les pofits de obtient :

S" mi[(PyJR,)- V(P/R,) = Y. F(P)- V(P/R,) (1.40)

P,e(S) P,e(S)

Le membre de gauche n’est autre que la dérivée par rapport au temps de I'énergie cinétique
de(S) dansR,, tandis que celui de droite représentgiassancalansR, de toutes les forces
appliquées sufS) aux pointsp; :
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et

PHEF(P)| P e (9} R) = Y. F(P)-V(P/R,)

Pie(S)

La puissance de certaines forces peut étre nulle. Par exemple, on a vu que les forces in-
térieures a un systeme forment un torseur nul; si ce systeme est un solide, on montre que la
puissance de ces forces est nulle dans tout repére. Autre exemple : Si un systéeme est soumis .
des liaisons dites ‘sans frottement’ ou ‘idéales’, cela signifie que les forces d’interaction corres-
pondantes ont une puissance nulle (ou ne consomment pas d’énergie).

En éliminant ainsi les forces dont la puissance est nulle, il peut arriver que les forces restantes
aient une puissance dont I'expression soit la dérivée par rapport au temps d’'une fo¥igtion
dite fonction de forcesc’est-a-dire que 'on a:
dWg
F(P)-V(FP;/R,
> R =

Pe(S)
On obtient alors, par intégrationjitégrale premiére de I'énergie cinétique

T(S/R,) = Ws + h (1.42)

ou h est une constante d'intégration. La quantitd’s est appeléé@nergie potentiellee (.5),
et T(S/R,) — Ws estI'énergie totale qui est ainsi constante ; on dit que le systéme conserve
son énergie, ou que c’est ggstéme conservatif

Ce cas intervient par exemple si 'ensemble des forces de champ appliquées en chaque point
P; est le gradient e®; d’une fonctionlVg, fonction des coordonnées de ces points; en effet,
en notantr;, y; et z; les coordonnées dB dans le repére galiléeR, = Oiyjyky, On peut alors

écrire ;
oWy . OWg. 0OWg

Gxi ZO+ 8yz Jo * 8zi ]fo

F(P;) = gradp Ws =
et en déduire :
> grad,Ws -
Pe(9)

C’est donc notamment le cas des systemes de particules ou de solides sans contacts mutuels ¢
en interaction gravitationnelle. De tels systémes sont conservatifs.

dr, OP; : . . d
RaO _ Z 3stl 4 8W,5‘yl i GWSzi _ %
dt P,e(S) aZL’l (9yz 8zi dt

(1.43)

Remarque . Lintégrale de I'énergie cinétique peut aussi exister dans des mouvements relatifs
correspondant a des repéres non galiléens.

5 Mise en equations et résolution des probléemes de mécanique céleste

La Mécanique Céleste qui nous intéressera particulierement concerne les mouvements des
divers corps du systéme solaire, qu’ils soient naturels ou artificiels. Avant de mettre en équa-
tions ces mouvements, il faut définir géométriquement le systeme, en choisissant notamment les
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coordonnées, ou plus généralement les variables, qui soient les mieux adaptées. On verra que
ce choix est délicat car de lui dépend la plus ou moins grande complexité des équations. Il faut

ensuite analyser les forces en présence et les exprimer en fonction des variables choisies. No:
tons que les systémes étudiés en Mécanique Céleste sont en mouvement sous I'action presqu
exclusive de la gravitation et que les forces de liaison sont rarement impliquées.

On peut alors appliquer les théoremes généraux pour chaque partie du systeme dont on veu
étudier le mouvement en particulier, et en y distinguant bien les forces intérieures des forces
extérieures. En effet, bien que I'on sache que le systéme solaire comprend le Soleil, les grosses
planétes, les satellites de ces planétes, les petites planétes, les comeétegi’en toute rigueur,
ces corps n'étant pas des masses ponctuelles, il faille tenir compte de leur forme, la résolution
globale des équations du mouvement de I'ensemble du systeme solaire n’est pas réaliste. On es
ameneé a étudier séparément des sous-systemes simplifiés, représentant une certaine approxim
tion du systéeme réel. Par exemple, on peut décomposer le systeme solaire en considérant a pal
le Soleil et tout ou partie des grosses planetes assimilées a des masses ponctuelles, en négl
geant donc la forme des planétes et l'influence de leurs satellites ; d’'un autre cété, le systeme
des satellites d’'une planéte peut étre étudié a part, en tenant compte de I'influence du Soleil et
de la forme de la planéte sur chaque satellite, et éventuellement en négligeant les attractions
réciproques des satellites entre eux ou l'attraction qu’ils subissent de la part des autres pla-
nétes. Ce sont en fait les caractéristiques physiques des masses en présence (en particulier let
grandeur et leur répartition spatiale) qui permettent de simplifier plus ou moins les systemes en
négligeant les forces qui donneraient des effets non mesurables a un niveau de précision donné
On verra notamment que de nombreux systemes sont ainsi assimilables a des systemes de
corps subissant seulement des perturbations de la part des autres corps.

L'objet de ce cours sera ainsi de présenter des méthodes de résolution de problémes sim-
plifiés mais cependant représentatifs, a un niveau de précision donné, de mouvements réels de
satellites ou de planétes. La mise en équations de ces mouvements et leur résolution pourre
éventuellement étre faites aussi par les méthodes hamiltoniennes décrites dans la partie 2 et qu
représentent une autre fagon d’utiliser les principes fondamentaux de la mécanique générale.
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Deuxieme partie

Eléments de mécanique hamiltonienne

6 Formulation lagrangienne des équations de la mécanique

On a vu en81-4.1le principe fondamental de la mécanique newtonienne appliqué a un en-
semble de point$; de massesn; subissant chacun une fordg P;). L'équation vectorielle
m; I'(P;/R,) = F(P;) qui donne le mouvement de chacun de ces points dans un repere gali-
|éen, est équivalente a I'équation scalaire suivante :

m; I'(F;/Ra) - Wy = F(F;) - W; v W (2.1)

Le vecteurlV; doit étre un vecteuarbitraire quelconqugesi W; = § P; représente un déplace-
ment arbitraire du poink;, le produit scalaird’( ;) - 0 P; représente lgavail de la forceF'(P;)

dans ce déplacement; &/, = V" représente une vitesse arbitraire du pditle produit
scalaireF'(P;) - V' représente lauissancale la forceF'(FP;) dans ce mouvement. Le dépla-
cement deP; ainsi considéré doit étre quelconque : Ce n’est pas uniquement le déplacement
réelsubi parP; quand cette force agit pendant un temps élémendaire’est un déplacement
quelconque et arbitraire que I'on qualifie deuel, et le travail correspondant est appe&ail

virtuel de F'(P;). De méme,V;* représente unetesse virtuellest la puissance correspondante

est lapuissance virtuelleles forces.

On peut ainsi remplacer le principe fondamental de la dynamique, étendu aux systémes de
points, par le suivant appepEincipe des travaux virtuels

Pour toute partie (S) d’un systéme matériel, le travail virtuel de toutes les forces appli-
quées sur les particules P; de (S) est égal au travail virtuel des quantités d’accélérations
(mesurées dans un repere galiléen) :

Z m; I'(Pi/R,) - 6 P; = Z F(P)-6P; YV oP;

Pe(S) Pe(S) <22)

quels que soient les déplacements virtuels des particules du systeme.

Les systemes que I'on considérera en mécanique céleste sont composés d’'un nombre fini
de particules ou de solides. lls sont donc représentables par un nombre fini de parameétres. Si
un tel systeme dépend deparamétres géometriqugs,; };—1..,) indépendantson dit qu'il
posseéde: degrés de liberté [par exemple, un solide a 6 degrés de liberté lorsqu’il est libre de
se déplacer dans I'espace : 3 variables décrivent le mouvement de son centre de masse, et .
autres variables donnent le mouvement de rotation autour de son centre (angles d’Euler par
exemple)]. Les particuleB; du systéeme peuvent alors étre repérées a l'aide de pasametres
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ou coordonnées généraliséaxt un déplacement élémentaire@ese met sous la forme :

Si lesn degrés de liberté tiennent compte de liaisons existant entre les diverses parties du sys-
teme, cette expression représente un déplacemertrdjiatibleavec ces liaisons. Utéplacement
virtuel compatibleavec ces liaisons est alors donné par :

", 0P,
jz::la

ou lesdg; sont des variations virtuelles quelconques des parametres.

Ainsi, le principe des travaux virtuels s’exprime encore sous la forme :

szl (P./R.) 8P 0P,

Z Z F aq] j va%’

J=1 Pe(S) J j=1 P;e(9)

L'énergie cinétique absolue du systeme = T'(S/R,) = 5 ZPG sy mi V(P;/R,)* peut
étre aussi exprimée en fonction desvariablesy; et ¢;. En faisant la somme pour tous I€s
de la formules de cinématiqu&.14)écrite pour chaque point, on obtient :

@ oP, d (0T or
mil(P/Ry)- =t = (o) =
PL%(:S) (Fi/Ra) Jq; dt (8%) 0q;

On peut écrire aussi :

0P;
Pie(S) 4

ou les®; sont les composantes desces géneraliseegui s'appliquent sur le systeme, expri-
mées elles aussi en fonction dggsi les forces initiales dépendaient en plus des vitesses des
P;, les fonctionsd,; dependraient bien sir aussi dgs On obtient ainsi :

8T) oT

Comme cette égalité est vraie quels que soieni¢gset parce que les parametreg; sont
supposeés indépendants les uns des autres, on en déduédesations différentielles suivantes :

a §1—§Z=¢j Jg=1-n (2.4)
dt 8qj 6%

] 0q; =Y ;g v dg; (2.3)
=1



Ecrire les équations du mouvement d'une particule P de masse m repérée dans un repère galiléen Oxyz par ses coordonnées sphériques et soumise à une force centrale ne dépendant que de sa distance au point O.
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Ces équations sont Iégjuations de Lagrangdu systéemés). Elles viennent d’étre établies
dans le cas ou les paramétres sont indépendants. Si au contraire il exisédations de dé-
pendance entre cesparametresy( < n), soit {ax(q1, - - - ¢,) = 0}x=1..,,, des “déplacements”
virtuelsdg; compatibles avec ces liaisons devront satisfaire lesntraintes :

8ak
—0dq;, =0
Z aq] J

J=1

Les forces qui maintiennent ces liaisons développent un travail élémentaire exprimable sous la

forme : .
awW=33y A a“’“

k=1j5=1

ou les )\, sont des composantes (inconnues a prlorl) de ces forces. Le travail virtuel de ces
efforts de liaison est alors simplement :

=3y )\kaak
k=1j5=1

En supposant que ces efforts de liaisons n’étaient pas comptés dans legfidPoesui engen-
draient les composantés, le principe des travaux virtuels est maintenant donné par :

Sl G) o=l 50 G

j=1 j=1 k=1

0g; V oq;

Les expressions d€ et des®; utilisées dans cette équation dependentrdeariablesg;,
sans tenir compte degsrelations de liaison existant entre elles. En fait, on considere donc ces
variables comme indépendantes, et on déduit comme précédemrmdgnations de Lagrange,
dépendant cependant denultiplicateurs de Lagrangg;, :

d 8T 8T P 8ak .
e e =1 2.
dt (aq) g * Z M g, J n (2.5)

Pour pouvoir résoudre (déterminer lgset les ), il faut compléter le systéme d’équations
avec leg relations de liaison.

On obtient des équations analogues, avec multiplicateurs, lorsque les contraintes dues aux
liaisons sont directement de la forg b;;0¢; = 0 sans que lek,; soient les dérivees partielles
de fonctionsa;, par rapport ay; ; dans(2.5), lesb,; viennent alors simplement remplacer les

%. Notons encore qu’en mécanigue céleste, les systemes dynamiques sont rarement soumis :

J .. . s, y z . 11 H H ”
des liaisons physiques réelles de sorte que l'usage des équations “avec multiplicateurs” est peu
fréquent.

Dans le cas ou certaines parties du systeme ont un mouvement imposé, donné en fonc-
tion du temps, I'énergie cinétique peut dépendre explicitement du temps, c’est-a-dire qu’'on a :
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T = T(q;, ¢;, t). Cela ne modifie pas les équations de Lagrd@g® si les déplacements virtuels
compatibles avec les liaisons correspondant au paramétrage du systéme santifiaitsntz,
c'est-a-dire en considérait = 0. Sinon, il faut considérer comme ungn + 1) variable
notéeq, .1 et, en plus des équations de Lagrand@.4), on écrit I'équation analogue corres-
pondant & = n + 1; il convient toutefois d’associerg, ;1 une vitesse,,,; €gale a 1, mais on
ne remplace, ., part etqg,,, par 1 qu’a la fin des calculs.

Dans le cas, fréquent en mécanique céleste, ou les forces agissant sur le 6§$téénieent
d’un potentielU, c’'est-a-dire qu'il existd/ tel que :
aU= Y F(PR)-dP,

PIE(S)

On dit encore que le travail élémentaire des forces est la différentielle totale d’une fokiction
fonction des pointg’,. En exprimantU en fonction deg;, on a par ailleurs :

=1 Y4 Pie(S) j=1

de sorte qu’on identifie :

o, -
8qj
Ennotant = T + U , les équations du mouvement se mettent alors sous la forme d’Euler-
Lagrange :
d (0L OL 0 1
P - - — — ceen
at \g,) ~ oq, (2:6)

L est lelagrangiendu systéme dynamique. Ces équations s’étendent aussi au tast bude-
pendent explicitement du temps, de sorte qu’un lagrangien est généralement considéré comme
fonction de2n + 1 variables :L. = L(q1, -+, qn, 1, - * - , 4n, t). Un systéme dynamique vérifiant

les équation$2.6) s’appelle ausssystéme lagrangien

Remarque . Les équations d’Euler-Lagrange sont I'expression d’'une propriété d’extrémum que
I'on retrouve sous divers noms : principe de moindre action en mécanique, théoreme de Fermat
en optique, théoreme d’Euler en mathématiques. On démontre en effet en mathématiques le
résultat suivant :

Soit F'(x,y, z) une fonction continue de 3 variables réelleg, et z, dont les dérivées par-
tielles sont continues jusqu’a I'ordre 2 au moins. Considérons alors gpetarfixés, I'intégrale

suivante :
I()—/wa ()iy d
F?J—x:a x7yx7dx X

Cette intégrale prend des valeurs diverses suivant la fongfionque I'on met dang”. Pour
I'ensemble des fonctiongx) qui prennent la méme valeur en= a et enz = b et qui different
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entrea etb, I'intégrale I»(y) est extrémale gj(x) vérifie 'équation d’Euler :
A (0P _0F
dz \ Oy’ oy

ou I'on a notéy’ = dy/dx.

Ce résultat se généralise d'ailleurs au cadoést fonction den + 1 variables :F'(z, 1,
21, Yn, Zn), POUr lesquelles l'intégrale

r=b

]F(yla"'7yn) :/a: F(x,yl(x),yll(x),,yn(x)7y;(x)) dx

=a

2 i : .d (OF oF _
est extrémale si, pour touton a Tr <8y§) ~ Oy = 0

Ainsi, dans le cas des equations de Lagrange, la trajectoire décrite par le systeme matériel
entre les instants, ett;, correspond a un extrémum de l'intégrale :

t1

[:/t L(taQIaQ17"'7Qn7Qn)dt
0

La quantité] est l'action (dimensionM L?>T~1); si les instantg, ett; sont trés voisins, I'ex-

trémum est en fait un minimum et I'on dit que les systemes lagrangiens vérifigtihdépe de

moindre action.

7 Formulation hamiltonienne des équations de la mécanique

Dans un systéme dynamique de lagrandiéq, - - -, ¢., ¢1, - - , 4n, t) , ON peut encore trans-
former les équations d’Euler-Lagrange pour aboutir a un systeme d’équations mis sous une
forme ditecanoniquegu’on appelle2quations d’Hamilton

Pour cela, a chacune des variables de position associe uneariable conjuguég; définie

par la relation :
oL

~ 0,

Di i=1---n (2.7)

Sig; ala dimension d’'une longueuyr,a la dimension d’'une quantité de mouvemewt(7 ') ;
si ¢; est une variable angulaire (sans dimensign)a la dimension d’'un moment cinétique
(M L?>T~1) et on parle dans ce cas d®ment conjugudeq;. Lesn équations différentielles du
second ordre d’Euler-Lagrang2.6) se dédoublent alors &m équations du premier ordre :

(2.8)

dg;

i solution de (2.7)
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On peut en effet interpréter les équatid@s/) commen relations entre leg; et lesg; (ces
relations sont d’ailleurs généralement linéairesicar T+ U est généralement, comrfig une
forme quadratique des variables de vitesse). Pour pouvoir inverser le sy&t&ini suffit que

2
le déterminant des dérivées secongg%% soit non nul.
7 J

En fait, on se sert de cette inversion pour exprimer en fonctiongdedesp; et det, la
quantiteH définie par :

H:sz%—L(Q17>CImC]17,(]n,t) (29)
et ainsi transformée el = H(q1, -, Gn, P15+, Pn, t) ; par différentiation, on a alors :
aH
dH = Z dqz + Z + 5 (2.10)

Par ailleurs, en différentiant I'expressi@h9), on obtient aussi :
oL oL ) oL

—dg; — — —dt
dq; I 04

dH:Z <Qidpi+piin_ ot

=1
Les termes edg; s’éliminent, d’apreg2.7), et ensuite, par comparaison ay2cl0), on obtient
les équations :
OH ' oL OoH ' oH 0L
ﬁpi 7 (9qz- N (9qz- ’ ot N ot

i =

soit encore, d’apré.8): dp% - _%f

On a donc finalement, a la place degquations du second ordre que sont les équations de

Lagrange2n équations du premier ordre appelé&sgiations canoniquesu équations d’Ha-
milton :

o o, ; u —0(]' pour 1=1---n (2.11)
ou H(q,*+,Gn,p1," -, Pn,t) €st la fonction d’Hamilton othamiltoniendu systeme dyna-

mique. Un systeme dynamique régit par de telles équations (antisymétriques) est aussi appelé
systeme hamiltonien
Dans le cas desystemes conservatjfthamiltonien ne dépend pas du temps explicitement

et représente I'énergie totale du systeme. En effé%.%i: 0, la dérivée totaléld—];[ seréduita:

dt = \0q dt ' Op; dt

et cette quantité est nulle d’apr@s11); doncH est constant.


Déterminer les variables conjuguées des coordonnées sphériques, puis l'hamiltonien et les équations d'Hamilton d'une particule P de masse m repérée en coordonnées sphériques dans Oxyz galiléen et subissant une force centrale ne dépendant que de sa distance au point O.
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Par ailleurs, aveé¢ = T + U ouU ne dépend que des variablgsles conjuguées; valent

g({; gT Or I'énergie cinétiqud” étant une forme quadratique des variables de vitgssa

a, d'apres le théoreme d’Euler sur les formes homogeﬁgs%qi = 27T. On en déduit :

H—Zm%—L—Zg%—T—U—T—U

On reconnait I'expressiadi.42)du théoréme de I'énergie cinétique, avéceprésentant I'éner-
gie totale du systéme etU son énergie potentielle.

Dans le cas le plus général on peut décompaésen L = L, + Ly + Lo OU Loy, Ly €t Lg
sont respectivement des fonctions homogéenes de degrés 2, 1 et 0 par rapport a I'ensemble de
variablesj;. En appliquant de nouveau le théoreme d’Euler, on a apr%qi = kL* pour
k = 0a 2, de sorte qué& peut se calculer ainsi :

H= Z L2+L1)' i—Ly— Ly — Ly =Ly — Ly

Exemple : Equations canoniques du mouvement d’'un pdtndle massen, mobile dans un
plan fixe et attiré suivant la loi de Newton par un centre éix@probléme de Kepler). On repere
P par des coordonnées polaireg)j de poleO. La force d’attraction est proportionnelle & une
constanteu et vaut :—myu/r® OP. Elle dérive de la fonctio/ = myu/r. L'énergie cinétique

de P estT = %m(v‘n2 + r292), et son énergie potentielle est/. On en déduit le lagrangien
L =T + U etI'hamiltonien :

1 .
H=T-U=-m +r2" - &
2 r

Les variables conjuguées et py sont alors :

Pr="r = or ~ Po="56 ~
d'ot lon tire ;7 = P etd = m—iQ puis :

1 2
e () -
2m r r

On a enfin les équations canoniques du mouvement :

r _ 0H _ b dp. _ _OH _ Py _ mu
dt apT dt 87“ mrg 7n2
d9 _ 0H _ po dpy _ _0H _
dt 8p9 mr2 dt 86

On remarque que la derniére équation dopneonstant (entrainantr20 = p, = constante,
loi des aires). C’est en fait la non-présence explicite de la varialdans I’hamiltonien qui
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induit cette intégrale premiére. Ainsi, lorsqu’'un hamiltonien ne dépend pas explicitement de
certaines variables, I'intégration des équations d’Hamilton relatives a leurs variables conjuguées
devient immédiate. A la limite, si un hamiltonigih ne dépend explicitement que de la moitié

des variables, le systéeme est completement intégrable, les variables préseni¢ £timsdes
constantes et leurs conjuguées étant des fonctions linéairesLtetérét de la formulation
canonique des équations de la mécanique vient de ce qu'’il existe des régles pour changer de
variables de telle sorte que les équations exprimées dans les nouvelles variables s’expriment
avec un nouvel hamiltonien en conservant la forme canonique ; un tel changement de variables
est appeléransformations canoniquesi le systeme est intégrable, on peut en outre faire en
sorte que la moitié des variables n'apparaissent plus explicitement dans le nouvel hamiltonien.
La méthode des transformations canoniques est donc trés intéressante pour la résolution de:
équations différentielles de la mécanique, d’autant plus que cette méthode peut étre ensuite
prolongée pour traiter les perturbations de systémes intégrables.

8 Transformations canoniques

Considérons un systeme hamiltonien représenté par un jeu de variables can@rigues; ...,
et un hamiltoniert (¢;, p;, t). Cela revient donc a dire que lgset lesp; vérifient les équations

canoniques :
OH 0OH
I = : ); = — our 1=1--n 2.12
6= p 0. P (2.12)
Supposons donné le changement de variables suivant, entre les anciennes \@fiables
et les nouvellesz;, y;), explicité par2n fonctionsf; etg; :

G = fi(x1, Ty Y1, Yns t)
Pi = (T, T, Y1, Yny 1)
On suppose aussi que c&s équations peuvent s’inverser pour donner(lesy;) en fonction
des(q:, pi)-

On recherche a quelles conditions ce changement de variables est canonique, c’est-a-dire
conduit aussi a des équations canoniques en variables) :
OH' ' . oH
Oy ’ = oz,

ou H’ est le nouvel hamiltonien (éventuellement différenttle On peut évalueg; etp; a partir
de(2.13) et identifier le résultat aux expressidasl?2):

(2.13)

& = (i=1,-n) (2.14)

dfz < <afz . Of: . ) ofi OH
G = p Hig ) 9 2.15
2\ 02, "9y, ") "o T o, (2.15)
dgz - (agz . 891; . ) dg; oH
R N . 2.16
P ay,") T ot T g, (2.16)
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Or, a l'aide de(2.13), on peut évaluef{ en fonction desz;, y;,t); soit H*(z;, y;,t) cette
expression déf :
En désignant pat 'une des variables,, - - -, x,, v, - -, y, ON peut évalue%%* :

8H* " (OH Op; aHan- & (OHdg;  OH Of;
Z <8pl Jda  0Og; 804) _Z <8pi Oa + 0q; O

Cette expression indique quelle combinaison Ilnealre%@set q: il faut faire, en utilisant

leurs expression&.15)et(2.16), pour calcule% en fonction deg;; ety; ; on obtient :
OH" <8fi dg;  Of; 891‘) .
T+

M=

da e Orj 0o Oa Ox;
0fi 0g;  0Ofi 0gi \ .
(f g Of g)yj+

— \Oy; 0o Oa Oy,
(fiagi afz’agi>

\gE
M- I

(2.17)

Jj=11

INgE

ot dav  Oa Ot

1

7

On appellecrochet de Lagrangéu, v| de la transformation définie par l¢set g; I'expres-

sion : o0 00
R i09i  0Ji0yi
[u’v]_;<0u dv  Ov E)u)
onaainsi:
OH* n , '
S = 2 (el @5 + [y, 0] g5) + [t o] (2.18)

j=1
On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 1.Le changement de variables défini par les fonctions (f;, g;) est canonique
si et seulement si les propriétés suivantes sont réunies, pour tout j et pour tout k :

= [zj,u] = 0 = { L :i s (symbole de Kronecker)

- ['Tja x) =0

~ [yj,ux] =0 )

— Il existe F*(x;,y;,t) tel que [t,a] = %F pour tout « pris dans I’ensemble des variables
(xh yz)

Le nouvel hamiltonien est alors : H'(z;,y;,t) = H* — F*

Remarque . Si le changement de variables ne dépend pas explicitementatea %J;Z =
%gt" = 0 pour tout:; les crochetst, z;] et [t, y;] sont alors nuls quel que sagijtet I'on peut
prendref™ = 0. Dans ce cas, I'hamiltonien conserve sa valeldf = H* = H
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Exemple : On pourra vérifier que les changements de variables suivants sont canoniques et
conservent la valeur de I’hamiltonien :

qi = \/2x; COS Y;
L. Di = /2x; siny;

q1 = \/xl/wl Cos Y1 + \/a:Q/ng COS Y2 ou wq et wy sont deux constantes

9 ] 2= — /@1 /w1 cos Y1 + (/T2 /wa cOS Yo
P1 = /T1w1sinYy; + /Tawy Sin Yo
P2 = —y/T1wisiny; + \/Taws Sin Yo
Dans le cas général ou le changement de variables dépend du temps, il reste cependant a trouve

la fonction F'*. Le théoreme suivant, qui donne une autre condition nécessaire et suffisante de
canonicité d’'un changement de variables, peut aider a trouver cette fonction.

Théoréme 2.Pour qu’une transformation (q;, p;) — (x;,y;) soit canonique, il faut et il
suffit qu’il existe F' tel que la forme différentielle :

> (pyda; — yj dy) + Fdt (2.19)
j=1
soit une différentielle totale, eton a alors : ' = H — H* = —F*

En effet, en supposant que ce soit une différentielle totale, montrons que les conditions de
canonicité du théoreme 1 sont satisfaites. Pour cela, exprimons d’abord la forme différentielle
(2.19)en fonction des nouvelles variables (a I'aide(del 3) et identifions-la & la différentielle
totale d’une fonctiorG(z;, y;, t) :

= (35 (Lan Do)+ Do) - S
; —dz, + =—=d + —==dt | — dxy + F dt = dG
Jz:,: gj <kz=:1 <8wk k E Yk ot kz::l Yk AT

Comme on a aussi :

dG = kz: (gaidxk + gyidyk> + %(jdt
on obtient, en identifiant les coefficients de,, dedy, et dedt :
JZ: gjgi — Yk = gi (2.20)
]Zn:l gjggz = g; (2.21)
Xn: gj%? +F = %Cj (2.22)


En appliquant le théorème 1, montrer que les 2 changements de variables ci-dessous sont canoniques
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En dérivant(2.20)par rapport &, et(2.21)par rapport &, puis en effectuant la différence
membre a membre, on obtient :

S (0wl Ph Ny (0w0h PL ) PG
Oy, Oxy, 9 Oy Oy, Oz, Oy 9i OxyOyr ) Oypdxy,  OxpOyp,

J=1

Si les fonctionsf; et G sont continues et a dérivées partielles continues, il reste :
[2e, y] —1=0

De méme, si I'on dérivé2.20) par rapport a; (pour: £ k), et si 'on dérive par rapport a
xy, I'équation(2.21)écrite en remplacarit par:, on obtient :
i 89]8]”] ‘ O*f; - %8fj+ >f\ | G B 0*G
dy; 0z Y Oy Oz dy; 01 dy; ) Dydry,  Dxydy

7j=1
soit : [zx, y;] =0
On trouverait de la méme faconuy, x;] = 0 et [y, v;] =0

Enfin, en soustrayant membre a membre la dérivée partiell2.de)[resp.(2.21) par rap-
port at, et la dérivée dé2.22)par rapport a;. [resp.y,], on obtient :

o

oF
t,xp] + 5— =0 (resp. [t, yx] + I

8xk

D’aprés lethéoreme Lceci montre que le changement de variables est canonique et que si
I’'hamiltonien du systéme dans les anciennes variable&/ eBhamiltonien pour les nouvelles
variables est{’ = H* + F (la fonction F* du théoréme 1 est donc ici égale-&"); donc,
la fonction F' qui apparait dans la forme différentiell2.19) représente la différence entre le
nouveau et 'ancien hamiltonien :

F=H -H" ou F=H-H (2.23)

Inversement, si le changement de variables est canonique, la forme différgatieipest
une différentielle totale. Ceci résulte simplement du fait que dans un systéme hamiltonien, la
forme différentielle}"? , p;dg; — Hdt est déja une différentielle totale lorsque lg®t lesp;
sont solutions des équations d’Hamilton ; on sait en effet qu’une forme différentielédx;

est une différentielle totale si et seulemen%g% = % guels que soient et k. Or on a

Ip; . dp;
% = 0 car les variableg; et g, sont indépendantes, % = Cﬁ - ?TH pour touti carp;,

étant solution des équations, ne dépend quelde la méme fagon, en supposant le changement
canoniquey"; y;dx; — H'dt est aussi une différentielle totale lorsque le®t lesy; vérifient

les équations d’Hamilton avec I'hamiltonigff. On en déduit donc que la forme différentielle
(2.19)ou F' = H' — H est également une différentielle totale.
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Remarque . Le fait que); p;dq; — Hdt soit une différentielle totale peut aussi découler de la
définition de l'action dI = Ldt, puisque d’apre§?.9), on a aussi }, p;dq; — Hdt = Ldt.

Du théoreme 2on déduit encore 4 conditions équivalentes pour qu’un changement de va-
riables soit canonique :

B S (pyday — yyday) + (H' — H)dt = dG, (2.24)
> (pyda; +xjdyy) + (H' — H)dt = dGy (2.25)
Z;l:l (—qjdp; — y;dx;) + (H' — H) dt = dG3 (2.26)
> (—aydp; + wjdy;) + (H' — H) dt = dGy (2.27)

ou les seconds membres sont les différentielles totales de fonctions différentesGiptiees
G,4. Larelation(2.24)n’est autre que la condition nécessaire et suffiséhted) On en déduit
immédiatement les suivantes, par exenf@le5) simplement en écrivant :

soit

1

@ Ainsi, G, représentér; + >, z;y;. On procederait de méme pour obteir26)et (2.27)

Exemple 1: Si A = (a;;) est une matrice carrée de rangonstante et unitaire (son inverse
A~! est égale a sa transposé®, le changement de variables suivant est canonique :

n n
4 = Z Qi X ; bi = Z QijY;
j=1 j=1

En effet, notantP, ), X etY les matrices colonnes des ¢;, z; ety;, ona: Q) = AX et

P = AY,dou: P'Q = Y'A'AX = Y'X, c'est-a-dire 3°; pig; — > zy; = 0. Le méme

calcul effectué avec des matricé® = (dg;) etdX = (dz;) aboutirait aP'dQ = Y'dX,
c’'est-a-dire :3_;(p;dg; — x;dy;) = 0 Cette valeur nulle est un cas particulier de différentielle
totale, montrant que le changement de variables est canonique. Etant indépendant du temps, ¢
changement de variables ne modifie pas la valeur de I'hamiltonien.

Exemple 2 : Etant données trois variablés ¢, h) et leurs conjuguéed., G, H), on voudrait
quex, = L,z, = L — G etz = G — H soient des nouvelles variables ; comment déterminer
(y1,y2, y3) pour que ces variables soient canoniquement les conjuguées, de, =3) ?

Pour que ce changement de variables soit canonique, faisons en sdi@e2@lisoit vérifié :
—ldL — gdG — hdH — y1dxy — yodxs — y3das =0
c’est-a-dire

ldL + gdG + hdH + y1dL + yo(dL — dG) + y3(dG — dH) = 0


Calculer la fonction G_1 ou G_2 pour les 2 changements de variables canoniques de l'exercice de la page 73

Montrer de même que si A est une matrice carrée inversible, d'inverse notée B, le changement de variables (X,Y)-->(Q,P) défini par Q=AX et P=(tB)Y est canonique (tB désigne la transposée de B). 
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En identifiant & zéro les coefficients dé, dG etdH, on en déduit :

l4+y1+1,=0 yi=—(+g+h)
g—vy2+ys =0 — vp=I1+yg (2.28)
h—y3=0 Y3 =

Donc, la transformatiortl, g, h, L,G,H) — (L,L — G,G — H,—l — g — h,g + h,h) est
canonique

9 Fonctions génératrices de transformations canoniques

Si I'on se donne un changement de variables sous la formerdedations(2.13) on peut
savoir s’il est canonique en calculant les crochets de Lagrange de cette transforthatioin(e
1). Cependant, s'il est facile de vérifier que les crochetsy,|, [x;, x| et[y;, x| ont les valeurs
nécessaires a la canonicité, il faut encore qustles] et [t, y;] soient les dérivées partielles
d’'une fonctionF™ a déterminer et qui représente la fagcon dont sera modifié I'hamiltonien par
ce changement de variables. Il est donc difficile de prévoir quelle sera cette modification au
moment ou I'on se fixe les fonctiorfset g;. Pour que cette modification aille dans le sens d’une
simplification, il est préférable de rechercher quelles sont les foncfiostsy; qui aboutissent
a une simplification de I'hamiltonien voulue a I'avance. On peut arriver a ce résultat par la
considération des fonctions génératrices, qui résultent en fdficcréme Zur la canonicité
d’'un changement de variables.

En effet, pour qu’un changement de variables soit canonique, d’aprés les conditibhis
(2.27), il suffit par exemple que I'on ait :

Z;;l (pjdq; — yjdz;) + (H' — H) dt = dG,

ou bien .
Zj:l (p]dqj -+ xjdyj) —+ (Hl — H) dt = dG2 (229)

ou encore les relations analogues a#gmu G,4. Dans le premier cag;y; doit étre considérée
comme fonction de I'ensemble des variables z;,t), tandis queG, doit s'identifier a une
fonction de I'ensemble dgg;, y;,t). Les fonctions&,, G, G5 et G4 sont des fonctions a de-
terminer, appelée®nctions génératricede la transformation canonique, c’est-a-dire qu’elles
permettent d’établir le lien entre les anciennes et les nouvelles variables, en fonction de la mo-
dification H' — H que I'on souhaite apporter a I’hamiltonien. Prenons le cas de la fonction
G>(q5,y;,t); on a bien sar aussi, pour une telle fonction :

n 8G2 8G2 aGQ
G2 izg . ( aqi q + 8% y) + ot ( 30)

de sorte qu’en comparant avgc29) on obtient le2n + 1 équations :

. =1 2.31
90, pour i n (2.31)
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x; v, pour i=1---n (2.32)

0G2(qj,y;,t
I suffit donc de trouver la fonctiot»(q;, y;, t) verifiant 'équation aux dérivées partielles

suivantes :

aGQ(Qja Yjs t) aGQ(ij Yis t) t) _ 8G2<Qj7 Yj, t)
dy; 0q; ’ ot

Ensuite, le22n équationg2.31) et (2.32) donnent les relations de passage entre anciennes et
nouvelles variables : Comme c2s équations dépendent dés variables(q;, p;, z;, y;) et du
temps, elles permettent, en principe, d’exprifwerariables en fonction des: autres variables

et du temps; ainsi la fonctiofd, qui définit ces relations mérite bien le nom de fonction généra-
trice du changement de variables. L'équati@r84)montre en outre que I’lhamiltonien conserve
sa valeur sG> ne dépend pas explicitement de

(2.34)

H,( 7%,75) _H<QZ7

Exemplesde fonctions génératrices :

1. La fonctionGs = >, ¢;; engendre la transformation identique puisqu’on a:

oG oG
b= 22—y, : T, = —2 =g : H =H quel que soit H
8qi 8%

2. La fonctionG, = Y, ¢;x; inverse le role des variables et de leur conjuguées puisqu’on a :

o 9G,
p’L - aqz - 7 9 yl - axl

Notons cependant le changement de signe pouy; les

qi

9.1 Résolution par la méthode d’Hamilton-Jacobi

Cette méthode propose de résoudre (si c’est possible) I'équatidf) dans le cas ou I'on
souhaite que le nouvel hamiltoniéff soitnul. La fonction génératricér, doit donc satisfaire
I’équation dite dHamilton-Jacobt

0G, 0G,

g2 772 2.
aqi’tH 5 0 (2.35)

H(QM
ou G, doit dépendre de§y;, y;,t). Mais, comme on suppogé’(z;,y;,t) = 0, les nouvelles
variables, solutions des équations d’Hamilton :

_ ol _
0y,

OH'

J

Zj
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sont des constantes :

T = et y; =B pour j=1---n (2.36)

Avec ces nouvelles “variables’; ety;, sil'on peut trouver une fonctio&; qui soit solution
de(2.35) le probleme de l'intégration des équations canoniques est donc complétement résolu,
et le retour aux anciennes variables peut se faire graceraaguations :

Di = la%(qﬁyﬁﬂ (2.37)
04; y;=0;
T = lan(q],yJ,t)} = q (2.38)
ayi Y =0;

Comme on doit obtenir finalemep} = 3; = constante, on voit qu'’il suffit de trouver une
solutionG, qui dépende de constantes d’intégration arbitrairgs lesquelles serontidentifiées
aux valeurs constantes des variablesEn écrivant

G2 GQ(QJ»ﬁ]? ) (239)
il faut cependant verifier qu'avec cette identification, les variablesalculées a partir des
: oG .
relationse; = 552 sont aussi des constantes. Oron a:
J @E
dl‘j d aGQ 62G2 . 82G2
b — = 2.40
a di (a@) 2 <aqkaﬁj q’“) B3, (2.40)

Mais comme; est solution dé€2.35) on a aussi :

2
0°Gy 0 0G, 9, (H(ql-,%iz,t)>

)

otop; 0B ot 0B

Or, d’aprés(2.39), on doit considérer le§; comme indépendants deset et det, et donc seul
G, dépend deg; :

0*Gy —Z 0H 0 <6G2>
ataﬁj F g <8G2> 86]‘ dqy,
oqy
0H 0°G, )
= — —_— = d’apres (2.37
;(apk 9B3;0qx prés ( )

= - Z <Qk GACE ) puisque  Gx = on
85]861 Opi

Le report de cette derniére valeur ﬁ dans(2.40)conduit addt = 0 (cqgfd).
J
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Remarque . Aucune des constantes ne doit étre additive. En effet, §¥, est solution de
(2.35) G, + 1 I'est aussi sif; est une constante additive ; mais alors, la relaib8) cor-

respondante r; = % = 1 = ay ne constitue pas une équation reliant les anciennes

. 1 . . Ve . . . ’ .
variables aux nouvelles; il manquerait donc une équation pour pouvoir inverser les équations
(2.38)en vue d’exprimer leg; en fonction desy;, desg; et du temps.

Exemple : Considérons le probléme intégrable de I'oscillateur harmonique (attraction d’'un
point par un centre fixe, proportionnellement a sa distance). Simplifions encore en supposant le
mouvement rectiligne. On a donc pour ce point une seule variable de posijti@ongation).
Son énergie cinétique e$t = %qu et son énergie potentielle est/ = %kqQ (la force vaut
grad U = —kq). La variable conjuguée dgestp = %—5 = mgq, et I'hamiltonienH =T — U

. 1,2 1 2
vaut:H = 5-p° + 5kq

La méthode d’Hamilton-Jacobi consiste a trouvgs(q, 3,t) tel que, pour des nouvelles

variablesr, y, le nouvel hamiltonien soit nul et que I'on ait donc :

a6,
= 2
= % = o = constante : = 3 = constante
g 8ﬁ g prn ) y = g
0Gy 0Gy
H t =

Cette derniére équation vaut ici :
1 (0G,\° 1 0G,
— “ka* 1+ == =0
2m ( dq ) * 2 ¢+ ot
En recherchant une solution de la form&y: = F(q, 3) + Fx(t,3), on obtient :

1 (0F\ 1,  OF
2m<8q>+2kq__8t

I suffit d’'identifier les deux membres de cette équation a une valeur communehotée

OB —p — Fy = —t

2
Q}H(%f;’) + Sk =5 = Fi==%[/m20—ke)dg
c’'est-a-dire G, = —(t + [ /m(25 — kq?) dq

oG

7 . d
Onendéduitzr =a=52=—-t+ maq
op \/m(

20 — kq?)

i\/g(t +a) = arcsin(\/k/Tﬁ(J)

,d’'oul'on tire :
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B [E
q—:t\/;bln\/;(t—i-a)

a et 5 sont ainsi les 2 constantes arbitraires qui doivent nécessairement apparaitre dans la
solution générale. On vérifie ensuite que :

p= 619622 = i\/m(25 — kq?) = ﬂ:\/Qmﬁ Cos \/E(t + )

est bien égal ang. Le signe+ doit étre choisi suivant les conditions initiales, par exemple
suivant le signe de la vitesse (ou signepia l'instantt = —a.

soit :

Remarque . Dans cet exemple} représente I'énergie totale du systeme car on a en fait :

H = _9Gy _ (; ceci montre que I'on aurait aussi pu rechercher des variables canoniques
(z,y) ne modifiant pas la valeur de I'hamiltoniéd’(z,y) = H(q,p)) ettel queH'(z,y) = y.

!/
On vérifie bien que est constant car alogs= —%—Z = 0 et 'on peut prendrgg = 5. On aura

/
alors aussi & = % =1, soitz = t — ty. Pour obtenir un tel hamiltonien, il suffit de trouver

la fonction génératric&’ indépendante detelle que :

oG oG
H'(x,y) — H(q,p) =0 avec :L’:a—y et pza—q
L _\- . 7 rr y £ . _ L @ 2 B l 9 _ e ) 3 .
c’est-a-dire vérifiant I'équation y om \ ¢ 5kq” = 0. On retrouve I'équation écrite

ci-dessus pouf;, avecy = (3.

Cette méthode, qui consiste ainsi a rechercher un jeu de variables dont I'une est égale au
nouvel hamiltonien, convient aux systémes conservatifs ; notons que la variable conjuguée de
cette variable s’identifie au temps.

Le probleme de Kepler énoncé en exemplefanlau paragraphe geut aussi étre résolu par
la méthode d’Hamilton-Jacobi, mais nous reportons cette résoluti9g-é8.2 aprés avoir étu-
dié ce probleme par la méthode vectorielle fournie par les théoremes généraux de la mécanique.
Ainsi, il sera plus facile d’interpréter les constantes données par la méthode d’Hamilton-Jacobi,
en fonction des propriétés géométriques et cinématiques du mouvement képlérien obtenues pal
la méthode vectorielle.

9.2 Application a la méthode des variations des constantes arbitraires

Si I'on trouve une fonctiorts telle que, pour” donné, on ait

S (pidg; + idy;) + Fdt = dG

)
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le changement de variables engendré@aist canonique, et s'il est appliqué a un systeme dont
I’'hnamiltonien initial estH (q;, p;, t), le nouvel hamiltonien, exprimé en variables, y;), vaut :

H =H+F = H+(2TC§. Ainsi, étant donné un hamiltonidiy, (¢;, p;, t), Si on trouveG(g;, 5;, t)
solution de I'équation d’Hamilton-Jacobi :

oG oG

Holgq;, — — =0 2.41
o4 50+ (2.41)
alors le nouvel hamiltonien esti’ = H, + QO% = 0 et les nouvelles variables, définies par

= 0G 4
T, = oy = a5 ety, = [;, sont constantes.

SiI'on applique ce changement de variables a un systeme dont I’hamiltonien initfal-est

Hy+ Hy, le nouvel hamiltonien est alordt’ = H + %Cg soitd’'aprég2.41): H' = Hy+ H, +

(—Hy) = H,. Les variables canoniqués;, 3;) qui étaient constantes poét’ = 0, vérifient
maintenant :

OH! . o
R e ™

ou H; = H, (c'est-a-direH; exprimé en fonction des nouvelles variables). La méthode des
variations des constantes arbitraires consiste ainsi a résoudre d’abord le probleme simplifié et
intégrable représenté pAl, dont la solution générale dépendieconstantes arbitraires, puis

a dire que ces constantes varient suivant les équafion8) en fonction du terme supplémen-
taire H, que I'on ajoute &,.

(2.42)

di:

Plus généralement, &l est solution d’'une équation de la forrf#34)écrite ici : H) — Hy =

%, en appliquant le changement de variables engendré&/pamun systeme d’hamiltonien

H = Hy + Hy, le nouvel hamiltonien serH’ = H + % = Hy+ H, + H), — H, C’est-a-dire :
H' = H|+ Hj ou H; = H, exprimé en fonction des nouvelles variables v;). Ces variables

/ !
vérifiaient initialement:; = %ZIO ety; = %HO elles satisfont maintenant :
b O(Hy + Hy) ot b = _8(H()+H{)
‘ 8yz ‘ 8[@

On mettra a profit ce résultat &b-21.3pour exprimer les équations d’'un mouvement in-
tégrable perturbé : Les constantes du mouvement intégrable deviennent des variables dont les
variations dépendent directement de la perturbation qu’'on a appliqué au systéme intégrable.
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Troisieme partie

Le probleme des 2 corps

10 Reéduction a un probléme de 1 corps

Le probleme des 2 corps consiste en I'étude du mouvement de 2 particules maté&kielles
et P,, de masses; et m,, en interaction gravitationnelle suivant la loi de Newton. Dans un
repéere galiléer?,, la quantité d’accélération de chaque point est alors donnée par le principe
fondamental de la dynamique :

mi (P R,) = —K m;Z”Q PyP; oU 1 =|P, Py

mims

mol (Py/R,) = — K 3 P, P,

(3.1)

ou K représente la constante de la gravitation universelle.

Chaque particule étant repérée datyspar 3 coordonnées indépendantes, le probléme des
2 corps a 6 degrés de liberté; les équations différenti¢liely étant du second ordre, c’est
un probleme d’ordre 12 qui nécessite donc pour sa résolution, lI'introduction de 12 constantes
d’intégration arbitraires. 6 de ces constantes définissent le mouvement diGpaantre de
masses des 2 particules. Le systeme étant supposédsdigrit une droite d’'un mouvement
uniforme. En effet,on a:

mlf(Pl/Ra) + mQF(PQ/Ra) =0
= (my+mo)['(G/R,)

d'ou: G = Gy + Vut. Il apparait bien 3 constantes arbitraires pour repérer le poinGlixet

3 autres pour représenter le vecteur const@ntAinsi, le repéreR; d’origine GG en translation
rectiligne et uniforme par rapportia, est lui-méme un repere galiléen. On peut donc écrire les
équations du mouvement d& et de P, dansRs, mais il suffit de résoudre celles relative®a

par exemple, puisque le mouvementes’en déduira par homothétie ; par définition@en

a en effet :GP, = —% GP;. Donc, on est ramené a la résolution d’'un probléme de 1 corps,
défini par I'équation :

d%g GP1 mi1me
— _—— =-K Py P
my a2 3 2171
dont on déduit, ave®, P; = %QT”QGPJ ;
dt2 (ml +m2)2 ’GP]P '

Le mouvement absolde P, est donc un mouvementaccélération centralede centre fixe
G, et cette accélération est inversement proportionnelle au carré de sa disares eompa-
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rant aveq1.36) on voit que le second membre (f2) est analogue a un champ de gravitation,
3

L . N . Z o m
en assimilant le point attractif & une particule matérielle de mas(—se+2—>2.
™A mo

On peut aussi étudier le mouvement@edans un repére en translation non uniforme d’ori-
gine P, : C'est lemouvement relatifle P, autour deP,, donné par les variations dans le temps
du vecteurP, P, que I'on peut tirer d¢3.1):

d P2 P,
dt?
On a de nouveau un champ de gravitation, mais il correspond maintenant & uneimasse
ms) qui serait placée au centre attraddif. D’ailleurs, les mouvements absolus et relatifs sont
semblables puisqu’on passe de 'un a I'autre par une translation d’origine et une homothétie :
m

GP1:72 PQP]
mi + me

my1 + Mo

:F(Pl/Ra)_F(P2/Ra):_KTPQPI (3.3)

Pour obtenir I'un ou l'autre de ces mouvements, il nous suffit donc d’étudier le probléme
général défini par I'équation :
d*OP opP
az ~ MoPP
ou O est uncentre fixequi attire un point? par I'intermédiaire du champ de gravitation “émis”
parO avec une constante d'attractiprpositive Le rapporti- est lamasse réduiteu pointO.
Ce probléme est encore appplébléme de Kepleou probleme képlérien

11 Le probleme de Kepler et le mouvement képlérien

Notonsr le rayon vecteurOP etr la distancg OP|. Le probléeme de Kepler est défini pour
toutr non nul par I'équation différentielle vectorielle :

. 7 0 <u>
=L =" (C >0 3.4
7 37=5,.\5 avec 1 (3.4)
L’opérateur%, représentant le gradient én est appliqué au potentiel de gravitation dd a la

masse réduite du poiid2. Dans toute la suite, on note= r « ou « est unitaire ; I'expression
cinématique des vecteurs vitesse et accélératian est alors :

r=ru+ru et r=ru+2ru+ri (3.5a)
On utilisera aussi les propriétés suivantes :
u-4=0 et u-i=—i (3.50)
obtenues par dérivations successives de = 1.

Le mouvement képlérien est la solution générale de I'équdtiof). Elle dépend de 6
constantes arbitraires scalaires dont 5 sont fournies par des intégrales premiéeres.
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11.1 Intégrales premieres du mouvement képlérien

Tout d’abord, puisque le champ de gravitation dérive d’un potentiel, I'intégrale premiére de
I'énergie cinétique existe et introduit une constante

. .._2 M - dl-Q_:“)_
g (r 8r(r>>_0 = dt(2m r =0

L.
§|7°| -

K

=h constante scalaire (3.6)
r

h représente ce qu’on peut appelé@riergie totalade P (par abus de langage puisque la masse
de P n’est pas en facteur du carré de sa vitesse).[®&iut devenir infini2h représente aussi le
carré de la vitesse a l'infini, notéé’,, = v/2h.

L'équation(3.4) admet encore 2 intégrales premieres vectorielles, qui permettent de définir
compléetement la trajectoire de:

e L'une exprime l'invariance du “moment cinétique” deau pointO :

rAF=0 = jt(rw)zo

dou: rANr =G vecteur constant (3.7)

Posongs = Gk ouG = |G| etk unitaire. On déduit dé3.7)qu’on a, a
toutinstant :G-u = 0 et G-u = 0. Donc, siG est non nul, le mouvement
s'effectue dans le plan orthogonal@ra G ; le mouvement suit en outre
laloi des aires |r Adr| = 2dS = G dt, soit aussi {7?u| = G. SiG est

nul, le mouvement plan est dégénéré en un mouvement rectiligne porté
O par la direction commune et fixe deet de 7.

<

e L'autre découle de I'équation :

i*/\Gz—%u/\(r/\i”)
r

dirNG)  p : o
— = ru/\[u/\(ru—kru)]—uu

d’ou I'existence d’un vectew constantifitégrale de Laplack:

soit :

A G
1

—u=-=e vecteur constant (3.8)



En supposant le vecteur G non nul et en définissant alors des coordonnées polaires (r,w) dans le plan du mouvement, déduire de l'équation vectorielle (3.4) les deux équations différentielles vérifiées par r et w. Exprimer alors la loi des aires en coordonnées polaires. 
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Ce vecteur n’est cependant pas tout-a-fait arbitraire car il doit manifestement vériier .=

0, et donc, siz est non nule appartient au plan du mouvement. Si on fait tendreers zéro,
cette expression tend vetis= —e ; doncu est fixe et le mouvement est rectiligne, porté par la
droite fixe de direction, = —e.

Bien sdr, il suffit de connaitre la position et la vitesseftla un instant quelconque pour en
déduire la valeur des constanfes et e.

11.2 Trajectoire du mouvement képlérien

En projetan{3.8)suru et sachant que-A G)-r = (r A7)- G = G?, on obtient une relation
entrer et « qui définit la trajectoire dé :

r(1+e-u):7 (3.9)

Toutefois, siG = 0, cette relation est seulement une identité. Autrem@mtant constant3.9)
montre que sk est non nul, la distaneepasse par un minimum chaque fois que la direction
de v vient coincider avec celle de. Le vecteure est ainsi dirigé vers le point de distance
minimum, appelééricentre

Posons e = e ug, 0U 1y est le vecteur unitaire tel que= |e| > 0, puis :vp = k A ug. En
désignant parw l'angle entreu, et u, le point P est alors repéré dans le pléhyyv, par les
coordonnées polairés, w), et sa trajectoire est donnée par :

_ p 2
T I ecosw avec p=G/p (3.10)

C’est I'équation polaire d'une conique fl®yer O, d’excentricité e , deparamétre p et ayant
songrand axe(ou axe de symétrie) porté par I'aeu.

C’est une ellipse st < 1, une parabole si = 1 et une hyperbole si > 1; cependant, si
e = 0, I'ellipse est dégénérée en cercle et on peut dans ce cas ahaisimme vecteur unitaire
de n’importe quel diametre de ce cercle. En Astronomijd’angle polaire de” mesuré a partir
de la direction du péricentre, est appah®malie vraieLe péricentre correspond aloraa= 0 ;

sa distance au foyer est :
p

B 1+4+e

Dans le cas elliptiquda distance passe par un maximum au point appet&entrecorres-
pondant & = 7 ; elle vaut alors,., = p/(1 —e). Sil'on note2a la distancer,,;,, + rmax €ntre
le péricentre et I'apocentre (tous deux sur le grand axe de I'ellipse), on obtient aussi :

(3.11)

T'min = ¢

p=a(l—e?) Tmin = ¢ = a(l —e) Tmax = (1 + e) (3.12)


Retrouver cette équation de la trajectoire en intégrant les équations différentielles en coordonnées polaires (r,w) trouvées dans l'exercice précédent. On pourra pour cela faire le changement de variables u = 1 / r et éliminer la variable t pour obtenir une équation différentielle entre u et w. 

Une des propriétés des coniques les définit comme étant l'ensemble des points P d'un plan dont le rapport des distances à un point fixe F et à une droite fixe (D) (tous deux dans ce plan) est constant. Ce rapport constant est l'excentricité e de la conique, (D) est sa directrice et F le ou l'un des foyers. Dans le repère Fxy d'origine F et dont l'axe Fx est orthogonal à (D), on définit les coordonnées polaires (r,w) de P et celles (p,90°) du point particulier Q de cette conique. Retrouver l'équation polaire des coniques(3.10) en explicitant cette propriété des coniques pour les points P et Q. 
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= %4 > Hodographe du mouvement elliptique

a est appel@emi-grand axeale I'ellipse. Le centr&’ de I'ellipse est a la distanae: du foyer
O dans la direction de I'apocentre ; le demi-petit axe de I'ellipse, orthogona@l@ngrand axe

a pour longueur :
b=av1—e?

Dans le cas hyperboliquBinfini est atteint pounv = w,, = arccos(—1/¢). Les valeursu,
et2r — w,, définissent les directions des deux asymptotes, symétriques par rapport au grand
axe et se coupant en un pottcentre de symétrie des deux branches de I'hyperbole.

Uo

Hodographe du mouvement hyperbolique
Bien sdr, comme le mouvement dfeest nécessairement contintiparcourt une seule branche

de I'hyperbole, celle qui “tourne” autour du foyér; l'autre branche corresponda= ru
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avecr < 0 etw,, < w < 2™ — w4 (Si 1 [et doncp] était négatif,P serait repoussé p& et
décrirait cette autre branche) ; cette branche contient notamment un “apocentre”, correspondant
aw = 7 (etr < 0), symétrique du péricentre par rapport’asur le grand axe de I'hyperbole

et a la distance/(e — 1) du foyerO. En notant encor@q la distance entre le péricentre et cet
apocentre, on obtient, pour le mouvement hyperbolique :

p=ale® —1) et Tmin = ¢ = ale — 1) (3.13)

Le centrel’ est alors a la distanee du foyerO dans la direction du péricentre et les asymptotes,
qui concourent erC' en faisant I'anglearccos(—1/e) avec le grand axe, sont & la distance

b = ave? — 1 dufoyerO.

Dans le cas paraboliquginfini est atteint pourw = w,, = 7. Il N’y a pas d’apocentre a
distance finie et donc la distange du péricentre a I'apocentre est infinie. On a seulement ici
la relation :qg = p/2

Hodographe du mouvement parabolique

@ 11.3 Hodographe et relations entre les intégrales premiéres

En multipliant(3.8) vectoriellement & gauche pét, on peut exprimer le vecteur vitesse de
P (dans le cas ot est non nul) ; on obtient :

pir=GA(u+e) (3.14)

Dans cette expression de la seule quantité variable est la direction du vecteuAinsi,
Ihodographedu mouvement (c’est-a-dire 'ensemble des poitsels que, pouiO fixé, on

ait OQ = ) est un cercle situé dans le plan du mouvement (orthogordal woir figure 1

ou EllipsHodogr.htm) , de rayon égal & /p (égal aussi &/G), dont le centre, fixe, est placé
dans la direction du vecteus (orthogonal &) a la distanceGG/p de I'origine O. Notons que

O est a l'intérieur de I'hodographe si le mouvement @éptique, sur 'hodographe s'il est
paraboliqueet extérieur a lui s'il eshyperbolique(voir aussiHyperbHodogr.htn)l Dans tous

les cas, lors du passage au péricenire={ 0 ou © = ug), la vitesse passe par un maximum
égal a(1 + e)G/p; la vitesse radiale est alors nulle et le vecteur vitesse est orthogonal au rayon


Etant donnés une conique, définie par son foyer F et sa directrice (D), et un point P sur cette conique, utiliser l'hodographe du mouvement képlérien pour proposer une méthode de construction "à la règle et au compas" de la tangente en P à cette conique. 
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vecteur. Dans le cas elliptique, 'hodographe est parcouru entierement et la vitesse passe par ur
minimum a I'apocentre, ou elle vautt — e)G/p. Dans le cas parabolique, la vitesse s’annulle
lorsqueu tend vers—e, c’est-a-dire lorsque tend vers l'infini (v tendant alors vers). Enfin,

dans le cas hyperbolique, les directions des tangentes a I’hodographe isSuesrdespondent

aux asymptotes ; le poii@@ parcourt seulement I'arc d’hodographe compris entre ces tangentes
et contenant le point ou la vitesse est maximum.

En élevant au carré la relatigf.14), on obtient une expression du carré de la vitesse compa-
rable a celle que I'on peut tirer de l'intégrale de I'éneries); de cette comparaison, on déduit
que I'excentricité de la conique peut étre calculée a partiZdde i et dey par la relation

suivante :
le| =e=/1+2hG?/u? = /14 2hp/p =1+ 2hq/n

Cela montre que finalement, si I'on calcule d’abardar I'intégrale de I'énergie, le vecteur
e de l'intégrale de Laplace, déja contraint a étre orthogortal doit en plus avoir son modute
fixé par les constantes et ; le seul arbitraire apporté par le vecteue e uy concerne alors la
direction deuy, c’est-a-dire la direction du péricentre dans le plan du mouvement. Inversement,
siI'on calcule d’abord et e, on peut en déduire l'intégrale de I'énergiehet

(3.15)

2

H 2 H
h=(e2—1)"" = | 3.16
(@ = Dgim = = 1) (316)

Mais, tenant compte des expressi¢dd.2)et(3.13)dep, on obtient alors :
@ 1 dans le cas elliptique
2a
h=0 dans le cas parabolique (3.17)
h = 2’% dans le cas hyperbolique

Ainsi, c’est le signe dé: qui caractérise aussi la nature de la conique : I'ellipse correspond a

h < 0, la parabole & = 0 et I'hyperbole & > 0. La valeur absolue dk caractérise le grand

axe de cette conique, c’est-a-dire sa taille (entre I'ellipse et I'hyperbole, la parabole peut étre
considérée comme ayant un grand axe infini, ou comme une conique ayant son deuxiéme foyer
rejeté a l'infini). On verra en détails €8-12.4commenta ou h caractérisent aussidhergie

d’une orbite

Finalement, siG # 0, dans tous les cas il 'y a que 5 constantes arbitraires scalaires indé-
pendantes : 3 composantes pdiiet 2 composantes podrdans le plan orbital (normal &),
ou bien 3 composantes pouf, i et un angle donnant la direction du péricentre dans le plan
orbital, ou bien encore deux angles pour repérer dans I'espace la directidrudedemi-grand
axe a la place deg, puis I'excentricité et un angle pour la direction du péricentre. Ces éléments
géometriques sont a la base de la définition @ésnents d’orbitegue I'on verra aprés avoir
étudié le mouvemen® sur cette orbite. Sir = 0, certaines propriétés du mouvement képlérien
rectiligne peuvent encore étre déduites de celles obtenues pour le mouvement plan en faisant


Un point P est attiré selon la loi de Newton par un centre fixe O de constante mu. Sachant que dans un repère fixe d'origine O on a les conditions initiales OP=(1,1,1) et V(P)=(-1,1,0), déterminer la nature de l'orbite de P lorsque mu=1. En déduire les constantes de cette orbite (plan orbital, excentricité, paramètre, grand-axe ...). Mêmes questions pour mu=sqrt(3) et pour mu=2. 
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tendreG ou p vers zéro tout en maintenahftfixé : D’apres(3.15), quel que soit le signe de
I'excentricité tend alors vers 1 : &i < 0, I'ellipse dégénere en un segment de droite de lon-
gueur2a = —u/h, dont les extrémités sont les deux foyers de I'ellipse-limite infiniment aplatie
et réduite a son grand axe ;/si> 0, I'hyperbole ou la parabole dégénérent en une demi-droite
issue du foyeD) ; dans tous les cas, le segment ou la demi-droite support du mouvement a pour
vecteur unitaire,, = —u, et 'anomalie vraiev peut étre considérée comme constante, égale a
.

11.4 Le mouvement sur la trajectoire.

Pour obtenir la loi du mouvement sur la trajectoire, il existe de nombreuses méthodes qui
exploitent le plus souvent la loi des aires exprimée dans le plan du mouvem%g: =
G = G(t —ty) = [ r’dw, mais ceci suppose implicitement qdene soit pas nul. Pour

wo

traiter simultanément tous les types de mouvements, il faut repartir des équations if8tidles
a(3.6)dont on tire :

Fou=(Fu+2a+ri) ou=7i—ril=—15
.

21
T
En éliminanti? de ces deux expressions, on trouve I'équation :

i =7 +r?u? = — +2h

rr"'+7'"2:%+2h (3.18)

Pour régulariser cette équationeg= 0, on opére le changement de variable :

dt =rdr (3.19)
dont on tire les opérateurs de dérivation :
d d d? , d d
— = — =12 — i 2
e T TR (3:20)
Appliquant ces opérateurs a la distamgcen obtient :
d d?
P=thert et =S =it (3.21)
T T

De sorte qué3.18)se transforme en cette équation du second ordre réguliére-ai linéaire
et a coefficients constants :
r" —2hr=p (3.22)
Cette équation est valable pour tous les types de mouvement (plan ou rectiligne). Sa solution
générale dépend du signe demais contient toujours 2 constantes arbitraires 3 :

1. pourh <0:r= —ﬁ +asiny—2h7+ (3 cosvV—2hT
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2.pourh=0:r=hbr?+ar+f
3.pourh > 0:r = —4r +a sinh V2h 7+ 3 coshv2hr
En supposant = 0 a l'instantt, du passage au péricentre, on pourra ensuite intégre)

en:
.
t—t :/ rdr
b 0

et calculero et 5 en tenant compte de la valeur det der’ a l'instantt,, :

et r'(t,) = rr(t,) =0 (3.23)

Onobtient.a=0etg=¢gsih=0,sinon:a=0etf =q+ % Selon la nature de I'orbite,
on obtient alors les résultats suivants :

1. Pourh < 0, d’aprés(3.17), I'orbite est elliptique et I'on a :—% = a demi-grand axe de

I'ellipse etq = a(1—¢); enposant = /—2h7,n = ;% =\/p/a® etM = n(t—t,),
on obtient :

dt

dM

r=a(l—ecosk)=—=a——

M=F—esinF

. na
EF=— et
r

S dr dE
(équation de Kepler

M=n

(3.24)

L'angle F est appel@nomalie excentriqguest M/ anomalie moyennda vitesse angulaire

n est appeléenoyen mouvement eta sont reliés par 18 loi de Kepler:

n?a® = p

(3.25)

L'expression générale dedonnée eri3.11)en fonction de 'anomalie vraie devientici :

r =

a(l —é?)
1+ ecosw

(3.26)

Ainsi, r est une fonction périodique de de E ou deM, de périoder. Les trois anoma-
liesw, E et M s’annullent en méme temps, a l'instaptdu passage au péricentre ; elles

augmentent toutes trois der dans le tempg’ = 2% qui est lapériodedu mouvement
elliptique. La3™* |oi de Keplers'exprime alors aussi :

(3.27)
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V, etV désignant les vitesses radiales et orthoradiales, on a ensuite :

G—TVL—T— VIp = na’V1 — e2 (3.28)
o nae . na’e B 399
r=V, = —— sinw = sin )
1/1762 r ( )
X =71 cosw = a(cos E — e)
@ Y =rsinw=avl—e2sinFk
rX = —na® sin E

. (3.30)
rY = na*v1—e? cosE

X,Y etZ = 0 sontles coordonnées cartésiennes du p@idéns lerepéere propreD ugvyk

du mouvement képlérien. Si le mouvement est rectiligne, getd —u est défini et I'on

peut prendrey, etk quelconques orthogonaux; avece = 1 etw = m, on a alors aussi

Y =Y = 0. Ces équations sont donc valables dans tous les cas, que le mouvement el-
liptiqgue soit plan ou rectiligne. On peut considérer qu’une ellipse peut étre déduite de son
son cercle principal (de centfeet de rayornu) par une affinité de rappobfa = /1 — €2
appliguée perpendiculairement au grand axe. Ainsi, le goimst le transformé d’un point

P’ de ce cercle par cette affinité (¢fgure 1). L'anomalie excentrique s’interpréte alors
comme étant I'angle polaire = (CO, C'P’) de ce pointP’ vu du centre du cercle princi-

pal. E est ainsi une variable angulaire permettant toujours de sitign I'ellipse, quelle

soit plane ou rectiligne. Enfinyg, E et M se confondent lorsque l'ellipse est un cercle.
On pourra aussi voir avec I'applet Java contenue dans les fichiersElliptKepler.html

ou mieuxMouvKeplEllipt.ntmlcomment le mouvement képlérien elliptique dépend d’'une
facon générale de ces 3 anomalies.

2. Pourh > 0, l'orbite est hyperbolique et I'on aﬂh = aetqg = a(e — 1); en posant, de

facon analogue au cas elliptiqug,= v2h7,n = \/_ = /p/adetM =n(t—t,),0

obtient :
dt dM
hE -1 —
r = a(e cos )= =
M =esinhE — F (équation de Keplér (3.31)

. na .
T



Une ellipse de centre C et d'axes 2a et 2b, peut aussi être considérée comme le transformé de son cercle principal (de même centre et de rayon a) par affinité orthogonale de rapport b/a (en coordonnées cartésiennes dans Cu_0v_0, le cercle x²+y²=a² devient l'ellipse x²/a²+y²/b²=1).Chaque point P de l'ellipse est ainsi le transformé du point P' du cercle principal, de coordonnées (a cos(E), a sin(E)). En appliquant cette affinité au vecteur CP', calculer la surface d'ellipse balayée par le rayon-vecteur FP à partir du péricentre. Montrer que la loi des aires conduit alors à l'équation de Kepler. 


Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 53

On a de nouveau la troisiéme loi de Keplera® = 1, puis :

a(e* — 1)

= — - .32
1+ ecosw (33)

w, £ et M s’annullent en méme temps, a l'instaptdu passage au péricentre, mais le
mouvement n’est pas périodiqué.etV, désignant toujours les vitesses radiales et ortho-
radiales, on a ensuite :

d
G =1V, =r* = \Jip = na’V@ — 1 (3.33)
V nae . n(l2€ . hE 3 34
r = r = SINw = S11 .
1/62 _ 1 r ( )

X =r cosw = a(e — cosh F)
Y =rsinw=ave?—1sinhF
r X = —na® sinh £

] (3.35)
rY = na*ve? —1 cosh E
1 E
tan? w_° + tanh? —
2 e—1 2

Comme dans le cas elliptiqu&, Y etZ = 0 sont les coordonnées cartésiennes du pdint
dans lecepere propré®ug vk du mouvement képlérien, et ces équations sont aussi valables
dans tous les cas, que le mouvement hyperbolique soit plan ou rectiligne. On voit que I'or-
bite hyperbolique est ici la transformée par affinité orthogonale de rapfiott /e — 1,

de I'hyperbole équilatére d’équation paramétrique= +acosh £/ ety = asinh F dans

le repere décentr€uyuyk. (cf. figure 3 Voir aussi I'animationvViouvKeplHyp.html

3. Pourh = 0, I'orbite est parabolique et I'on a directement :

r=q+g7'2:3t
T (3.36)
K3
t—t,=qr+ =T
6
puis :
G=rVi=/up (3.37)

rir=rVe=npTt (3.38)
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1
X:rcosw:§(p—u72)

Y =rsinw=/upt (3.39)
rX =—ur
rY = iLp

Si le mouvement est plam €t ¢ non nuls), en définissant de nouveall:= n (t — t,)
mais avee: = /pﬂ, on peut encore écrire :

1 y
r=—2> - (pturt)= |Er=tan>
1+cosw 2 P 2 (3.40)
1 1 . , . '
M=tan 2 + - tan’® = (équation de Barkgr
2 2 6 2
puis :
2 /LU
X =r cosw=q(l—tan 5)
Y:rsinw:ptanE
2 (3.41)

rX = —\/up tan%
rY = \/up

Voir aussi I'animationViouvKeplPar.html

Remarque 1. Les formules donnant les coordonné€set Y de P dans le repere propre du
mouvement képlérien auraient pu aussi étre obtenues de fagon purement vectorielle en appli-
guant les opérateurs de dérivati@20)au vecteur. En effet, on trouve alors :

=2 = —pu e

Or, en développant e = A (r A ) — pu et en tenant compte de l'intégrale de I'énergie,
on obtienty e = 2h r + pu — rr 7, de sorte que satisfait finalement a I'’équation vectorielle
suivante, linéaire et a coefficients constants :

" —2hr=—pe (3.42)

Les composanteX etY der s’en déduisent aisément en fonctiontdeu de E (suivant le
signe deh), en utilisant les conditions initiales :

r(ty,) = quo et r'(t,) =ri(t,) = GAu

Remarque 2. La régularisation de I'équatiof8.18)enr = 0 était nécessaire surtout pour le
cas our peut devenir nul, c’est-a-dire pour le mouvement képlérien rectiligne lorsque le point


Faire ce calcul des composantes X et Y à partir de l'équation vectorielle (3.42). 
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P “tombe” sur le foyerO. Son intérét est particuliérement évident quand, en plwest nul,
puisque la solution régularisée, polynomialerenr(r) = %MTQ ett —t, = %MT?" équivaut a

la fonctionr(t) = [(9u/2)(t — tp)2]1/3 dont le graphe présente un point de rebroussement en
t=t,

Cependant, la régularisation n’est pas seulement une méthode intéressante pour I'intégra-
tion analytique d’équations sujettes a des singularités ; c’est aussi une technique tres efficace
pour intégrer numeriquement de telles équations. Par exemple, pour intégrer numeriquement en
fonction det les équations du mouvement képlérien dont I'une, de la farme f(r, w), est
singuliére en- = 0, on calcule en principe(t + h) connaissant au moingt) [k est ici le “pas
d’intégration”]. La méthode élémentaire fondée sur le développement de Taylfrn densiste
a écrire par exemple :

r(t+h)=r(t)+h f(r(t),w(t))

D’autres formules plus précises existent ; on pourra voir par exemple I'dpptetationNume-
rigue.htmlillustrant la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 appliquée au mouvement képlérien.
Cependant, si les conditions initiales conduisent a un mouvement trés excentrique, tel que
devient tres petit, il faut compenser les fortes variationg @ew) au voisinage de = 0 par

des variations correspondantes du pade fagon a ce quk f(r, w) reste toujours “assez pe-

tit”. L'utilisation d’'une méthode d’intégration numeérique “a pas constant” (telles les méthodes

d’Adams) ne peut alors convenir. Au contraire, si aprés avoir changé de variable indépendante,

on cherche a intégrer numériquement les équations régularigé&s r f(r,w) et g—i =r,on

peut utiliser une méthode a pas constant pour la varialoler » f(r, w) reste maintenant fini

enr = 0. A un A7 constant correspond ul\t = r A7 variable avec. Une méthode a pas
constant appliquée aux équationsresst ainsi équivalente a une méthode a pas variable qu’on
appliquerait aux équations énla régularisation revient donc a faire une variation automatique

du pas en. Cette fagon de régulariser les équations est généralement encore applicable aux
mouvements képlériens perturbeés.
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12 Eléments d’orbite

12.1 Définitions des éléments d’'une orbite képlérienne

On a vu que tout mouvement képlérien d’'un pathéest caractérisé par 6 constantes d’inté-
gration scalaires dont 5 définissent une conique dans I'espace par rapport a I'un de s&3,foyers
et dont la sixieme initialise le mouvement sur cette orbite en donnant par exemple I'ifpstant
de passage au péricentre (modulo la péribda/entuellement). Ces 6 constantes sont, au sens
large, de€léments d’orbitelu mouvement képlérien. Un tel mouvement est en outre paramétré
par une septieme constanie,qui caractérise le centre attract¥. On peut regrouper ces 7
constantes de plusieurs fagons équivalentes :

(n, G, e, t,) ou (, b, G, ug, tp) ou (w, h, p, k, uo, tp)

ou k et ug sont les vecteurs unitaires déet dee respectivement, avec la contrairtte ¢ = 0
(ouk - uy = 0). Rappelons que, est le vecteur unitaire de I'axe de symétrie de la trajectoire
et du mouvement, et qu’il est dirigé vers le péricentre, tandisigest normal au plan orbital,
orienté dans le sens du produit vectoried 7. Si le mouvement est rectiligné,ne peut plus
étre défini a partir dé&' qui est nul ; on peut alors prendre pduun vecteur unitaire quelconque
orthogonal a la direction fixa, = —u, et le mouvement rectiligne s’effectue alors aussi dans
le plan normal &. Si le mouvement est circulaire, on ne peut plus défigia partir dee qui

est nul; on peut alors prendre pouy un vecteur unitaire quelconque fixe et orthogonal, a
c'est-a-dire suivant un diameétre quelconque de I'orbite circulgjreeprésente alors dans tous
les cas l'instant ow = 1y (ModuloT" si le mouvement est périodique).

Le troisieme regroupement{y, h, p, k, uo, t,) al'avantage d’expliciter un repere ortho-
normé direct et fixeR lié a I'orbite : R = Ougvyk, ouO est le foyer attractif et ou, représente
k A ug. Le repéreR, respectant les axes ou plans de symétrie du mouvementregéle natu-
rel ourepere propree ce mouvement képlérien. On a ainsi une représentation intrinseque car
on n’'a pas eu besoin de définir comment le repese situe par rapport au repére galiléen de
référence.

Il suffit en fait de trois éléments d’orbite pour représenter un mouvement képlérien dans son
repere propre : Pourfixé, les constantes scalaires ett, caractérisent la forme de I'orbite, sa
dimension ou son énergie et le mouvement dan€ependant, sauf si I'orbite est parabolique,
on préfére souvent utiliser, a la place/det p, I’ excentricitée et ledemi-grand axe qui s’en
déduisent par les formulg8.15)et (3.17) Ne faisant intervenir que des modules de vecteurs,
leur calcul a partir des vecteurs position et vitesse ne dépend pas du repére (fixe) dans lequel
sont exprimés ces vecteurs. A la place desktant de passage au péricentpgon pourrait aussi
utiliser la valeunv, ou M, d’une des anomalies a un instant fixéA la place de:, on peut aussi

utiliser le moyen mouvement = ,/x/a® ou éventuellement la période; bien sar, les valeurs

dea etn dépendent du systeme d’unités adopté pour mesurer les longueurs et les temps; elles
dépendent aussi de I'unité de masse,cdépend de la constante de la gravitation univergélle

qui elle-méme en dépend. On verra&r?.3comment les valeurs dg n ety d’'un mouvement
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képlérien particulier peuvent servir a définir un systeme d’unités commodes pour les besoins de
I’Astronomie.

Les trois autres éléments d’orbite contenus dans la définition des vecteurs unitaires et or-
thogonauxt et u, dépendent, comme ces vecteurs, du repere de référence galiléen dans lequel
sont exprimés les vecteurs position et vitesse du pBirgoit Ry = Oigjoky ce repére de réfé-
rence, utilisé avec des coordonnées sphériguets) appelées de maniére généridoegitude
etlatitude |l reste a représentdt dansRz,. On utilise pour cela trois angles d’Eul€r i etw
ainsi définis : Le sens de étant implicitement défini par le sens du vecteux +, le produit
vectoriel ky A k définit un vecteur dirigé vers leceud ascendaue I'orbite sur le plarOiyjo,
c’est-a-dire vers le point of?, en mouvement sur son orbite, traverse ce plan en passant d’'une
latitude négative a une latitude positive. Ainsi, soile vecteur unitaire de la directiaiy A &
du nceud ascendant.

— Q estl'angle de rotation mesuré autour éig entre iy et n
— i estl'angle de rotation mesuré autour deentre &, et k
@ — w estl'angle de rotation mesuré autour éleentre n et

(2 est lalongitude du nceud ascendaitl’ inclinaison de I'orbite sur le planOiyj, et w
I’argument du péricentrd.a latitudeg, et la longitude\, de la direction du péricentre peuvent
s’en déduire par ladigonométrie sphérique

sin ¢y = sind sinw et tan(Ag — Q) = cosi tanw (3.43)

Le point P étant repéré dans le plan,v, par 'anomalie vraiev, ses coordonnéeset A dans
Ry s’en déduisent immédiatement :

sin ¢ = sin sin(w + w) et tan(A — Q) = cosi tan(w + w) (3.44)

Dans le cas d’'un mouvement rectiligne, celui-ci est porté par la demi-droite issuelde
vecteur unitaires = —uy, repérable dan&, par les coordonnées sphériques constahitsp
du pointP. SiOuy n'est pas colinéaire @k, définissong comme vecteur unitaire dg A vy ;
le vecteurn = ky A k est alors suivant le nceud du demi-plan “vertical” normalei contenant
Ok, et la demi-droiteD« support du mouvement; les angles d’Euler; et w définis comme
précédemment a partir deet den, vérifient :Q = \, i = /2 etw = ¢ + 7. Avecw = T, les
formules(3.44)sont encore vraies. $iu, et Ok, sont colinéaires, tout plan vertical contient la
droite support du mouvement; on peut prendre- A quelconque et, comme précédemment,


Démontrer les formules (3.43) et (3.44). 
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i=m/2etw=¢+m. .
0

\ O Ao

7!
0 n

Remarque 1. Comme tous les repéres utilisés sont directs, le choix du nceud ascendant comme
origine des angles dans le plan orbital entraine que I'inclinaigst un anglenférieur a90° si
le mouvement dé” estdirect (longitude croissante), supérieur 0° s’il estrétrograde

Remarque 2. Les éléments?, i et w dépendent du choix d&, : leur existence n’est pas
toujours assurée, car lorsqgireaut 0 our, le nceud n’est plus défini et doficetw sont indéter-
minés. De méme, lorsque l'inclinaison est tres pefitetw sont mal déterminés. Pour éviter
ce probleme, on utilise souvent I'angtetoujours bien défini :

w=04w longitude du péricentre dans I'orbite

De méme sé est presque nuty est mal défini, et donc les anglesc, ainsi que les anomalies
w, E et M sont mal déterminés ; pour éviter cela, on utilise les angles toujours bien définis :

{=w+w longitude vraie deP dans l'orbite

E=w+E longitude excentrique d&

g

L=w+M longitude moyenne dé

(attention : les quantités, ¢, £ et L sont improprement dénommeées “longitudes” car ce sont
des sommes d’angles non coplanaires).

A la place det,, instant de passage au péricentre lui aussi mal déterminé gussigetit,
on peut utiliser comme élément d’orbite la quantitg valeur de la longitude moyenne a un
instant donné,. On en déduif a tout instant L = Lo + n (t — to)

Ainsi, si le mouvement est elliptique, on prend souvent les éléments d’orbite parmi les en-
sembles suivants :
(a, e, i, Q, w, t,) (3.45)
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(a, e, i, Q, w, Loat =1y) (3.46)
Si e et i sont tous deux tres petits), w et w sont mal déterminés. En fait, cette mauvaise
détermination est de la méme nature que celle rencontrée dans des coordonnées polaires plane
(r, A) ou, lorsquer s’annule,d est indéterminé, tandis que les coordonnées cartésienngs (
sont toujours bien définies, méme en (0, 0). Pour lever les indéterminations dues a la nullité
éventuelle de et dee, on utilise donc habituellement les coordonnées cartésiennes suivantes :
k =e cosw h=esinw

q = sini/2 cos p = siné/2 sin (3.47)

Les éléments d’orbite adaptés aux faibles excentricités et inclinaisons sont ainsi :
(av kv h7 q, b, LO at = t()) (348)
Parfois k, h, g et p sont remplacés par les variables complegts :

z=k++v—-—1lh=ecexpv—1w
C:q+\/—1p:sin% expVvV—1¢

Remarque 3. En Astronomie, on trouve divers qualificatifs pour préciser le repére dans lequel
sont définis des éléments d’orbite. Ainsi, on parléléiments héliocentriques I'origine de

Ry est le centre du Soleil, dléments géocentriques d'éléments planétocentriquesc’est le
centre de la Terre ou d’'une planetegl@ments barycentriquesc’est le centre de masses d’'un
ensemble de corps désignés.

(3.49)

Le choix de la base d&, est aussi fonction des conditions d’observation des mouvements
que I'on désire représenter. Dans le cas de mouvements dans le systéeme solaire, on choisi
souvent la base desordonnées écliptiqueset pour des mouvements de satellite, la base des
coordonnées équatoriald®, pourra ainsi étre par exemple un repére écliptique héliocentrique
ou bien écliptique barycentrique (origine au centre de masses du systéeme solaire), ou un repere
équatorial géocentrique ou encore équatorial jovicentrique si I'origine est au centre de Jupiter,
etc - - En fait, comme les plans de I'écliptique ou de I'équateur terrestre ne sont pas absolument
fixes (leur intersection, le point, participe notamment a la “précession des équinoxes”), la base
écliptique ou équatoriale choisie est rendue fixe en prenant celle correspondant a une date fixée
(par exemple repére géocentrique rapporté a I’écliptique et a I’équinoxe moyens pour J20007)

12.2 Eléments d’orbite canoniques du mouvement képlérien

Nous recherchons ici des jeux de variables canoniquement conjuguées qui soient des constan
dans le mouvement képlérien. Partant de variables canoniques associées a un certain paramé
trage du pointP, nous allons appliquer la méthode d’Hamilton-Jacobi pour passer de ces va-
riables a de nouvelles variables qui soient constantes. Nous en déduiront, pour le mouvement

2 Selon l'usage des astronomes, les dates sont souvent données dans la chronologie julienne, ou les jours successifs sont simplemen
numérotés consécutivement depuis un certain jour. Ainsi le jour julien numéro 2 451 545 débute le premier janvier 2000 a 12 heures et
correspond a la date J2000.
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elliptique, les éléments canoniques de Delaunay, puis ceux de Poincaré qui évitent certaines
singularités présentes dans les éléments de Delaunay.

12.2.1 Calcul de I'hnamiltonien

Soit Ry = O1iyjoko le repere galiléen dans lequel le poiftest représenté par le vecteur
r = ru. On pourrait utiliser des coordonnées cartésiennes ou des coordonnées sphériques,
et définir les variables canoniques correspondantes a partir du Lagrangien. Au lieu de cela,
nous préférons utiliser ici un systeme de coordonnées patrticulier qui permettra de tenir compte
facilement de la propriété du mouvement képlérien d’'étre plan.

Considérons donc un plgil) dont les seules contraintes soient pour le moment de passer
parO et parP et de couper le plan de référenoe,j, ; on suppose aussi queetO ne sont pas
confondus. Soient un vecteur unitaire normal @I), v = (k, k) 'angle des deux plans et
le vecteur unitaire de la directidiy A k. Notons que le plafll) n’est pas lié pour le moment
au vecteur vitesse de. Le vecteur: peut alors étre déduit dg par les trois rotations suivantes
correspondant a trois angles d’Euler : rotation d’anigte (iy, n) autour dek, rotation d’angle
v = (ko, k) autour den et rotation d’angle) = (n, u) autour dek. Soit enfinv = k A w.

Nous repérons alors le poifit par les 4 coordonnées ¥, v et qui sont Supposées pouvoir
varier indépendamment I'une de l'autre : Bien sar, pBuwtonné, si I'on choisit arbitrairement

2 des angles, le troisieme dépend des 2 premiers, mais en faisant varier les trois angles indé-
pendamment, on peut bien décrire toute la sphere de ragaafacon non bijective). Dans ces
conditions, la vitesse dB s’écrit :

d(r u)
dt

ou {2 est le vecteur rotation de la bage v, k) par rapport a la basg,, jo, ko) :

r =

=ru+r (2 Au) (3.50)

D=V0k+yn+ik (3.51)



Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 61

On en déduit les composantes de la vitess® dans la baseu v, k) :
P
= | r ¥+ dcosn) (3.52)
r (% sint — 'sin~y cos 1)
puis le vecteur moment cinétique éeenO :
G = —r? (4sint) — Isinycosth) v+ r? (¢ 4+ 9 cos) k (3.53)

et enfin I'énergie cinétique dé :

1 . .
T= 5 [7% 4+ 72 (¢ + 9 cosy)? + 12 (fsine) — ¥ sinycos)?] (3.54)

Si maintenant on impose au pldfl) de contenir & tout instant le vecteur vitesse ile
d’apres(3.52) cela revient a établir cette relation de liaison entre les parametres primitifs :

ysintp — Jsinycosyp = 0 (3.55)

En associant un multiplicateura cette liaison, et en tenant compte de I'existence d’'un Lagran-
gienL =T+ /% on obtient degquations de Lagrange avec multiplicateur

afocy oc
dt \ or or

d (oL\ oL _
dt\og) oY

3.56
000y 0L o
at\og9) o9~ RIS
d (L) oL ,
dt<87>_87_)\smw

Désignons paRr, ¥, © et I' les moments conjugués respectifsige), 9 et~ définis par :

oc .
R— E =T
Lﬁza—ﬁ.:r2 (1h+Dcosy) =G -k
oY
e o | (3.57)
6= P r? (¢ 4+ Y cosy) cosy — r? (Ysiny — ¥sinycos))sinycosh = G - kg
I = oL _ r? (4siny) — Jsiny cosp) sinth = G - n

=55 =
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On remargue en passant que le moment conjugué de chaque angle est la composante du mome
cinétique suivant I'axe autour duquel “tourne” cet angle. En définissant I'hamiltdiipar la
relation : _ '

H=Rr+¥¢y+00+1Y-L (3.58)

et en exprimant{ en fonction des variables et de leurs conjuguées, on trouve :
1 v T (e-v 2

H<T7w779777R7£p797F):7 R2+72+72+( 2 -C2OSfY) —ﬁ

2 r r rosim” -y r

(3.59)

Enfin, aprés avoir différenti€.58)et en tenant compte des equations de Lagrabgs®)et de
la définition des moments conjugués, l'identification des coefficients de chaque élément diffe-
rentiel dans les deux membresdié conduit aux équations d’Hamilton “avec multiplicateurs” :

dr _ 0H dr _ _0H

dt — OR dat — Or

dy _ OH av _ _0H

dt — ov dat — oY (3.60)
%:% %:—%—/\sinvcosw .
dy _ OH A _  OH -

a = ar df =gy TASmY

auxquelles il faut joindre la relation de liais¢®.55)qui montre, d’apre§3.57), quel” est nul,

ainsi que‘fl—z égal a%{ = T—]; ; si 'on veut que la liaisor{3.55) soit vérifiée quel que soit,

alors il faut qu’'a son touf% soit nul.~ ety sont donc constants et le pléii) est fixe. On tire
ensuite des équations d’Hamilton :

v _

OH _ © —Wcosy

G =0=93% e — @:Wcosv‘ (3.61)
puis
v H .
Cflt = —(;b =0 = ¥ constant, ainsi qu& cosy = ©

On en déduit 40 /dt = 0 ; mais par ailleurs(3.60)donne :© = — )\ sin~ cos ¢ et donc il faut

A = 0 pour que la liaison soit réalisée quel que gaiOn vérifie ensuite que I'équation d’Ha-
milton donnant dI'/dt est aussi identiguement nulle. Le multiplicateur étant nul, I'équation
de liaison est réalisée de facon “naturelle”, sans faire intervenir de forces pour maintenir cette
liaison. On retrouve que le mouvement képlérien est plan.

I' étant identiquement nul etpouvant étre défini par le rapport const&ty = cos~, on
peut enfin considérer que ces deux variables canoniquement conjuguées sont superflues; alors
I’'hamiltonien se réduit a I'expression :

1 w2
H(r, 4,0, R0, 6) = 5 lRQ 4 TQ] _H (3.62)

r
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On retrouve I’hamiltonien du probleme de Kepler plan obtenu dans I'exemple du paragfaphe
7.0en fonction de coordonnées polaires dans ce plan. Le calcul gu’on vient de faire montre que
dans le probléme képlérien spatial, le plan fixe dans lequel s’effectue le mouvement est défini
par deux variables canoniques constarite9 ou est la longitude du nceud et ou l'inclinaison

est donnée par le rapport constanty = ©/¥. Par ailleurs, on reconnait maintenant que

U = r2) = G -k est le modules du moment cinétique défini ef8.7). Avec les notations
classiques des éléments d'orbit€:= J, i = ~ etG = ¥, on a donc le jeu de variables
canoniques suivant pour le probleme de Kepler :

(r, ¥, Q, R, G, O) avec O = G cosi (3.63)

Avec I'hamiltonien(3.62), on écrirait bien sr des équations canoniques d’Hamilton “sans
multiplicateur”. Ne dépendant pas explicitement du tenipest constant et sa valeur représente
I'énergie totale du mouvement képlérien qu’on avait nétém (3.6).

Notons encore que I'hypothese # 0 était indispensable pour assurer gbesoit une
quantité distincte dé& sinon, le probleme aurait été dégénéré, passant d’un probleme spatial a
un probléme plan.

12.2.2 Application de la méthode d’Hamilton-Jacobi

Notre but est maintenant de trouverdaction génératricé/s d’'un changement de variables
canoniques :
(7”7 %Z% Qv Ra G7 @) B (xh T2, 23, Y1, Y2, yS)

tel que le nouvel hamiltonieA’ soit nul, les nouvelles variables étant alors toutes des constantes.
En fait, on a vu que pour un systeme conservafiffonstant), on peut, de maniere équivalente,
faire en sorte quéi’ ait la méme valeur qué/ en identifiantH’ a 'un des momentsy; par
exemple, lui-méme égal a I'énergiedu systeme. Alors, avell’ = y; = H = h, toutes les

!
variablesr; ety; sont constantes, sauf qui s’identifie au temps puisqu’alo%zt—l = My{l =
Dans ces conditions, la fonction génératri¢erecherchée ne doit pas dépendre explicitement
du temps G (r, ¥, Q, y1, ¥, y3) doit seulement verifier :

dGQ = Rdr + de + Ods? + l‘ldyl + .I'Qdyg + $5dy3
_ G, G, exa e oGy, . G, (3.64)
——dr d dy, dys d
or M Gy 10 g T Gy M gy, et gy,

et H' — H = 0, soit encore I'équation eHamilton-Jacobi

0Gy\* , 1 (0G5
or r2 \ oy
Comme les variableg, (2 et © n'apparaissent pas explicitement dafis leurs variables
conjuguées respectives, O et () sont des constantes du mouvement et on peut choisir une

1

y1—§

+5 -0
T
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fonction génératrice qui engendre une identité en ce qui concerne ces variables constantes
Prenant ainsi :

G2 :¢y2+9y3+8(7"_7_7y17y2a_) (365)
et tenant compte d@.64), on déduit en effet :
_0Gy _0Gy _0Gy

Désormais, le changement de variables peut ainsi étre réduit a :

(r,,Q R, G,0) — (x1,29,Q,h,G,0)

avec une fonction génératrice, = G + QO + S(r,—,—,h,G,—) ou S est solution de
I'équation :
1 (05\> G*
h=> =] —=5+5=0
2 (87’) 22

On obtient ainsi :

v 2u  G?
S(r,—,—,h,G,—)zé/ \/2h+'u—2dr (3.67)
’r’o(h,G) T T
ou I'on a admis que la constante d’intégratigrest une fonction des 2 constantest G dont
doit dépendres et oue = +1.

De (3.64)on déduit ensuite :

r 2 2
8y1 ah T0 2” G2 ah To TO
2h+ — — — (3.68)
r r
: : OH'
=t—1 puisque T = h 1

Dans ce cag, est I'instant our vautr,, a condition toutefois que, soit 'une des racines

1 A H . 2/11 G2 _ H L T dT —
de l'equation :2h + == — o= 0 (afin d’annuler le terme e%). Alors, comme 7 =

27/’L — QQ i ! \ 1 — _ ﬁ s
2h + = -2 (puisquona alafoiR =retR = 8r)’ ro est aussi 'une des valeurs de

r oudr/dt s'annule.r passe alors par un extremum. Prenensorrespondant au péricentre.
On a dond, = t, instant de passage au péricentre, et la ragjrest donnée par I'expression
Suivante :

G*/n

14 /14 2062/

ro (3.69)
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On pourra comparer cet avec I'expressiori3.23)de ¢ en tenant compte de = G2/u et de
I'expression de I'excentricité donnée eri3.15) Ayant choisiry de la sorte, on a ensuite :

o @ ¢ /’" G dr
270G oo \/Qh 2 a2
TSt (3.70)
constant puisque z o' 0
=w nstant puisqu Tg = — =
oG

w s'interpréte donc comme la valeur delors du passage au péricentre. En posant 1/r
I'équation(3.70)s’intéegre ensuite pour donner :

2 2

. 1+4/1+ 2hG2/,u cos(1) — w) (3.71)
G/

Cette expression est comparablédl0) et correspond a I'équation polaire d’'une conique de
foyer O, d’excentricitée = /1 + 2hG?/u2 et de paramétre = G?/p, située dans le plan
de variation dey, c’est-a-dire dans le plafl). Langle (¢ — w) S'interpréte comme étant
I'anomalie vraie. Finalement, le probleme de Kepler admet donc le nouveau jeu de variables
canoniques suivant :

(t—ty, w, Q, h, G, O) (3.72)

dont les cing derniéres, étant des constantes, soréléie®wnts d’orbite canoniquegénergie
h est la variable canonique conjuguée du temps, le moment cinéticest conjugué de I'ar-
gument du péricentre et la composant® du moment cinétique supk, est conjugué de la
longitude du nceu€ ; I'hamiltonien dans ces variables vaut simplement :

H(t—tyw,Qh G H) =H(— — — h— —)=h (3.73)

Il reste a terminer l'intégration de I'équatidf.68) pour exprimern- en fonction du temps.
Nous le ferons dans le cas du mouvement elliptique, en introduisant les éléments de Delaunay.

12.2.3 Passage aux éléments canoniques de Delaunay

Dans le cas du mouvement elliptique, posalns= —p/(2a) et utilisons la relationG =
\/pa(l — e?) issue de I'expression de I'excentricité dgfis71) Alors, le changement de va-
riable régularisantr — E défini parr = a(1—e cos E), permet d’'intégre(3.68)en aboutissant
al'’équation de Kepler :

t—t,=+/a®/p(E —esink) (3.74)

Introduisant alors 'anomalie moyenaié = /u/a3(t — t,), on peut faire en sorte quée soit
une des variables canoniques. Il suffit de définir une transformation canoniquetenttg f)
et (M, L) qui ne change ni I’hamiltonien ni les autres variables, et pour cela il suffit d’avoir :

(t—t,)dh — MdL =0


Intégrer l'équation (3.70) en posant u = 1 / r. 

Retrouver ce résultat par l'intégration de (3.68) en y remplaçant la variable r par la variable E. 
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C'est-a-dire :

® K . dL 1 [;
(t - tp)ﬁda - E(t — tp)dL = 0 so1t % — 2\/;

2
On en déduitL = ,/zia eth = —#.

C’est ainsi que I'on aboutit au&léments de Delaunay, ¢, 9, L, G, ©) définis, avec les
notations de Poincaré, par :

| = M L = Jua
g = w G Lv1—e? (3.75)
9 = ©® = Geosi

L’hamiltonien correspondant conserve sa valeur :

Hl(l, g, 197 L, G7 @) = H1<_7_>_7L7_7_) = _% (376)
Les équations d’Hamilton s’en déduisent :
dt — oL  L° ad — o1
dg _O0Hi _ dG _  O0H; _
%—8(;—0 dt T o =0 (3.77)
dy _ 91 _ do _ _0H, _
at — g6 a — 99

Notons gu’il suffit de changer le signe de I'hamiltonien pour que chaque variable canonique ap-
2

paraisse comme permutée avec son conjugueé. Ayee —H; = % on obtient évidemment :

2
@_QHQ_O ﬂ__aHg_LQ
ad — o1 dt ~ 9L I
dG  O0Hy, dg _ 0Hy _
= g @t~ "aoq " (3.78)
@_aHg_O @__GHQ_O
dat = 99 a — g0

C’est d’ailleurs sous cette derniére forme que sont souvent utilisées les variables de Delaunay
(L,G,0,1,g,9), avec un hamiltonienhangé de signe

HQ(La Ga @7 l7 9, 79) = HQ(La _____ ) = a

ou le réle des variables et de leurs moments conjugués est inversé.
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12.2.4 Passage aux éléments canoniques de Poincaré

Les variables de Delaunay ne sont pas les meilleures qui soient lorsque I'excentricité ou I'in-
clinaison sont trés petites car elles engendrent les mémes singularités que les éléments d’orbite
définis en(3.45) Cela se manifeste ici sur les variables et© qui ne different alors I'une de
I'autre que par des quantités de 'ordre du carré de I'excentricité ou de l'inclinaison. Ces trois
variables deviennent identiques et donc indiscernablestsis’annulent ; dans le méme temps
les angles, g etd deviennent indéterminés.

Pour éviter ces singularités, Poincaré a introduit des variables canoniques non singulieres
lorsque I'excentricité et I'inclinaison sont nulles. Ce sont les éléments suivants :

A=L A=l+g+7
=1/2(L — G) cos(g + 9) n=—y/2(L—G) sin(g +v) (3.79)
=4/2(G — O) cosv qg=—/2(G —0O) sinv

(notons que, vue la signification des éléments de Delaun@présente la longitude moyenne,
g +19 = w est la longitude du péricentre dans l'orbitedet= () est la longitude du nceud
ascendant)

Ces éléments sont tout-a-fait analogues aux variables k, h, q et p déja introduites en
(3.47) En effet\/2(L -G) = \/QL(l — /1 —¢2) est de l'ordre de/L et /2(G — O) =

\/QLW/(l — €2)(1 — cosi) est de I'ordre deini /L.

Pour passer des éléements de Delauray~, ©, [, g, J) auxéléements de Poincam@n définit
d’abord d’autres variables canoniques :

=1L p=Il+g+79 (=X
ro=L—-G pp=—(g+9) (=-w) (3.80)
=G-06 p3 = —v (= -9

Cette transformation est canonique puisqu’elle vérifie la condition de canonicité :

ldL + gdG + VdO — pldl'l — deZ'Q — pgdfﬂg =0

Ensuite, il suffit de vérifier qu’une transformation du type :

(y,z) — (u,v) avec u = /2y cosx et v = /2ysinx (3.81)

est aussi canonique. En effet elle vérifiéw + ydx = dG, avecGy(z,u) = %u2 tanz. Ces
deux transformations laissent I’hamiltonien inchangé, égal finalement a :

H3(A7£7p7 )‘7777Q> :H3(Aa_7_7_7_7_) = L (382)
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12.3 Systémes d’'unités astronomiques

Le systeme d’unités international MKS n’est pas adapté aux mesures astronomiques : Dans
ce systeme, les distances ou les durées mesurées dans I'Univers sont données en meétres ou ¢
secondes avec une faible précision par des nombres trés grands (qualifiés “d’astronomiques™!).
Cependant, on arrive depuis peu a obtenir, dans le systeme solaire, des mesures de distance
par radar exprimées en meétres avec une précision de I'ordre du kilométre ou par laser (sur la
Lune) avec une précision de quelques centimétres. Ces mesures bénéficient de la trés bonn
précision des mesures de temps. La situation est au contraire trés mauvaise en ce qui concern:
la précision des mesures de masse des étoiles ou des planétes si I'on veut exprimer leurs masse
en kilogrammes ; on pourrait indirectement 'améliorer si la constante de la gravitation univer-
selle était mieux connue dans le systtme MKS. Les meilleures mesufésidenent en effet
seulement 5 chiffres significatifsk’ = 6, 6720 10~'* m*kg~'s2.

En fait, 'observation de mouvements képlériens elliptiques dans I'Univers permet de relier
les 3 grandeurs Longueur - Masse - Temps, a condition de condditBela est notamment

3
évident dans la troisieme loi de Keple% = % gui montre que des mesures de distance

et de temps associées a une valeurikdepermettent de déterminer la masse avec la méme
précision que la moins précise de ces grandeurs. Coiinest mal connu dans le systeme
MKS comparativement aux distances et aux temps, on ne détermine bien que le aroduit
par exemple, 'observation des satellites de la Terre dodfwe; = 398 600, 64 10° m*s~2 ou

mr estla masse de la Terre, maigfini m; ne sont connus avec autant de chiffres significatifs.

En fait, la difficulté de mesurer la masse des astres en kilogrammes vient de la définition
méme de I'unité de masse et de son caractere artificiel. Une unité “naturelle” de masse pourrait
étre la masse d’un atome ou d’un neutrorMais une telle unité ne serait pas non plus adaptée
a I’Astronomie. L'Astrophysique nous apprend au contraire que le comportement physique de
chaque étoile est notamment fonction de sa masse totale, qui apparait ainsi comme grandeut
fondamentale. Il est donc intéressant d’adopter en Astronomie une unité de masse qui soit celle
d’un astre. C’est lanasse du Soledui a été choisie car c’est une référence particulierement
bien observable et étudiée.

Dans ces conditions, avec cette unité de masse, pour le mouvement héliocentrique d’'une
particule fictive de masse négligeable qui serait soumise a la seule attraction du Soleil, on aurait

3

la troisieme loi de Kepler% = 4%2. Cette relation permettrait de détermid€avec la méme
précision que celle des mesures que I'on pourrait faire eiedeT” dans le systeme solaire. En

fait, si les périodes planétaires sont depuis longtemps mesurables avec précision (par exemple
pour la Terre,I" = 1 année sidérale 365,256 36305 j = 31558 149, 768 s), les demi-grands

axes ne sont pas encore mesurables en métres avec la méme précision.

Aussi procede-t-on autrement : On dit quee conventionla valeur dek” est donnée par le
nombre

k=+K =0,017202098950000  appeléconstante de Gauss
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Ce nombre est donné dans un systéeme d’unités ou l'unité de masse est celle du Soleib\notée
I'unité de temps est le jour (de 86400 secondes), et I'unité de longueunesélastronomique
(notée UA). Avec cette valeur conventionnelle &', I'unité astronomique de longueur est le
rayon de I'orbite circulaire qui serait décrite autour du Soleil par une planéte sans masse et non
perturbée par d’autres planétes, avec la période égale a :

2 .
Ty = =% — 365,256 898326 3

VK

Cette valeur, voisine de la période de la Terre, signifie que I'unité astronomique de longueur
est voisine du demi-grand axe de 'orbite terrestre ; la différence avec la période sidérale donnée
prédédemment vient de ce que la Terre a une masse non nulle et qu’elle subit les perturbations
des autres planétes. En adoptant pour unité de teamsde juliennécomprenant par définition
exactemen865, 25 jours de 86400 secondes), on obtient encore :

K = 39,476 926421373 (UA)* ®* (an)™?

Dans ce systéme d’uniték, est ainsi voisin der2.

A partir des constantes primaires :

— Vitesse de la lumiérec = 299792458 m s™*

— Temps de lumiere pour l'unité de distance,:= 499,004 782 s
on déduit la valeur de I'unité astronomique en metres : 1UAr, = 1,49597870 10 m.
Avec la valeur dek donnée dans le systeme MKS, on obtient aussi la masse du Soleil en
kilogrammes 1 = 1, 9891 10%° kg.

On trouvera dans [€ableau les valeurs admises actuellement pour les masses des planétes
rapportées a celle du Soleil, et dansTkbleau 2 les masses de quelques satellites naturels
rapportées a la masse de leur planete. Dans le Tableau 1, la masse de chaque planete comprer
la masse totale de la planéete et de son cortege (éventuel) de satellites.

Tableau 1 Inverse de lanasse des planetes’est-a-dire masse du Soleil évaluée en
masses de chaque planéte.

planéte ®/m planéte ®©/m

Mercure 6 023 600 Uranus 22 869
Vénus 408523, 5 Neptune 19314
Terre + Lune 328900, 5 Pluton 130000000
Mars 3098710 Céres 1700000 000
Jupiter 1047,355 Pallas 9100 000 000
Saturne 3498, 5 Vesta 8300 000 000

Tableau 2Inverse de lanasse des principaux satellites naturdlssystéme solaire, c’est-
a-dire masse des planetes évaluée en masses de leurs satellites.
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planéte satellite  myianete/ Msateltite
Terre Lune 81,300

Jupiter lo 21270
Europe 39060
Ganymede 12750
Callisto 17800

Saturne  Titan 4225,8
Neptune  Triton 500

On constate que la masse du Soleil est vraiment prépondérante sur celle des planétes, tou
comme celle de chaque planete est prépondérante sur celles de ses satellites. Jupiter, la plu
massive des planétes, a une masse inférieure au milliéme de la masse solaire. La Lune est parimr
les satellites, celui qui a la masse la plus importante par rapport a la celle de sa planete (plus du
centieme). La petitesse de ces masses relatives explique que les mouvements observés des pl
nétes ou de leurs satellites soient assez voisins de mouvements képlériens héliocentriques pou
les planétes, et planétocentriques pour les satellites. Cela justifie qu'on cherche a représentel
leurs mouvements par des mouvements képlériens perturbésHeftia 5.

A titre indicatif, le Tableau 3onne des éléments d’orbite héliocentrique des 9 planetes prin-
cipales du systeme solaire, en utilisant des éléments du 3ype) Ces élements sont donnés
avec une précision moyenne, valables sur une durée limitée a quelques dizaines d’années er
relation avec I'approximation purement képlérienne de leur mouvement. On donne en outre
la valeur du moyen mouvement sidérsl en secondes de degré par jour; cette valeur n'est
pas redondante avec la valeur donnée du demi-grand axe, car elle differe Iégérement de la va-
leur n du moyen mouvement que I'on pourrait calculer a partir de la troisieme loi de Kepler :
n*a® = K(1 4+ m). Pour calculer une position des planétes a un ingtaloinné a partir des
éléments fournis par le Tableau 3, il convient de calculer la longitude moyepaela formule
L = N(t — tp) utilisant N a la place dex.

Tableau 3 Eléments moyens des orbites héliocentriques des grosses planétes, rapportés a
I'écliptique et I'’équinoxe moyens J2000, pour la date= J2000.
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a (UA) e i 9) w Lo N (™)
Mercure 0,38710 0,2056 7500 48933 77946 252925 14732,42
Vénus 0,72333 0,0068 3939 76968 131556 181998 5767,67
Terre 1,00000 0,0167 — — 102994 100947 3548, 19
Mars 1,52368 0,0934 1985 49956 336506 355943 1886, 52
Jupiter 520260 0,0485 1930 100°46 14933 34235 299,128
Saturne  9,55491 0,0555 2049 113966  93°06 50208 120,455
Uranus 19,2184 0,0463 0577 74501 173500 314505 42,231
Neptune 30,1104 0,0090 1977 131978 48512 304539 21,534
Pluton 39,44 0,2485 17513 11057 22426 23727 14,3

Sauf pour Mercure et Pluton, toutes les orbites planétaires ont donc des inclinaisons et des
excentricités voisines de zéro. Il existe cependant de hombreuses autres petites planetes ol
astéroides (tels Céres, Pallas et Vesta, mais plus de 7000 autres astéroides sont actuellemel
répertoriés) dont les orbites sont en majorité situées entre celles de Mars et de Jupiter; leurs
excentricités et leurs inclinaisons sont en général plus fortes que pour les grosses planétes.
Certaines ont méme des excentricités supérieupes.d’autres petits corps traversent encore
le systeme solaire de maniere épisodique sur des orbites paraboliques : Ce sont les cometes
Certaines reviennent périodiquement aprés avoir été “capturées” par Jupiter a I'occasion d’un
passage a proximité de cette grosse planéte ; le mécanisme d’une telle capture est analysé dar
le prochain paragraphe.

12.4 Energie d’'une orbite et vitesses cosmiques

En mécanique spatiale, on étudie le mouvement orbital de corps artificiels qui peuvent étre
des satellites d’'une planéte ou des sondes spatiales en transit dans le systéme solaire ; on pel
alors toujours considérer que leur masse est négligeable devant celle de cette planéte ou devar
celle du Soleil. On peut méme considérer qu’en premiére approximation, lorsqu’un tel corps
est dans le “voisinage” d’'une planete de massel ne subit que I'attraction de celle-ci, assi-
milable a celle d’'un point ou d’'une sphere de méme masse, et qu’en dehors de ce voisinage,
il ne subit que l'attraction du Soleil de massé. Ce voisinage, presque sphérique, constitue
la sphere d’'influencele la planéte, dont la définition et le rayon seront précisésteps.4a
propos du mouvement des N corps. Disons seulement ici que dans ce voisinage, I'influence de
la planéte est “supérieure” a celle du Soleil. Dans le voisinage de la planéte, le mouvement
du corps est donc représentable par un mouvement képlérien planétocentrique associé a un
constante, = K'm, et al'extérieur de ce voisinage, par un mouvement képlérien héliocentrique
de constantg = K M ; les planétes elles-mémes peuvent étre considérées comme ayant en pre-
miére approximation des mouvements képlériens héliocentriques de constarité M +m).

Dans cette approximation, tous les mouvements du systéme solaire sont donc képlériens, chaque
corpsP étant attiré a chaque instant par un seul cefitde constanteg.


Calculer le moyen mouvement n des planètes citées dans le tableau 3 et comparer ces valeurs aux moyens mouvements moyens N. Les différences proviennent des perturbations mutuelles des planètes qui seront étudiées dans la partie 6. 
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E

Dans le cas oW décrit autour de&) une orbite elliptique de demi-grand axgavec2h =
—u/a < 0, l'intégrale de I'énergie s’écrit encore :
2
[ (3.83)

T a

Sil'orbite est circulaire de rayon= «a, on en déduit laitesse circulairex la distance et pour
la constante d’attraction, notéeV,(r) :

Va(r) = /& (3.84)
T
Notons qu’implicitement le vecteur vitesse est alors normal au rayon vecteur. Inversement, on
peut dire que si le poinP est lancé a la distaneedu pointO avec une vitesse égale a la vitesse
circulaire a cette distance et diriggerpendiculairemerit OP, I'orbite de P est nécessairement
circulaire.

To| = \/ /T L s s D
ol 1T Plus généralement, si 'orbite a une excentrieitét

' un demi-grand axe, aux points de I'ellipse ou = a
(c’est-a-dire aux extrémités du petit axe) on a une vi-

tesse paralléle au grand axe et de module égalﬁn.
L'anglea entrer et en ce point est tel ques a = e.
Donc, si on lance le poinf® a une distance, du point

O avec une vitessg w/ro €gale ala vitesse circulaire

a cette distance mais inclinée d’'un anglesur OP,
I'orbite de P est elliptique avee = cosa, a = rq et

le grand axe de cette ellipse est parallele a la vitesse
initiale. (3.84b)

Dans le cas d’'une orbite parabolique= 0), on a seulement :

2 (3.85)

i =
La vitesse correspondante estitesse paraboliqua la distance et pour la constante ; notée
V,(r), on a donc aussi :

Vo (r) = V2Vi(r) (3.86)

Il n'y a plus ici de contrainte sur la direction de la vitesse. Donc, si on lance le poiat

une distance, du pointO avec une vitesse égale a la vitesse parabolique a cette distance,
I'orbite de P est parabolique, quelle que soit I'orientation de cette vitesse lors du lancement.
L'orbite parabolique éloigne le poir? du pointO jusqu’a l'infini. On dit queV,,(r) est aussi

la vitesse de libératio@ la distance: et pour la constantg. C’est la vitesse qu'’il suffit juste

de donner au poinP pour I'éloigner a une distance infinie du poit et pour qu’il “y arrive”


Calculer la vitesse circulaire d'un satellite artificiel de la Terre pour une orbite située à 150 km d'altitude, et pour celle correspondant à un satellite géostationnaire tournant en 23h 56m 4,1s. (Pour la Terre, on a mu=398600 km³/s² et le rayon de la Terre vaut 6378 km). Dans le cas d'orbites coplanaires à l'équateur, calculer les incréments de vitesse minimaux à fournir pour passer de l'orbite basse (à 150 km) à l'orbite géostationnaire et la durée du passage sur cette orbite de transfert. 

Soit un corps sphérique de rayon R et de masse M. Calculer le rayon R de ce corps tel que la vitesse parabolique (ou vitesse de libération) à sa surface soit égale à la vitesse de la lumière. Ce rayon s'appelle "rayon de Schwarzschild", ou rayon du "trou noir" de masse M (avec mu=KM où K est la constante de la gravitation). Calculer le rayon de Schwarzschild du Soleil et celui de la Terre (réponses 3 km et 1 cm) et les densités moyennes des trous noirs correspondants. 


E
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avec une vitesse nulle. Ainsi, selon que la vitesse initiale donnée a la distast@férieure,
égale ou supérieurelg(r), 'orbite est nécessairement elliptique, parabolique ou hyperbolique
respectivement. On pourra tester ces divers cas avec lI'appietParPoVo.html

Pour laplanéte Terrede rayonR ~ 6378 km et de constante = 398600 km3s2, la vitesse
circulaire a la surface de la Terre (vitesse de satellisation) a6 km.s™*; la vitesse de
libération correspondante (& la surface de la Terrey/@dbis plus grande 11, 18 km.s™!. De
méme, dans le systéme solaire ou la constamtaut environ39, 4769 UA3.am 2, la vitesse
circulaire en un point situé a 1 UA du Soleil est égalg 2831 UA.anm ! soit 29, 785 km.s™!;
la vitesse de libération du systéme solaire a 1 UA vaut afors22 km.s—1.

Dans le cas d’'une orbite hyperboliqug:.(= i1/a = V2 > 0), on peut écrire :

2

A l'infini, le vecteur vitesse est porté par I'une ou l'autre des asymptotes; sur I'une, la vitesse
est dirigée vers le centr@ de I'hyperbole, tandis que sur l'autre, elle éloignele C'; 'angle §

entre les asymptotes orientées dans le sens du mouvemgrit dafini, représente laéviation

de P due a l'attraction d® par l'intermédiaire de la constante d’attractjonOn a :

d=7—2(m — W) avec COSWe = —1/e = sin(6/2) = 1/e

En utilisant les relationsqg = a(e — 1), b = av/e? — 1 eta = p/V2, on obtient encore :

) 1
1+ qioo
)%
et aussi: 5 .
Sin2 5 = T‘/Z’L (389)
1+ —=
1Y

La premiére relation permet de calculer la déviation obtenue pour une vitesse donnée a I'infini,
en fonction de la distancg au péricentre ; la seconde donne cette déviation en fonctidn de
qui représente la distance du foyera 'asymptote, c’est-a-dire aussi la distance au pOirt
laquelle P serait passé s’il n’avait pas éteé attiré par ce point.

Ces formules sont intéressantes pour évaluer par exemple la déviation subie par une sonde
spatiale ou par une comete lorsque celle-ci, se rapprochant d’'une planete, traverse sa spheér
d’influence ; on peut alors considérer qu’en premiere approximation, dans ce voisinage, le mou-
vement d’une particule est uniqguement dd a l'attraction de la planéte (probleme de deux corps).
Si S désigne la sonde ou la cométe,feta planete rencontrée, leurs vitesses héliocentriques
sont notées respectivement(S/R.) et V(P/R). La vitesse planétocentrique deest no-
tée V(S/Rp), ou Rp est un repére d’originé” en translation par rapport A.. La vitesse
planétocentrique dg€ a I'entrée de la sphére d’influence fteest :

V(S/Rp) = V(S/Rs) = V(P/Re) = Vg, (3.90)


En utilisant les constantes relatives à la Lune et aux planètes données dans la partie 4 (accessibles par l'index au mot Lune ou planète, ou en cliquant sur "planète Terre" ci-contre), calculer la vitesse circulaire de satellisation et la vitesse de libération à la surface de chacun de ces corps. 

Calculer la vitesse de libération de la Terre au niveau de l'orbite lunaire. On considèrera que la distance moyenne de la Terre à la Lune est de 380 000 km. Calculer la vitesse de libération à la surface de la Lune pour s'échapper du système Terre-Lune. On déterminera dans quelle disposition géométrique doivent être la Terre, la Lune et le point de lancement sur la Lune pour profiter au mieux des vitesses d'entraînement de ces corps (en supposant des orbites circulaires et en évaluant la "déviation" nécessaire pour que la vitesse à "l'infini de la Lune" ait la bonne direction et la bonne valeur pour s'échapper ensuite de la Terre) 
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Aprés avoir “contourné” la planéte en passant a la distance minipadepoint.S sort de la
sphére d’'influence avec une vitesse planétocentrigfiedéviée de I'angle) (V< et V2 ont
méme module). La vitesse héliocentriquedia cet instant est alors :

Vi(S/Re) = V*(S/Rp)+ V*(P/Ry) = VL + V(P/Rg) (3.91)
VS'(S/R@) VS(S/RP) — Vs Sphére d’influence

sortie & \ -

V(P/Ro)

Ve(S/Ra)
entrée
Ve(P/Rg)

Si l'interaction deS avec P dure un temps négligeable, on pourra considérer que les vi-
tessesV¢(P/Ry) et V*(P/Rs) sont égales. Selon le sens de la déviation subieSpdans
le repére planétocentrique, la nouvelle vitesse héliocentriqué /R ) peut étre de module
supérieur ou inférieur a celui dé“(S/R) ; il en résulte pouS un gain ou une perte d’énergie
(échangée avec la planéte), et donc une orbite lui permettant de s’éloigner ou de se rappro-
cher davantage du Soleil. C’est ce mécanisme, apetélin gravitationnelqui est utilisé par
les sondes spatiales pour atteindre par exemple Saturne grace a un survol adéquat de Jupite
(sondes Voyager 1 et 2), ou qui expligue que de nombreuses cometes périodiques, initialement
sur des orbites héliocentriques paraboliques, aient été “capturées” par Jupiter lors d’'un survol
de celui-ci, transformant la parabole initiale en ellipse.

12.5 Calcul des éléments d’orbite a partir de conditions initiales

Etant données la positionet la vitesse" d’'un point P, mesurées a un instaftpar leurs
composantesz, y, z) et (&,y, 2) dans un reperdt, = Oigjoko d’origine O, on cherche les
eléments de l'orbite képlérienne decorrespondant a un probleme képlérien de fayest de
constante d’attractiop :

F, : (to, z, y, 2, &, 9, 2) — (2, 4, w, h, p, tp) (3.92)

Le calcul de ces éléments, ou de ceux donnég3efb) a (3.49) peut étre décrit par le
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formulaire suivant, qui utilise les notations introduitessdri. On calcule d’abord :
r= (22 +y?+ 2%)Y2  (supposét 0)

=

=rih+yjotzk=ru = {

u=r/r

h =7¢-1/2—p/r )

B - G=(G-Q)?
G =rANr=Gk = {k‘:G/G (siG +0)
e =7rANG/u—u
p =G/
e = (1+2hp/p)'
q =p/(1+e)

Sie estvoisin de zéro, il vaudra mieux calcudgrar une autre formule pour éviter I'erreur de
cancellation dans la soustraction de deux nombres voisins de 1. On trouvera cette autre formule
en(3.97) dans le traitement du cas elliptique.

Si G est nul (mouvement rectiligne porté pay, on peut définirc comme étant un vecteur
unitaire orthogonal &, par exemple & = (u A ky)/|u A ko|, OUk = i Si u et k, sont co-
linéaires ; en procédant ainsi, on aura un formulaire unique, valable pour les mouvement plan
et rectiligne. Linclinaisorni est le seul angle qui soit défini entre Ozet les valeurs entre 0
et an/2 correspondent & un mouvement direct, et celles supérieur¢d a un mouvement
rétrograde. Les autres angles sont tous définis entr@ et leur calcul est organisé de fagon
a les déterminer par leur sinus et par leur cosinus. Dans le formulaire qui suit, nous avons ainsi
mis en évidence toutes les singularités occasionnées-parou r et pare = 0, en exprimant
par des composantes cartésiennes, toutes les quantités susceptibles d’étre indéterminées.

Pour calculer et(2, on projettek etn sini = ky A k sur les axes d&, :

cosi =k - ky = 1
sing cos) = (ko/\/f)-io_—k'jo} .
sini sinQ = (kO/\k)]O:kZO = S1 Z#OOHTI’ (393)

Sii est voisin de zéro ou de, il vaut mieux cependant calculépar son sinus et son cosinus,
avecsini = [(k - i) + (k - jo)?]*/?

Pour calculew, on projettee surn et surk A n :

esini cosw = (ko/\k)-e:(k/\e)-kg} .
esini sinw = kA (kA -c—=ec-k = w siit#OQoumete #0 (3.94)
On peut aussi calculer directemént+ w) en projetant, surn et surk A n :
sini cos(w+w) = (k/\u)ko} .
sini sin(w +w) — u- ko = w+v sii#0oum (3.95)
On a ensuite 'anomalie vraie, puis la longitude du péricentre et la longitude vraie dans des

cas particuliers :

re cosw = r-e :
) ) } = w sie#0
re sinw = Grr/p
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E

e cos(N+w) = 6.2'0} L
esin(Q+w) = e-j = Q+w sii=0ete#0
cos(Q+w+w) = u-i

sin(Q +w +w) = u'jo}:>9+w+w sit=0ete=0 (3.96)

Sii = 0 oum, on peut adopter par conventiof:= 0 ou toute autre valeur.

Pour déterminet,,, instant de passage au péricentre (mesuré par rapfQrica Ly, longitude
moyenne a l'instant,, 3 cas sont a considérer :

1. <0 = a=—p/2h etn=/u/a3

ecosE = 1—r/a}
esinE = rr/na®

= F sie#0
On peut aussi en déduiesavec précision, surtout giest treés petit :
e=[(1-r/a)?*+ (r7)?/ua)‘’? (3.97)
On a ensuite I'anomalie moyenne a I'instant
My=n(ty—t,) =E—esink = t, =1ty — My/n

On en déduit encore la longitude moyenngea cet instant :

Lo=Q+w+ M, (3.98)
ou la longitude moyenné a tout autre instant:

L = Lo+ n(t—tg)

Si e est nul,t, n'est plus défini, mais) + w I'est encore ; les anomalies vraie et moyenne
étant alors égales, on peut calculey = 2 +w + w a partir de(3.93)et(3.95) Sii aussi
est nul (ou égal &), on a directement., = 2 + w + w calculé par(3.96)

2.h=0 = ur? =2r —p et T=rr/u puis :

1,
to —t, = i(p—i- 5/1/7' )7' = 1,

Sip # 0, avecn = /u/p3, on a encoreM, = n(ty — t,), puisLy par(3.98)

3.h>0 = a=pu/2h etn=,/n/a

ecoshE = 1+r/a

e sinhEl = T?*/naQ} = expE puis E

On a ensuite :
My =n(ty—t,) =esinhE — E = t,

puis Ly par(3.98)


Programmer dans le langage de votre choix le calcul des éléments orbitaux d'une planète à partir de sa position et de sa vitesse initiales dans un repère héliocentrique. Déterminer par ailleurs la position héliocentrique d'une planète et sa vitesse à une date fixée dans l'écliptique et l'équinoxe moyens J2000 (en prenant les données dans les tables de la "Connaissance des Temps" ou sur le site du Bureau des Longitudes www.bdl.fr). En déduire les éléments d'orbite de cette planète et comparer aux valeurs données dans le Tableau 3. Les différences viennent des perturbations mutuelles des planètes qui seront vues au chapitre 6. 
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12.6 Calcul d’éphémerides a partir des éléments d’orbite

Inversement, étant donnés une constante d’attragtienles éléments orbitaux d’un point
P relatifs a un reperé, du type :(Q2, i, w, h, p, t,), ou du type de ceux donnés gh45)a
@ (3.49), on peut calculer la position et la vitessedelans ce repére a tout instardonné :

Fu_l c(t, Q4 w, h, p, tyouLlgat =ty) — (z, vy, 2, &, Y, 2) (3.99)

Avec les notations introduites €11, on peut utiliser le formulaire suivant. On a d’abord

dans tous les cas :
= /14 2hp/p (3.100)

puis, pour déterminer la positiqiX, Y, 0) et la vitesse(X, Y, 0) de P dans le repére propre
Owugupk, 3 cas sont a considérer :

1.h<0 = a=—u/2h et n=./u/a®puis M = n(t—t, ou bien
M:L0+n(t—t0)—9—w pUiS:

M=F—-esinE = E (parinversion de I'équation de Kepler)
r=a(l—ecoskE)

X =a(cosE —e) Y —avI—e?sinE (3.101)
X = —(na?/r) sin E Y = (na®/r)V/1—e? cos E

2.h =0 = n = /u/p> si p#0puis M =n(t—t,) oubien M =
Lo+n(t—t) —Q—w et ennotanty = tan 3 :

w

E

M = % +% = F (par inversion de I'équation de Barker)
=p(1+E7)/2 (3.102)
X—p(l—E2)/2 Y =pFE
—upE/r Y = /up/r
Si p =0, on aplus simplement u73/6 =t — t, = T pUIS:
X = —ur?/2 Y =0 X = —pur/r Y =0

3.h>0 = a=p/2h et n = ,/u/a®puis M = n(t—t,) ou bien
MIL0+n(t—t0)—Q—w et:

M =esinhE— F = E (parinversion de I'’équation de Kepler)
r=a(ecoshE —1)

X =a(e—coshE) Y =ay/e? —1sinh B (3.103)
X = —(na?/r) sinh B Y = (na®/r)v/e® —1 cosh E


Programmer le calcul de la position et de la vitesse d'une planète à une date donnée, à partir des éléments d'orbite de cette planète. On pourra vérifier le calcul en utilisant le programme construit précédemment pour déterminer les éléments d'orbite à partir de conditions initiales. 
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Notons que pour déterminéd?, il faut dans tous les cas inverser I'équation de Kepler ou de
Barker. Lorsqu’on recherchE numériquement, on utilise généralementiéthode de Newton

pour sa convergence quadratique : En mettant I'équation de Kepler ou de Barker sous la forme
f(E)—M =0,si f'(E)# 0, il suffit d'itérer la relation :

f(E) — M
f'(E:)
On démarre généralement les itérations akge= M . Dans le cas elliptique et si I'excentricité

e est assez petite, on peut aussi calciler partir du des premiers termes du développement
analytique de la solution dedguation de Keplefcf. 813) :

Ei+1 = Ez + AEl avec AEl = — (3104)

e e 3¢’
E=M+ 6_§ sinM—l—EsinZM—l—?sin?)M---
Cette expression peut aussi servir a amorcer les itérations dans un calcul numérigparde

la méthode de Newton.

Il reste finalement a appliquer les 3 rotatidnsi etw pour obtenir la position et la vitesse
de P dansR, :

xr T X X
y 9| =Rs(—Q) xRy(—i) x Rg(—w) x | Y Y (3.105)
z 2 0 O

ou ¥, etR; désignent les matrices de rotation :

1 0 0 cos sinf O
R1(0) =0 cosf sinf et R3(0) = | —sinf cosf 0
0 —sinf cosf 0 0 1

Remarque. Si, a la place des coordonnées cartésiennes, on désire les coordonnées sphérique:
de P (distancer, latitude¢ et longitude)\), on peut déterminer d’aboud, puisr etw, et utiliser
les relationg3.44)qui donnent directemesin ¢ ettan(A — 2) en fonction de et dew + w.

12.7 Calcul des éléments d’orbite a partir d’observations : Méthode de Laplace

Ce paragraphe concerne essentiellement des observations de planétes ou de comeétes faite
depuis la Terre ; leurs mouvements sont alors supposés héliocentriques, celui de la Terre étant er
outre supposé connu. Ces observations donnent uniguement la direction de I'astre (mais pas s:
distance). Etant donné un certain nombre de telles observations le probleme de la détermination
des orbites consiste a trouver une conique ayant un foyer au Soleil, telle gu’elle s’appuie sur
les directions géocentriques des observations et telle qu’elle soit décrite suivant la loi des aires
(en toute rigueur, les directions d’observation sont d’abord topocentriques, c’est-a-dire vues
d’un point de la surface de la Terre, mais, comme les corrections de parallaxe qui donneraient


Programmer dans le langage de votre choix l'inversion numérique de l'équation de Kepler par la méthode de Newton décrite ci-contre. Comparer le résultat à celui que fournit le développement analytique de E donné ci-dessous en fonction de e et M et limité au degré 3 en excentricité. Déterminer l'excentricité maximum pour laquelle ce développement donne un résultat juste avec 5 chiffres significatifs. 

Montrer que ce développement limité au degré 3 en e peut être obtenu par iterations successives à partir de E_0 = M puis avec E_{i+1} = M + e sin(E_{i}) . On supposera que l'excentricité est une quantité infiniment petite d'ordre 1 et on développera en puissances de x les fonctions sin(x) ou cos(x) lorsque x est petit. 
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des directions géocentriques ne peuvent étre faites qu’en connaissant la distance de I'astre, or
néglige pour le moment ces corrections, ce qui revient a négliger les dimensions de la Terre
devant cette distance).

Appelonsp(7) le vecteurunitaire de la ligne de visée géocentriqgue de lI'astre observé a
un instantr. Sa direction peut étre donnée par 2 coordonnées, généralement écliptiques ou
équatoriales. Chaque observation fournit donc 2 données indépendantes. Comme une orbite es
définie par 6 constantes, il suffit en principe de 3 observations indépendantes pour la déterminer.
Cependant, si I'astre observé a un mouvement coplanaire a celui de la Terre (donc situé dans
I'écliptique), il faut 4 observations car une orbite dans ce plan est définie par 4 constantes (par
exemple «, e, w, t,), et parce que chaque observation dans ce plan ne donne qu’une donnee a
savoir la longitude de I'astre. Ceci permet de prévoir qu’'un mouvement voisin de I'écliptique
sera mal déterminé si I'on dispose de seulement 3 observations. D’une fagcon générale, il est
d’ailleurs souhaitable d’en avoir davantage afin d’atténuer statistiguement I'effet des inévitables
erreurs d’observation.

Il existe plusieurs méthodes de détermination d’orbite. Toutes cependant s’efforcent de don-
ner d’abord, par approximations successives, la distance de la Terre a I'astre observé aux instants
d’observation : Lanéthode de Gaugmour les orbites elliptiques (ou d’Olbers pour les orbites
paraboliques) part de la connaissance approchée que I'on peut avoir de la constante des aire:
lorsqu’on dispose de 3 observations espacées de quelques semaines; en revanaheda
de Laplaceque nous allons voir, suppose qu’on ait au moins 3 observafiens) }, assez rap-
prochées dans le temps pour pouvoir déterminer les vectguig et p, @ un instant moyen
To ; cette méthode se préte bien au calcul automatique et a I'avantage de convenir a tout type
d’orbite. Son principe est de fournir les vecteurs position et vitesse héliocentrique de I'astre a
l'instant 75, a condition de conntie p,, p, €t p, a cet instant; il suffit ensuite d’appliquer le
formulaire décrit er§12.5pour obtenir les éléments de I'orbite.

Pour cela, noton® le rayon vecteur geocentrique du Soleil ; on le connait a chaque instant
grace aux éphémérides du Soleil publiées chaque année par exemple dans la Connaissance dk
Temps. On peut donc aussi en déduire (numériqguement) sa vitedsa instant quelconque.
Soientr et i les vecteurs position et vitesse héliocentriques de I'astre, inconnus au départ et
qgue I'on cherche a déterminer pour l'instapt Soit enfinA la distance geocentrique de I'astre
a cet instant, également inconnue. On a alors, a tout instant :

r=Ap—R (3.106)

d’ou I'on tire par dérivation : . _
r=Ap+Ap—R (3.107)
i=Ap+2Ap+Ap—R (3.108)

Comme les mouvements héliocentriques de l'astre et de la Terre sont, en premiére approxima-
tion, des mouvements képlériens d’équation :

r - R
T=—l— et R=—p

. =5 (3.109)
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on tire de(3.108)et de(3.106)I'équation vectorielle suivante :
. . . A
Ap+2Ap+(A+“3)p:(’§—”3)R (3.110)
r r R
Sauf singularité, cette équation représente 3 équations scalaires dont on peut éliminer I'inconnue
Ajilreste :

(on0) =R (pn5) (L~ 45) (3.111)
2(009)pd = R-(00D) (55— 1) (3.112)

De I'équation(3.106)on tire en outre cette relation entre les inconnuesA :

=R+ A*-2Ap-R (3.113)

On utilise ces équations a l'instant : Si le produit mixte(p,, py, po) N'est pas nul (c’est-
a-dire vecteurs non coplanairespgt# 0 etp, # 0), (3.111)et(3.113)permettent de calculer
r et A a cet instant; en effet, en reportant ddfsl13)la valeur deA donnée paf3.111)en
fonction der, on obtient une équation algébrique de degré 8 greules les racines réelles
positives satisfont le probléeme. On pourrait montrer qu’akidxé a 1, il y a 3 racines réelles
positives (dont celle = R et A = 0), une racine réelle négative, et les autres sont complexes.
L’'ambiguité entre les 2 racines positives possibles peut étre levée par le signédidans le
cas ou ces 2 racines encadrent la racine R; dans le cas contraire, il faut faire jouer des
criteres de vraisemblance, ou utiliser des observations supplémentaires de fagon a déterminer
et a un autre instant.

Dés quer est ainsi déterminé, on peut calcultret A par(3.111)et (3.112) puisr et par
(3.106)et(3.107) et enfin les éléments d’orbite par le formulaire décrigé.5

Si le produit mixte(py, po, po) €St nul, il faut supposer qug est connu et écrire I'équation
donnant®. On pourra alors trouver de la méme fagoet A si le produit mixte(p,, pg, po) €St
non nul.

Remarque 1. Les valeurs de et dei- que I'on détermine par la méthode précédente sont des
premiéres approximations des vecteurs position et vitesse héliocentriques de I'astre ; il faudrait
améliorer ces valeurs approchées en tenant compte notamment du fait que le mouvement rée
de la Terre ne suit pas I'équation simplifid&e= —pR/R3, mais subit I'influence des autres
planetes et surtout de la Lune : C’est en effet d’abord le barycentre du systéme Terre-Lune qui
suit sensiblement un mouvement képlérien autour du Soleil ; le mouvement de ce barycentre est
ensuite perturbé par les autres planetes. Dans la déterminatidnldaut donc tenir compte de

la position de I'observateur sur la Terre par rapport a ce barycentre en utilisant les éphémérides
de la Lune.

Remarque 2. Les lois de la mécaniqgue newtonienne concernent les positions géométrique des
astres a un méme instant; or, les observations d’'un &stlennent la position d& a l'instant
ou la lumiére a été émise pat. Entre cet instant et I'instant de I'observation, il s’est écoulé


Programmer la méthode de Laplace exposée dans cette section. Appliquer à des positions géocentriques d'une planète que l'on prendra dans la "Connaissance des Temps" ou sur le site du Bureau des Longitudes. 
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un tempsit = A/c ou ¢ est la vitesse de la lumiére. Si I'on veut des positions géométriques
simultanées, il suffit donc dhtidaterles position et vitesse du Soleil dé. La valeur deA
obtenue en premiere approximation permet de caleulet de reprendre ensuite le calculde
et A en utilisantR et R antidatés dét.

Remarque 3. Les calculs décrits précédemment supposent copnpset p, (et parfoisp,) a
un instantr, ; en réalité, on observe seulement des directigng a plusieurs instants et I'on
doit procéder a une dérivation numeérique de la fonctign. En écrivant le développement de
Taylor :
_ 1. 1.

p(Ti) = po + po (7i = 7o) + 5o (Ti = 70)% + 6o (i = 70)° + -
On voit que 3 observations permettent de déterminer les 3 vegigyiset p, dans I'équation
tronquée :

1
p(Ti) = po + p1 (T, — T0) + 3P2 (1: — 70)?

Ces vecteurs sont seulement des approximations, gg et p,. Ces approximations seraient
meilleures si, avec davantage d’observations, on introduisait dans le calcul des dérivées supplé-
mentaires de. On peut cependant montrer que si I'on prend pgua moyenne arithmétique

des dates;, I'erreur due a la troncature du développement de Taylor & un certain degré, est du
méme ordre de grandeur que celle gu’on aurait ayegelconque et une troncature au degré
immediatement supérieur.

Remarque 4. La méthode de Laplace exposée ici pour des observations de planetes, pourrait
étre transposée au cas des satellites artificiels de la Terre : Il faut seulement remplacer le mou-
vement du Soleil (soif?) par la loi du mouvement de I'observateur entrainé par la rotation de

la Terre sur elle-méme.

13 Développements en série du mouvement képlérien elliptique

Etant donné un poinP animé d’'un mouvement képlérien elliptique autour d’un foeon
cherche a représenter ses coordonnées dans le repere@igpgelu plan de son mouvement,
sous forme de fonctions explicites du temps, du demi-grand axe et de I'excentricité. On rappelle
gue ces coordonnées, cartésiennes ou polaires, sont déja connues en fonction de I'anomalie vrai
w et de 'anomalie excentrique :

X =rcosw=a(cosE —e)
Y =7 sinw=av1—e2sin E
_a(l—¢€?)

1+ ecosw

1 FE
w = 2arctan ( te tan )

=a(l —ecosE) (3.114)

1—e 2
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Pour exprimer ces quantités en fonctiontdeu de maniere équivalente en fonction de I'ano-
malie moyenné\/ = n(t — t,), il faut inverser I'équation de Kepler :

E—esinE=M = E = f(e,M)

On se propose de construifée, M) puis les quantité$3.114)sous forme de développe-
ments en série des “variables’®t M. Pour cela, on utilise la propriété des quantit&sy’, r,
E — M etw — M d'étre des fonctions périodiques de de £ ou de M, de périoder. Ces
guantités sont donc notamment développablesters de Fouriede M ; on va montrer que ces
coefficients sont des fonctions de I'excentricif@ux-méme développables en séries entieres de
e. Ensuite, sous certaines conditions, on peut changer I'ordre des termes dans ces séries en son
mant d’abord sue, et obtenir ainsi des séries entieresencoefficients périodiques. Chacune
de ces représentations a son intérét. Voyons d’abord la représentation en séries de Fourier.

13.1 Séries de Fourier
Soit f(x) une fonction périodique de période, a variations bornées pour taut on sup-

pose quef est intégrable ainsi que les produjt&e) sin nz, f(z) cosnx ou f(x) exp inx pour
toutn (oui? = —1). Alors, les séries :

S1=ag+ Z(ak cos kx + by sin kx)

k=1
+oo
Sy = Z c exp ikx
k=—0o0
avec
1 2m 1 27
aoz—/ f(z)dx ak:—/ f(x) cos kx dx

2m Jo mJo

1 f2r 1 j2m
b = —/ f(z)sinkzx dz k= —/ f(z) exp —ikx dx (3.115)

m Jo 2m Jo

convergent vers la valeur d&z) si f est continue err, et sinon vers la valeur moyenne
(f(xy0) + f(xz_0))/2. Si f est continue dans un intervalle, les séries précédentes convergent
uniformément verg'(z) dans cet intervalle. On a en outre les propriétés utiles :

— Si f estimpaire, on aa, =0 et b = %fg f(z)sin kx dx VEk

— Si f estpaire,ona: b, =0 et ag = %f(f f(z) cos kx dx vk

13.2 Inversion de I'équation de Kepler

La dérivée% = 1 — ecos E est une fonction paire et périodique de de périoder.
Comme les anomalies, F et M s’annulent en méme temps (modue) et ont la méme
période,dM /dE est aussi une fonction paire deou de M, de périoder. Il en est de méme
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de son invers@E/dM égal par ailleurs a/r (cf. (3.24). Si I'on développe:/r en série de
Fourier deM, on en déduira, par intégratio; en fonction deM, c’est-a-dire qu'on aura
inversé I'équation de Kepler. On a :

1 27 sl 2
227/ adM—i—Z(/ acoskMdM)coskM
r 2rJo 7 i \mJo T

Or, avec(a/r)dM = dE, le terme constant de ce développement vaut 1, et aee F —
esin £/, on obtient :

o 2 T
14 > (/ cosk(E — esin E) dE) cos kM
r =\ Jo
Par ailleurs, lesonctions de Besséele premiere espéce d’indiée notées/,(z), sont définies
par :

1

" or

1 2m ) 2m
= — / cos(ku — xsinu) du — L / sin(ku — xsinu) du
2m Jo 2w Jo

2T
Ji(x) /0 expi(zsinu — ku) du (3.116a)

1 ™
= —/ cos(ku — xsinu) du (3.116b)
m Jo
On obtient donc finalement :
g =1+ 2J,(ke)coskM (3.117)
k=1
puis par intégration dé~ = (a/r)dM :
> 2
E=M+ Z T Jp(ke) sin kM (3.118)
k=1

On a aussi immédiatemesih £ = (E' — M) /e, Soit :

<2
sinE =) e Jy(ke) sin kM (3.119)

k=1

Pour exprimercos ' en fonction de)M, il est utile de voir auparavant quelques unes des
propriétés des fonctions de Bessel de premiere espece.

13.3 Fonctions de Bessel d€1° espéce

L'expression(3.116a)qui définit les fonctions de Bessel, mise sous la forme
1
o7

2m
Ji(x) /0 expi(xsinu) exp(—iku) du
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est comparable @.115) montrant queJ,(z) est le coefficient de Fourief, dans le développe-
ment en série de Fourier erde la fonctionexp i(x sinu) :

exp i(x sinu) Z Je(z) expiku

k=—00

. . sl 1 [
En posant = expiu, onaaussiisinu = ;(z —1/z), puis :

@ exp 5 (z—1/z2) = Z Ji(x (3.120)

k=—0o0

Or,on a aussi :

exp L (z—1/2) =exp - X exp =~ = = 1 (wz)mx $ " <x>n

2z = ym! \2 — n! 2z

En identifiant le coefficient de* dans ces 2 expressions@e (= — 1/z), on obtient :

0 1 k+2n .
=% 0 g (3) ookt (3.121)
n=0
et > 1 h+2
_ mth AN : _
_mz::()(_l) ml(m + h)! (2) . k=-h<0
soit
J_p(z) = (=) Ju(z) (3.122)
On a en particulier :
oo n 2
n xZ
= Z:O (—1) (m 2n) (3.123)

L'identification des coefficients de’ est Iégitime car les développements des deux exponen-
tielles étant absolument convergents, leur produit est une série double absolument convergente
Le développement (3.121) d& () converge donc pour tout. On pourrait méme montrer
gu’on a pour toutr :

| Jo(z)]? < 1 et | Jn(2)]? < pour k#0

| —

De ces développements, on tire les propriétés suivantes :
— Pour toutk non nul, on a J,(0) = 0; pourk = 0,ona:Jy(0) = 1

— Le terme de degré le plus bas dgx) vaut

k:
Qk ok ; les termes suivants ont des exposants
k
croissant de 2 en 2. Siest petit devant 1, on a aingj(z) ~ 2%“7]@


En supposant que x est une quantité petite, déterminer pour quelles valeurs de k les fonctions de Bessel J_k(x) admettent un développement limité contenant des termes de degré inférieur ou égal à 3. En déduire le développement limité au degré 3 en excentricité de l'expression (3.118). Comparer ce développement avec celui donné précédemment lors de l'inversion numérique de l'équation de Kepler (section 12.6). 
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— La parité deJ,(x) en tant que fonction de est la méme que celle de:

Ju(—2) = (=1 Ju(z) = J_i(2) (3.124)

— En dérivant(3.120)par rapport & : % (1 + Z%) S Je(n) 28 = Sk Ju(x) 2P et en

identifiant les termes erf~!, on obtient une relation de récurrence entre 3 fonctions de
Bessel d’indices successifs :

k Ju(z) = g (Joo1(2) + Jpia (2)) (3.125)

— En dérivant(3.120)par rapport &, on obtient de la méme facon :

(Jh-1(#) = Jega(2)) (3.126)

d 1
gy = =
dx k(@) 2

On a en particulier % Jo(z) = —Ji(2)
En utilisant(3.125)et (3.126) on pourrait encore montrer qui(z) vérifie I'équation dif-

férentielle : » ; 2
1
@Jk(x) + ——Jp(z)+ (1 — xQ)Jk($) =0

13.4 Développements deosnE etsinnkE en série de Fourier deM

On obtient ces développements simultanément en cherchant le développement en série de
Fourier de la fonction complexep inE :

oo 1 jon
expinE = c,(c") exp ik M avec c,(gn) =3 / exp ink exp —ikM dM
= 7 Jo

Avec M = E —esin E etdM = [1 — Se(expiE + exp —iE)] dE, on obtient :

1 2
M= — expi|(n — k)E + kesin £/ 1—E(expiE+exp—iE dE
k 2m Jo 2

= Jy_n(ke) — g (Joon_1(ke) + Jo_ns1(ke)) d'aprés(3.124)
Pourk =0ona:
=1 i A=z o =0 pouwr {7 i 1

Pourk # 0 on a, d'apreg3.125):

k; (Jk_n_l(k:e) + Jk—n+1 (ke)) = (k - n) Jk_”(ke)
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d’ou I'expression plus simple dé”) :

A" = =z m e o(ke)  pour  k#0
On en déduit aussic,"” = ¢!
En décomposanikp inE en parties réelle et imaginaire, on a enfin, d’abord :

cosnE = ¢V + Z —Jk n(ke) cos kM

k——oo
k0
soit :
—e/2 sin=1 n
nE:{ /2 }+kzl = (Jion(ke) = Jen(ke) coskM | (3.127)

puis, de la méme facon :

sinnk = Z (Jp—n(ke) + Jxin(ke)) sin kM (3.128)

Pourn = 1, ces expressions permettent de calculer les coordonnées dupainséries de

Fourier deM :
X > 1
2T cosw =cosE —e = —% + Z — (Jp—1(ke) — Jyy1(ke)) cos kM
a a 2 Ok
@ soit, d’apreg3.126):
T 3e X2 |d
~CosW = —— + kz_:l Z [dek(x)] N cos kM (3.129)

Y V1—e?
Tl Ginw=vI—sinE = Z . c (Ji—1(ke) + Jri1(ke)) sin kM

a a
soit, d'apreq3.125):

< 2y/1— ¢2
T sinw = Z ¢ Ji(ke) sin kM (3.130)
a = ke
r 2 e
o= l—ecosE=1+ 5 > T (Jr—1(ke) — Jyy1(ke)) cos kM (3.131)
k=1



Développer les expressions (3.129) et (3.130) au degré 2 en excentricité. 
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Cette derniere expression montre que la valeur moyenmesde une période du mouvement
vauta(1 + €%/2) ; le demi-grand axe n’est donc pas la valeur moyenne de la distance

Pour obtenir enfin 'anomalie vraie en fonction de 'anomalie moyenn¥, il faut d’abord
exprimerw en fonction de& en résolvant I'équation

tan(w/2) = /(1 +¢)/(1 — ) tan(E/2)

puis utiliser les développements qui expriméhtcos nE etsin n ' en séries de Fourier dd.
En posanp = \/(1 +e)/(1 — e), cette équation s’écrit encore :

expiw—1  expil —1

expiw + 1 _pexpz’E—i— 1
soit, aveq; = g&% —(1—-vV1i—e?)/e:

1— 1 B 1-— —iFB
A=p+Utpexpib . plogexpi (3.132a)
(I1+p)+(1—p)expiE 1—qexpiF

expiw =

On vérifie quey est inférieur a 1, tout comme et que sk est petit devant 1; est de I'ordre de
e/2. En passant aux logarithmes, on obtient :

iw=1iF +In(1 — q exp—iE) — In(1 — q expiFE)

Or, pour|z| < 1,onaln(l —z) = — [ 1d_“"x = -3, [2Fdr = -3, L. On en déduit
le développement absolument convergent gourl :
@ w=1E+Y_ € (expinE — exp —inkE)
n=1 n
soit :
w=FE+2 Z L sinnE (3.132b)
n=1

De(3.118)et de(3.128) on déduit finalement le développement dgliation du centre)— M :

:2ZJ(/<56
=k

sin kM + 2 Z Z Jk n(ke) + Jpin(ke)) sinkM | (3.133)

n=1k=1

Remarque 1. En permutani’ etw et en changeanten1/p, la méthode précédente donhe
en fonction dew ; la quantité est alors changée eny :

E:w+2z(_
n=1

sin nw



Développer les expressions (3.131) et (3.117) au degré 2 en excentricité. Vérifier que le produit de ces 2 développements vaut bien 1 à des quantités d'ordre 3 près. Imaginer à partir de là comment on pourrait construire de nouvelles relations de récurrence entre les fonctions de Bessel. 

Soit P un point en mouvement képlérien elliptique autour d'un foyer F, repéré par les coordonnées polaires (r,w) dans le repère propre Fu_0v_0. Soit Q le point mobile de coordonnées polaires (a,M) dans ce repère (a est le demi-grand axe de l'ellipse décrite par P et M son anomalie moyenne). Soit Qxy le repère tournant tel que le vecteur FQ = a x tourne d'un mouvement uniforme autour de F, l'angle qu'il fait avec la direction Fu_0 du péricentre étant égal à M. Développer l'équation du centre (3.133) au degré 1 en excentricité. En utilisant cette approximation et celle du même ordre pour le développement de r/a, montrer que le mouvement képlérien du point P dans le repère Qxy est une petite ellipse d'axes ae et 2ae. 
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Remarque 2. Les quantités\/a, Y/a, r/a, w — E, w — M, étant des fonctions continues de

M, leurs développements en série de Fouriedflsont uniformément convergents pour tout

M. Les coefficients de ces séries de Fourier sont des fonctions de I'excentricité calculables a
partir des fonctions de Bessel. D’ap(&s121) ces coefficients peuvent étre calculés au moyen

de développements en série entiere.ddotons que d'un point de vue numérique, le calcul des
fonctions de Bessel par leur développement en série entieserdest efficace que pour des
excentricités modestes : Sest trop grand, la série étant alternée, la convergence est fort lente ;

il vaut mieux alors utiliser une représentation numeérique des fonctions de Bessel issue du cal-
cul numérique direct de l'intégral@.116b) Sie est assez petit, la séri@.121)est rapidement
convergente et le nombre de termes utiles peut étre relativement petit. Cependant, ce ne sont pa
forcément les premiers termes du développement de Fourier qui sont prépondérants ; I'identifi-
cation des termes importants de ces séries est facilitée par la considération de la propriété dite
“de d’Alembert” que vérifient ces séries.

13.5 La propriété de d’Alembert

D’aprées(3.121) Ji(z) estd’ordrek enz ; cela signifie que st est une quantité suffisamment
petite, Ji(z) est assimilable au terme de plus bas degreé dans son développement en série
entiére, c’est-a-dire au terme eh; plus précisément :

l‘k

Jp(x) ~ I (1—O(z%)) pour k>0

Jp(x) = (—1)

[\)

k|
k| _ ¥

21M | K1

(1—O(2?)) pour k<0

Dans toutes les séries de Fourieridrirouvées précédemment, on observe que le coefficient
de chaque terme aim kM oucos kM (correspondant a I’ “harmoniqué’) dépend d’une ou de
plusieurs fonctions de Bessel dont les indices géant oun est une constante. Ce coefficient est
donc au moins de deggéen excentricité, op = min(|k—n|, |k+n|). Lorsque I'excentricité est
faible, il est alors assez facile de reconnaitre le terme prépondérant dans chacune de ces séries ¢
Fourier ; c’est en général celui dont le coefficient contient une foncijoRar exemple, dans le
développement deos nF, le terme prépondérant est celuien kM aveck = n puisqu’alors,
dans son coefficient],,_,,(ke) s'identifie &.Jy(ne) ; ce terme est d’ordre O en excentricité. On
remarque aussi que les termes “voisins” de ce terme, c'est-a-dire les termesen 1)/
et encos(n + 1) M contiennent les fonction_; et .J; respectivement; ils sont donc d’ordre 1
en excentricité. Plus généralement, les termes situés a la “distamee’os n M, c’est-a-dire
les termes enos(n — p) M etcos(n + p)M, contiennent/_, et.J, respectivement, et sont donc
d’ordre p en excentricité. On a la méme propriété avec les termes voisigsm déd/ dans le
développement de Fourier da nE.

On dira qu'une série de Fourier vérifie peopriété de d’Alembert de rang, si le terme
prépondérant de cette série correspond a I’harmoniqlues développements desnF et de
sinnE vérifient donc la propriété de d’Alembert de ramg
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Ainsi, d’'une fagon générale, une série de Fourier vérifiant la propriété de d’Alembert de rang
n est de la forme suivante :
+o00
Aple, M) = > e ap(e) expikM
k=—o00
ou ay(e) est d’ordre O en excentricité. On pourra s’assurer que les développements en série de
Fourier der/a, dea/r, de E — M et dew — M vérifient la propriété de d’Alembert de rang
Zéro, tandis que ceux c{gcos w et deg sin w Vvérifient celle de rang 1.

Propriété : Si I'on fait le produit de deux séries de Fourier vérifiant,l'une, la propriété de
d’Alembert de rang., et I'autre, celle de rang, le résultat est une série de Fourier vérifiant la
propriété de d’Alembert de ran@ + m).

En effet, le produit de la sérig,, (e, M) ci-dessus par la série

“+o00

Bu(e,M) = 37 e bj(e) expijM
j:—OO
donne :
+ +o0 .
Z Z pln—k|+m—j| ai(e) bj(e) expi(k + j)M
k=—o00 j=—00
soit :

“+oo —+00
ST N elrtithitm=ilg, (e)by(e) expihM

h=—00 j=—00
Commeondn+j—hl+|m—j| > |n+j—h+m—j = |n+m— h|Vjon pourra
factorisere/t™~"| dans le terme d’harmoniqug et donc la série de Fourier vérifie la propriété
de d’Alembert de rang@n + m).

Application : On aura besoin par la suite de calculer les développements de Fourldr en
des diverses puissances &, dea/r, decosw ou desinw, et plus généralement, ceux de

(ﬁ)n exp imw OUn etm sont des entiers relatifs. On peut donc déja prévoir que les diverses

a
puissances de/a et dea/r veérifient la propriété de d’Alembert de rang zéro, tandis queiw

vérifie, commesin w etcos w, celle de rang 1 (en écrivasin w = L sinw x £); le développe-

ment de Fourier d:ég)n exp tmw Verifiera donc la propriété de d’Alembert de raing

13.6 Développement d(ég)n exp imw en coefficients de Hansen

On pourrait calculer ce développement en multipliant entre elles les puissances convenables
des développements dé¢r, der/a et de(r/a) exp iw. On peut aussi écrire ce développement
directement sous la forme :

n +oo
(T> expimw = »  X;"(e) expikM (3.134)
a

k=—00



Vérifier que les développements limités construits dans les exercices précédents satisfont à la propriété de d'Alembert de rang adéquat. 
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Les fonctionsX; "™ (e) sont lescoefficients de Hansefonctions de I'excentricité dont les prin-
cipales propriétés sont :

- X""(e) = X" " (e) (il suffit d’exprimer le conjugué dé%)n exp —imw)

— XM (e) = elmkly M (e?) ou la fonctionY,™ (e?) est paire et d’ordre zéro en ex-
centricité. Ceci traduit simplement la propriété de d’Alembert de rarej découle de la
forme du développement des fonctions de Bessel.

Voir aussi comment calculer cesefficients de Hansen avec Maple

On calcule les coefficients de Hansen grace au théoréme de Fourier :

1 20 re\ntt a
X" (e) = —/ () expimw exp —ikM — dM
r

21 Jo a
Or, avec g = (1 — /1 — ¢e2) /e, soit aussi & = 2¢q/(1 + ¢*), on peut écrire :
expiw = expiE (1 — gexp —iE)(1 — gexpiE)™! d’'apres(3.132a)

D1 —ccosE=1— %(expiE—l—exp—iE) =

- Th —W(l—qexpiE)(l—qexp—iE)

En utilisant encord/ = FE — esin E et(a/r)dM = dF, il résulte :

x expi[(m — k)E + kesin E| dE

En développant chaque parenthése par la formule du bindbme, on trouve :

1 r2r
Xy (e) = YR ZZ ”’”‘Cﬁgmgfo expi[(m — k — 1+ h)E + kesin E] dE
=0 h=0
avec :
nm  (nAm4+1\ (n—m+1 . ny nn—-1)---(n—k+1)
ar=""7T) () e (3)= i

Si (n +m + 1) est positif, la série ehest en fait un polyndme ; méme chose pour la sérik en
si (n —m + 1) est positif. On trouve finalement, aprés avoir réordonné les termes de cette série
absolument convergente :

p

Xp™(e) = (1+¢*)™" 12 )Y Clhn Teemp—an (ke) (3.135)

h=0

On vérifie queX,"™(e) est du méme ordre minimal que le terme de degré le plus Bas,;
c’est-a-dire de I'ordre del*—™l,
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13.7 Développements en série entiere de I'excentricité

Les séries de Fourier trouvées précédemment ont toutes des coefficients qui s’expriment sous
forme de séries entiéres de I'excentricité. En permutant I'ordre des sommations et en réorgani-
sant I'ordre des termes de facon a regrouper les termes correspondant & une méme puissanc
de I'excentricité, on obtient une série entiereed@ coefficients périodiques (sous réserve de
la validité de ce réarrangement). La propriété de d’Alembert montre qu’on a alors, en facteur
de chaque puissance deun nombre fini de termes périodiques. Par exemple, en développant
les fonctions de Bessel dans I'express{8riL18)de £ — M, on trouve le développement de
Fourier :

63 65
E-M=[e——+—+4---|sinM
(e ST )Sm
62 64 66
4= 4 ... sin2M
+<2 6+48+ )sm
3¢ 28¢6°
(8 128 )Sm?’ *

ou lasérie entiéere de :

2 3
E—]\/[:esinM—i—% Sin2M—|—%(—SinM—l—3Sin3M)—|—---

Il importe de remarquer que la convergence uniforme des séries de Fourier polif tut
quel gue soit < 1, n’entraine pas la convergence pour todes séries entieres en excentricité
qui leur correspondent. En fait, cette convergence n’est assurée que si¢en@ 6627434 - - -
Pour le montrer, rappelons d’abordtleoreme de Lagrange

Etant donnée une fonction complexé:) de la variable complexe on consideére I'équation
suivante =z = a + e¢(z) oua ete sont également donnés. &iz) est fonction analytique dea
I'intérieur du contouC') du plan complexe entourant le poinét défini par je¢(z)| < |z —al,
alors I'équatiorn: = a + €¢(z) a une racine développable dgii$) en série entiére de:

z=a-+ —
dznfl

> & e o] (3136)

n!
n:17L

En outre, toute fonctiorf analytique dansC') peut aussi étre développée ddns en série
entiere des sous la forme :

= rta+ 3 5 | (o) | 5137

n!
n:17L

Remarque 1. L'équation de Kepler & = M +-esin F est de laforme indiquée dans le théoréme
de Lagrange; le contoyr”') correspondant a cette équation —contour qu'il faut déterminer—
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définit le domaine de convergence du développement en série entiede tleutes les fonctions
deE, parexemple £ — M, r/a, a/r,sinnkE, cosnkE, ...

Remarque 2. Les formules(3.136)et (3.137) permettent de retrouver quelques développe-
ments classiques, par exemple :

— Si¢(2) = 2, le développemer(8.136)donne le développement de= -%—.

— Si¢(z) = 1, le développemenB.137)donne le développement gieen série de Laurent

(ou celui de Taylor en variable réelle).

Remarque 3. Avec ¢(z) = 1 + 2%, on peut poser I'équationz = 0 + §5(1 + 2?), qui a
notamment comme solutiore:= (1 — /1 — e2) /e [notéeq dans les paragraphes précédents].
Le théoreme de Lagrange permet alors d’obtenir le développement en série eniétdesle
fonctionsf(z) = 2" [présentes sous la forme gedans(3.133)et(3.135]. On trouve :

" e\" X re\? (2i+n—1)!
1 —n<2> 2(2) il (n+1)!

=0

(3.138)

Pour appliquer le théoreme de Lagrange a I'équation de Kepler, il faut donc rechercher le
contour défini pafesin F| < |E — M| poure et M fixés, puis le contour “le plus grand”
convenant a toutes les valeursdedans l'intervalle réelo, 2x].

Supposanty complexe etV/ réel, posondy = M + pexpif ou les réely etd (avecp > 0)
définissent un complexe quelconque ; on a alérs- M| = p, et :

sin £ = sin(M + pcos + ipsin0)
= sin(M + pcosf) cosh(psin @) + i cos(M + pcosf) sinh(psin 6)
On en déduit :
|sin E|* = sin?®(M + pcos @) cosh?(psin @) + cos?(M + pcos 6) sinh?(psin 6)
= cosh?(psin ) — cos®(M + pcosf)
Pour avoitje sin F| = ¢|sin E| < p, il suffit que I'on aite < ]sTpE|' Le cas le plus défavorable
correspond au maximum dein |, c’est-a-dire aux conditions :

{ 0 = +m/2

. H 7r i .
|psin 6] maximum et M + pcosf = iE soit : M = +7/2

On aalors: P

| sin E|pmax = cosh p etainsi, VM :e<
cosh p

On peut chercher a ce qu(%spr soit le plus grand possible; or cette fonction @@asse

par un maximum poup = p, racine de I'équatiorcosh py — pgsinhpg = 0, a savoir :
po = 1,1996784 - - - On en déduit la plus grande valeur de I'excentricitg,,, = po_

coshpy —
0,66274341 - - -



Utiliser le théorème de Lagrange pour obtenir le développement de q^n donné par la formule (3.138). 
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Ainsi, poure < ey, ON peut écrire :
00 n n—1

E:M‘I—n:law(ﬁn M)

oo .n dn—l

CoskE:coskM—i—Z ¢

7| W<—k sin kM sinn M)
— n

n n—1

e
inkE = sinkM — ———(kcoskM sin" M
sin sin —i—nz::l 1 M”_l( cos sin™ M)

Ces séries convergent pour tdudtsie < 0,66274341 - - -

13.8 Développements limités en excentricité

Si I'excentricité est assez petite, les développements en série entiere précédents convergen
rapidement de sorte que, d’'un point de vue pratique, ils peuvent étre tronqués a un certain degré :
on ne conserve pour le calcul que les termes de degré inférieur a un degré maxappeié
ordre dudéveloppement en excentricitéet ordre dépend bien sOr de la précision souhaitée
dans I'évaluation de la série. Par exemple, pour une excentricitéldedes développements
limités a I'ordre 6 permettent d’assurer une précision@e environ, tandis que pour la méme
précision, avec une excentricité de2 , il faut pousser les développements a I'ordre 10 au
moins.

On donne ci-dessous les développements limités a I'ordre 5 des principales quantités repré-
sentatives des coordonnées du pdiet réarrangées sous forme de développements trigono-
métriques : On pourra aussi voir comment réaliserdgesloppements avec Maple

1 1 - 1
¢ =1+ (e— ~ed+ —e‘)) cos M + (62— *64) cos 2M +
r 8 192 3
9 , 81 1, 625 (3.139)
+ (g el — 3865) cos 3M + 3¢ cos4M + 381 e® cos 5M + O(e%)
1. ) 5 11
w=M+ (26— *634-*65) sin M + (*62— —64) sin 2M +
4 96 4 24 3140
(B et — — 65) sin3M + 103 et sindM + 1097 e’ sin 5M + O(e) 10
12 64 96 960
1 3 . 5 1 1
2:1+562—(e—§e‘5+@65)cosM—(562—§e4)cos2M -
(2" = 2 o) cos3M — 2 et cosAM — ~o2 ¢® cos5M + O(ef) D
— (=€’ ——¢’) cos — —¢€" cos — —¢° cos e
8 128 3 384
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ZCOSUJ:—;€+(1—26 +1S2P)COSM+
(; —fe +—66 ) COS2M—|—(:€2—14258€4) cos 3IM (3.142)
(;e —§e5) COS4M—|—3§Z€ COSOM-F;(?)(? cos 6M + O(e°)
r 11
asinw—0+(1—262—me4) sin M+
4 (;e_ 1526 + 2146 ) sin 2M + (2 e? — 121864) sin 3M (3.143)
+(;e3—30 )51n4M+;)§ie sm5M+§ge sin 6M 4 O(e%)

Remarque 1. Bien qu’ils apparaissent comme des débuts de séries de Fourier, les développe-
ments ci-dessus sont en fait des séries entieresrenquées a l'ordre 5, lesquelles sont valables

seulement pout < e, = 0,66274341 - - -

Ces développements limités ne doivent donc pas

étre utilisés pour des excentricités supérieures a cette limite, et pratiquement, il vaut mieux ne
les utiliser que pour des excentricités voisines de zéro. Pour décrire des mouvements képlériens

voisins d’'une excentricite,

guelconque, il vaut mieux utiliser d’autres développements des

fonctions de Bessel, effectués au voisinagedelutét qu’au voisinage de zéro.

Remarque 2. Si un développement en série de Fourier vérifie la propriété de d’Alembert de

rang zéro, on peut exprim

er le développement limité en excentricité qui lui correspond, au

voisinage de 0, sous la forme d’un polynéme en variables complexes. En posant en effet :

X =eexptM

et son conjugué X = e exp —iM (3.144)

on a I'avantage d’utiliser des variables régulieres de méme nature que celles défii@ieden

et I'on peut écrire :

ecosM=3(X+X) , e cos2M =1(X*+X?) |
iesinM =3(X —X) , ide*sin2M = 1(X? - X?) |
e?=XX . el =X2X? ,

Par exemple, le développe
XetX:

ment lim{@139)dea/r & I'ordre 5 devient alors le polynéme en

11 11
9:1+(X+X)( XX 4 — X° X))+ (X2 + X% (5 -2 XX)+
r 2 16 384 2 6 (3.145)
.9 81 2 . 625 :
3 3 4 4 5 5
+ (X +X)(1—6—2—56XX)+§(X XY+ (X + X°) + 0(ef)

L'intérét d’'une telle formulation vient de ce qu'il est toujours plus facile de manipuler des
polynédmes que des développements trigopnométriques; ceci est encore plus vrai si I'on veut


Utiliser les propriétés des fonctions de Bessel et de leurs dérivées pour développer a/r au voisinage de e=e_0. Tester ce développement en comparant la valeur numérique qu'il donne pour plusieurs valeurs de e et M, à la valeur exacte qu'on peut calculer par ailleurs pour ces valeurs. Tester de même le développement (3.139). 
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construire ces développements sur ordinateur de maniére automatique en utilisant un mani-
pulateur de formules. Ainsi, si I'on dispose de la seule expressiarydelonnée ci-dessus,

on peut reconstruire le développement limité a I'ordre 5 de n'importe laquelle des fonctions
(g)n expim(w — M) (pourn etm quelconques), simplement en effectuant des produits et des
sommes de polynédmes de degré 5, ce qui permet d’éviter le calcul des coefficients de Hansen

par la formule(3.135)

En effet, notons:/r = 1 + R ol R est le polyndme des deux variabl&set X réécrit de
facon a classer ses termes par degrés croissants :

5

o1 _ 1 _ _ _
Rzi(XJrX)+§(X2+X2)+1—6(9X3—X2X—XX2+9X3)+

1 .\ = _ _
+2 (4X* = X3X — XX3 +4 X+

1 _ _ _ _ _
+ o (625 X° — 243 X*X + 2 X°X? + 2 X2X? — 243 X X* + 625 X°) + O(e%)

On peut en déduire/a = 1/(14+ R) = 1 — R+ R* — R3+ R* — R° + O(e®) ol chaqueR* est

calculé en ne conservant que les termes de degré global inférieur ou égal a 5. On peut ensulite

calculer n'importe quelle puissance positive(d¢r) ou de(r/a), toujours en limitant le degré

global a 5.

De méme, de la loi des aires? dw/dt = na*\/1 — e2 et dedM = n dt, on peut tirer :
= R R
dw/dM = (a/r)*/1 - XX = (1 +2R+ R*)(1 — g XX -2 X?X? +0(e9)

Une fois exprimée sous forme de polyndme, on peut ensuite intégrer cette expression par rapport
a M sachant que, pouf # k,ona:[X/X*dM = —iX/X*/(j — k) (pourj = k on
aX’X*F = (XX) = e¥ qui ne dépend pas d&/, mais ces termes n’existent pas dans le

@ développement déw/dM). On obtient ainsi :

1 . 1 , _ _ _
i(w— M) :X—X+g(5X2 —5)(2)+ﬁ(13x3 —3X2X +3XX?%-13X%)

1 _ _ _
+ @(103 X'~ 44 X3X +44 X X? — 103 X%

1 _ _ _ _ _
+@(1097 X® — 645 X' X +50 X3 X? — 50 X2X? + 645 X X* — 1097 X°) + O(e®)
Ensuite, pour calculerxp i(w — M) a l'ordre 5, il suffit de construire la somme des premieres
puissances de ce polyndme suivant I'expression :
: > [i(w — M)
expz(w—M)zl—i—ZT
k=1
Pour obtenirxp im(w — M), il reste alors a élever ce polynéme a la puissgndepuis d’en
prendre le conjugué si est négatif. Ceci constitue une méthode efficace pour calculer le dé-
veloppement limité des coefficients de Hansen puisqu’on peut aussi écrire le développement

+ O(e%)


Calculer le développement de r/a par la méthode indiquée ci-contre. 

Calculer le développement de exp(i(w-M)) par la méthode indiquée ci-contre. 
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suivant, qui est une série de Fourier vérifiant la propriété de d’Alembert de rang zéro :

+o0

(r) expim(w — M) = Y X;"™(e) expi(k —m)M
a k=—00
+o00
= Y () e mexpi(k — m)M (3.146)
k=—o0
= Z Y X X) Xk—m Z Y(X X) m—k
k2m k<m

Ainsi, dans le développement polynomial Eret X de (g)n expim(w—M), la partieY;"" (¢?)
de chaque coefficient de Hansen s’identifie avec le polyndme que I'on peut mettre en facteur de
X*=m (ou deX™* selon le signe dé — m).

13.9 Développements des coordonnées en fonction de la longitude moyenne

Jusqu'ici, les développements recherchés étaient ceux des coordonrédsuae lerepere
propreOugvy, du mouvement képlérien. Ces développements ont été exprimés en fonction des
3 éléements:, e et M. On peut aussi avoir besoin d’exprimer, en fonction du temps, les coor-
données sphériques de(latitude¢ et longitude\) dans le repere de référenOeyjoky ; il faut
donc introduire les 3 autres éléments : la longitude du n@Wichclinaisoni et I'argument du
péricentrev.

Lors de la définition de ces éléments&h12.1 on a déja vu les relation(8.44):
tan(A — Q) = cosi tan(w + w) et sin ¢ = sini sin(w + w)

La premiére relation est de la formeny = p tanz et, en83-13.4 on a déja développé la
raciney d’'une telle équation en fonction dedans le cas oy est voisin de 1; par simple
transposition de I'expressidf.132b) on obtient :

cost — 1

k
in 2k
cosi+1) i (w—i—w)

)\—Q—w—i-w—l—zl(
i1k

Ce développement converge pé&% = tan?(i/2) < 1, soiti # /2. On peuty introduire

la longitude moyennef = 2 + w + M de la fagon suivante :

A=L+(w—M)+ i (_]:)k tan®*(i/2) sin[2k(L — Q) + 2k(w — M))]

ou I'équation du centréw — M) s’exprime comme on vient de le voir, en fonctiondet de
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M=L-Q—w=L—w. Entransposant I'expressidd.133)de (w — M), on obtient :

A=L+2 f: 2(@(1{@) + i ¢" (Ji-n(ke) + Jiin(ke))) sin k(L — )

k=1 n=1
>0 L1 sin®(i/2) (3.147)
AP D e T T

(sin2k(L — Q) cos 2k(w — M) + cos 2k(L — Q) sin 2k(w — M))

ou ¢" peut étre calculé pa(3.138)et ou les sinus et cosinus @&(w — M) s’expriment en
fonction de coefficients de Hansen (voir par exeniplé46)avecn = 0 etm = +2k).

@ Cependant, si I'excentricité et I'inclinaison sont petites devant 1, il vaut mieux utiliser des
variables régulieres en = 0 eti = 0 et faire un développement en série entiere: dg de
sin(i/2) au voisinage de ces valeurs. En posant, avee —1 :

X =eexpi(L—w)|[=eexpiM ] X =eexp—1(L—w) u
Y =sin(i/2) expe(L — Q) Y =sin(i/2) exp —1(L — Q) (3.148)

on voit aisement que I'on peut obterii.147)sous forme d’une série entiere des 4 variables
complexesX, X, Y etY (on développ&l — sin®(i/2))™* = (1 — YY)* par la formule du
binbme). Cette série est de degré pair par rapport a 'ensemble des vaiiabtes. En la
tronquant aux termes de degrés utiles; L devient un polynéme de ces 4 variables. En fait,

on peut construire ce polynéme par des manipulations de polynédmes analogues a celles décrites
au paragraphe précédent. Au degré 3 en excentricité et inclinaison, on obtient :

_ 5 5o, 1 1, 13 1o,
AL =X —X+-X? - X2 Y2+ _Y?4+ X - - XX
1oy 13 o4 o _ _ :
+§XX2—ﬂX3+XY2—XY2+XY2—XY2+O(4)

On peut aussi revenir a un développement de Fouridr @ongué au méme degré ert:) en
utilisant les relations :

X=ZzexptL, X=zexp—1L,Y =CexpiL,Y =( exp—iL (3.150)
ou z et sont les éléments complexes définig@m9) On trouve :
1 - 1
@ 1(A=L)=(z— 3 222+ 2(%) expil — (2 — 3 22Z + 2C%) exp —1L
O o 1o O o 1,
+ (22— )expul — (27— = (%) exp—2L (3.151)
8 2 8 2
13 5 o 13 4 2
+ (242 — 2(%) exp L — (242 — 2(%) exp —31L

On procéderait de maniere analogue pour obt€nip, ou d’autres coordonnées telles que


Retrouver l'expression (3.149) à partir de (3.147) et des définitions de variables (3.148). 

Exprimer le développement de sin(phi) en variables complexes (3.148), limité au degré 3 en excentricité et inclinaison, puis en variables z, zeta et L comme en (3.151). 
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r . r o e . . )
g cos A etz sin A. On €crirait par exemple :

sin¢ = sinid sin[(L — Q) + (w — M)] = —2 sin(i/2) /1 — sin?(i/2) x
(expe(L — Q) expr(w — M) — exp —1(L — Q) exp —1(w — M))
puis on pourrait développer en utilisant de nouveau les varig@bl#48)et (3.150)

14 Annexe : formulaire de Brumberg pour les coefficients de Hansen

D’un point de vue pratique, il vaut mieux calculer les coefficients de Haxgeh(e) définis
en (3.134) avec le formulaire suivant, di a Brumberg, plutbt que par I'expression générale
donnée eri3.135) Ce formulaire utilise ldonction hypergéométrique de Gauséu, b, c; x) et
des polynome® ™) ().

S

Les fonctions hypergéométriques sont définies par :

> (a)p(b)y ="
F(a,b,c;x) = — 3.152
(a,b,c;x) kzz:o ©Or K ( )
dépendant desoefficients de Pochhammeéfinis par :
(a)g =1 et (g =ala+1)---(a+k—=1)=(a+k—1)(a)r (3.153)

On a en particulier (1), = !
Sionac—a—b> —1, lasérie(3.152)converge pour|x| < 1 et sinon, on utilise cette
formule due a Euler qui met en évidence le p6le de la fonction hypergéométrique :

F(a,b,c;z)=(1—2) " F(c —a,c—b,c;x) (3.154)
Pours entier positif ou nul, les polyndome’d™™) () sont définis par :

" (-n+m—1), z°"

P () = (3.155)
Z(:) (1)s (1)s—r
ou la borne supérieure est donnée par :
7“*:{rnir1{s,n—m+1} Sin—m-+1>0
s sin—m+1<0
Alors, suivant les valeurs deet en posant toujoursg. = ——&—— les coefficients de

1++vV1—e?

Hansen se calculent ainsi :

e Pourk = 0, on distingue deux cas :
-sin>—-1,0na:

(74 2)}m|

nm oy — (1)l

"1+ )T F(-n—1,—n+|m| - 1,1+ |m|;¢%)

(3.156)
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-sin< —1,ona:
n,m / (n+2)|m| e\ ™ 2\n+3/2
e (e):(—1)m<> (1 — 2302
’ (Dpm \2
2 3
) pitlml b2 i3 e
2 2
(3.157)
k .
P = :
e Pourk # 0, en posantv T+ 7 ,ona
Xp™(e) =™ M 1+ ¢ 12 P-‘rmaX{Ok my (v )Ps(igamxio,m—k}(_y) ¢ (3.158)
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Quatrieme partie

Les interactions dans I'environnement spatial

La gravitation universelle est depuis longtemps considérée comme la cause essentielle des
mouvements observés dans le systéeme solaire. Il convient toutefois d'étendre la loi de New-
ton au cas de masses quelconques et non ponctuelles. Par ailleurs, I'observation trés précise d
mouvement des satellites artificiels a permis de mettre en évidence d’autres forces, souvent tres
faibles mais particulierement sensibles sur ces objets de faible masse : Ce sont principalement
les forces dues au frottement atmosphérique, actives dans le voisinage immédiat des planete:s
pourvues d’'une atmosphére, et les forces dues a la pression de radiation, actives sur les sa
tellites ou sur les poussiéres interplanétaires dans toutes les régions de I'espace ou ces objet
sont éclairés par le Soleil ou par une planéte. C’est aprés avoir modélisé ces quelques forces
gue I'on pourra comparer leur importance sur le mouvement d’un satellite artificiel. Signalons
encore que des forces supplémentaires, d’origine complexe et non gravitationnelle, doivent en-
core étre invoquées pour rendre compte de la dérive du mouvement de certaines comeétes ; dison
simplement qu’elles sont dues a des altérations de la composition physico-chimique du noyau
de ces cometes, celui-ci émettant de la matiére par dégazage lorsque la cométe se réchauffe e
se rapprochant du Soleil.

15 La gravitation : champs et potentiels newtoniens

15.1 Cas d’'une ou plusieurs masses ponctuelles isolées

On sait qu'une masse ponctuelte située en un poinf), engendre dans tout I'espace un
champ de gravitatiogui vaut en un poinf :

Km Km

(4.1)

avecOP = ru et|u| = 1. Pour mesurer ce champ, il suffit d'observer la force de Newton

m’ G(P) que subit une particule de massélorsqu’on la place e®. Le champ engendré par
plusieurs masses ponctuelles est la somme vectorielle des champs engendrés par chacune. C
va montrer que ce champ vérifie 2 propriétés fondamentales : D’abord, il dérive d’un potentiel,
ensuite il est a flux conservatif partout sauf aux points ou sont placées les masses.

15.1.1 Potentiel de gravitation

Soit g(P) un champ vectoriel continu et dérivable des points de I'espace. On dit qu’il dérive
d’un potentiel si et seulement si il existe une fonction scaldit), continue et dérivable, telle
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que sa différentielle totaléU évaluée dans un déplacement quelcongbedu point P soit
égale a lcirculation élémentaire du champ entfeet P + dP :

dU = ¢g(P) -dP (4.2)
g(P) est alors appelgradientdeU enP : g(P) = gradpU(P) = ?Tg et 'on dit que c’est un

champ de gradientEvidemment, la somme de plusieurs champs de gradient est un champ de
gradient dont le potentiel résultant est la somme des potentiels correspondants.

Donc, sig est un champ de gradient, sa circulation élémentaire en tout point est une diffé-
rentielle totale, et sa circulation le long d’'une courbe quelconque joignant deux go@its
ne dépend pas de ce trajet mais seulement des points de départ et d’arrivée :

]{jg(P) AP = /ABdU — U(B) — U(A)

Ainsi, la circulation est nulle sy et B se trouvent sur une ménaguipotentielledu champ
scalairelU (P), c’est-a-dire sur une surface telle qu’en tous ses pdints ait : U (P) = C".
On en déduit aussi qugrad ,U (P) est orthogonal e® a I'équipotentielle du champ passant
par P

La définition qu’on vient de donner du gradient ne fait intervenir aucun repére ni systeme de
coordonnées : Le vecteur gradient est indépendant de tout repere ; seule I'expression de ses com
posantes dans une base dépend du choix de cette base et du choix du systeme de coordonné
utilisé pour y repérer le poirfe. Dans un repere orthonormgjk, en coordonnées cartésiennes,
si P est repéré palr, y, =), le potentiell/ (P) est représenté par une fonction(z, y, z). On a
alors :

dP =dri+dyj+dzk
_8U1 6U1 8Ul
= dx + Dy dy + el dz

dont on déduit I'expression du gradient en coordonnées cartésiennes :

dU;

ou, . ouy . ot
gradpU (2,9, 2) = pe i+ 9y J+ P k (4.3)

De méme, emoordonnées sphériqudd étant repéreé par, A, ¢), le potentiell (P) est une
fonctionUs(r, A, ¢) dont la différentielle vaut :

. 8U2 3U2 aU2

Dans (@, v, w), base localelescoordonnées sphériquen P, on a par ailleurs :

dP =dru+rcospd\v+rdew



E
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On en déduit I'expression du gradient en coordonnées sphériques :

3U2 1 aUQ ]_ 8U2
dpUs(r, A, ) = r Op
gradpUs(r, A, @) or u+rcosgp o\ Y r Op v

(4.4)

Dans le cas d’'une masse placée enO, origine du repere de définition des coordonnées
sphériques, le champ de gravitation défini(énl) dérive du potentiel de gravitatioti(P)

représenté en coordonnées sphériques de cénpag la fonction :Us(r, —, —) = Tm + Ot

(en coordonnées cartésiennes, ce serait la fonétidn, y, z) = Km + C%). La

\/x2 +y? + 22
constante additive, arbitraire, est le plus souvent choisie égale a zéro pour que le potentiel de
gravitation d'une masse ponctuelle soit nul a linfini. Le chadigest central et posséde la
symétrie sphérique de centée Le potentiel de gravitation ne dépend querdet admet la
méme symeétrie ; les équipotentielles sont des spheres de ¢2nbans le cas de plusieurs
masses ponctuelles; situées en des pointg;, le potentiel de gravitation en un poiftvaut :

Kmi
" =210p

15.1.2 Flux du champ de gravitation

SoitV le volume d’un domaine connexe de I'espace, limité par une surface fefragsoit
P un point de cette surface. Sdif' le vecteur normal & un élément de surfdéecontenant’,
de module égal a l'aire déS et orienté vers Extérieurdu volumeV’. Le flux élémentaire d’'un
champ de vecteurg traversant I'élémendS au pointP, est le scalaire d® = g(P) - dS. Le
flux de g sortantde la surfaces est alors :

@(S) = |, o(P)-ds

Cette fonction dépend en général de la surface traversée.

On démontre que si le champest dérivable et a dérivées partielles continues, et si I'on fait
tendreS etV vers zéro de fagon a ce que le domaine contenu daeside vers un poin),

alors, le rapport entre le flux sortant deet le volumeV contenu dans$ tend vers une limite

qui ne dépend que du poitt Cette limite —% — est par définition lalivergencedu champ

g au point@ et I'on écrit :
di dd
vVqg=——
I=av

Le théoreme de Gauss ou de Green montre que I'on a:

®(S) = ///éev divgdV = //Pesg(P)-dS


Soit un point P de coordonnées cartésiennes (x, y, z) dans un repère Oxyz. Soient 2 masses ponctuelles m1 et m2 placées en (0, 0, a) et (0, 0, -a). On définit les coordonnées elliptiques (f, g, h) de P par les relations x = a ch f sh g cos h , y = a ch f sh g sin h et z = a sh f ch g . Déterminer le gradient en coordonnées elliptiques (on pourra utiliser les lignes coordonnées vues dans l'exercice proposé sur ces coordonnées page 39 de ce cours). Déterminer le potentiel de gravitation des deux masses en P en fonction des coordonnées elliptiques (on pourra introduire µ1=(m1+m2)/2 et µ2=(m1+m2)/2). Analyser la forme des équipotentielles. 
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Le champyg est dit aflux conservatitlans un domain® de I'espace si en tout poii} de D

ona: 2 — 0, ou de facon équivalenteliv ¢ = 0; on dit encore que le flux sortant de toute

surface incluse dan® est nul.

La notion de flux étant indépendante de tout repere, la divergence d’'un champ en ug point
est aussi indépendante de tout repere ; seule la fagcon de la calculer dépend du repére et du sys
teme de coordonnées utilisé pour repépebDans un reper&ijk, en coordonnées cartésiennes,

Q) étant défini pafz, y, z), et g(Q) par 3 composantesg(z,y, z), g;(z,y, 2), gr(x,y, 2)), €n
calculant le flux sortant de I'élément de surface fermée cubique decitésg etdz situé entre
les pointx) = (x,y, 2) etQ+dQ = (zr+dx,y+dy, z+dz), et en divisant ce flux par le volume
dxdydz de ce cube, on obtient I'expression de la divergence en coordonnées cartésiennes :

dgi  Og;  Ogr
or oy 0z (4.5)

divg =

De méme, en coordonnées sphériques, dans la base lacaleu(), le champyg est représenté
par les 3 composantesg.(r, A, ¢), g.(r, A, ¢), gw(r, A, ©)) ; on obtient alors I'expression de la
divergence en coordonnées sphériques :

‘ 1 0 0 0
divg = R g(ﬂ cosp gu) + a(rgv) + %(rcos gagw)]
soit :
) A9, 2 1 0dg, 10g, tangp
d = — — G : - T g
VI= gy - r? rcose 0N  r Op r (4.6)

Alors, le champ de gravitatio@( P) émis par une masse placée er® est a flux conservatif
en tout pointP différent deO puisque, pour tout # 0, on obtient :

) Km 0 Km 2 —Km
div (—2 u> (—) + - =0
r

or r? roor?

On peut aussi trouver directement cette propriété en calculant le flux sortant d’'une surface
ferméene contenant pde pointO : En fait, faisons ce calcul pour une petite surface élémen-
taire fermée contenant le volume compris dans un céne de so@Mreet’angle solideis? et
entre deux sphéres de cenfede rayonsRk et R + dR; les deux petites surfaces sphériques
correspondantes ont alors pour aird®’*d) et (R + dR)? dQ. Le flux de G sortant des faces
coniques de la surface est nul puisque le champ est radial ; le flux sortant de la surface sphérique

de rayonR : —Km (—R?dS2) est compensé par celui sortant de I'autre surface sphérique :

R2
U%_Jr% X (R + dR)*d<. Le flux sortant total est donc nul. Or, tout domaine de I'espace
peut étre ainsi décomposé en petits éléments de volumes limités par un cdne et deux sphéres
et quand deux tels éléments sont en contact par une de ces surfaces, le flux qui sort de I'un par
cette surface rentre dans l'autre par la méme surface, donnant un flux global nul. Donc, le flux

de G sortant de toute surface fermée ne contenantpest nul.
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En revanche, si on prend une surfetéermée contenar®, on peut isoler a I'intérieur du

volume contenu dan§, une sphere de cent(@ et de rayore aussi petit que I'on veut; le

flux qui sort de cette sphére, de surfaoe?, vaut—K—gn x 4re? = —4rKm. Le reste du

volume contenu dan§ est maintenant limité par ce%te sphere et famais le pointO ne
faisant pas partie de ce volume, le flux sortant de ce volum#g papar la sphere est nul. Donc,
globalement, le flux sortant de toute surface contenant une masaet —47 Km. Ce flux ne
dépend pas de la position dea l'intérieur deS.

On peut généraliser cette propriété au cas de plusieurs massgacées en des points
distinctsO; : Chaquen; engendre un champ de gravitation dont le flux sortant est nul a travers
toute surface ne contenant pas et dont le flux est égal a4xK'm; a travers toute surface
contenant ce point. Lensemble de ces masses crée un champ de gravitation égal a la somme
des champs engendrés par chaque masse. Le flux de ce champ résultant sortant d’'une surfac
ne contenant aucune des masses est donc nul, et celui qui sort d’'une surface contenant une o
plusieurs de ces masses ne dépend que de ces masses et non de leur position a I'intérieur de cet
surface. On en déduit encore que le champ de gravitation d’'une ou plusieurs masses ponctuelle:
est a flux conservatif partout sauf aux poifts

15.1.3 Conséquence
En appliquant I'opérateur “divergence” a I'opérateur “gradient”, on obtient un opérateur
appeléLaplacienet notéA :
AU = divgrad U

Suivant queP est repéré en coordonnées cartésiennes ou sphériques, on utilisera le Laplacien
en coordonnées cartésiennes :

o*U,  0*U,  O*U,y

ou en coordonnées sphériques :
02U2 2 OUQ 1 (92U2 1 82U2 tancp OUQ
AU (1, A, @) = = — _
2(1, A, ) o2 + r or 2 cos? o ON2 + 2 8992 2 Oy (4.8)

On vient de voir que le champ de gravitation d’une ou plusieurs masses ponctugtes
O; dérive d'un potentielU et qu'il est a flux conservatif partout sauf én; donc, partout sauf
enQO;, le potentiel de gravitation vérifie I'équation suivante, appelée équation de Laplace :

AU(P)=0 VYP+£O0; (4.9)

En chacun des point3;, on a au contraire AU (O;) = —4n Km;.
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Le casAU = 0 est fort intéressant car les fonctiobisqui vérifient cette équation forment
I'ensemble degonctions harmonique€On montre que de telles fonctions possédent les pro-
priétés suivantes : A ' = 0 dans un domain&’ des points de I'espace, en tout pointle F,
la fonction F'( P) est finie, continue et indéfiniment dérivable, et égale & sa valeur moyenne sur
toute sphere, (P) de centreP et de rayoru incluse dangv :

1 .
F harmonique = F(P)= - /Q » )F(Q) as
ma” JQes.(p

On utilisera plus loin cette propriété déd’étre une fonction harmonique, en cherchant a
représenter le potentiel de gravitation dans une base de fonctions harmoniques.

15.2 Cas d’'une répartition continue de masse

Une masse étendue dans un domdinde I'espace est définie en chaque paénde D par
une fonction scalaire positive et borngg)) représentant lanasse volumiquen ce point. Un
élément de voluméV” au point( contient par définition la massen = p(Q) dV. La masse
totale M incluse dand est alors donnée par I'intégrale :

M = p(Q)dV
QeD
On considérera toujours que le domainesst fini dans ses trois dimensions. La makésera
donc toujours supposée finie, tout comme la fonction

La masse élémentairkn située au poin€) crée dans tout I'espace le champ élémentaire de
gravitation :
Kdm Kdm

dG(P) = ————=QP dérivant du potentiel :  dU(P) = ———
= Tarr = Top
@ Ce champ est a flux conservatif partout saufken

La somme vectorielle de tous les champs engendrés par toutes les masses conterides dans
constitue le champ de gravitation de la masse étendue correspondante :

K QP
Il dérive du potentiel :
: K
Up) = /QGD 0P| dm (4.11)

Ces deux intégrales convergent, méme a l'intérieuddear la masse volumique y est supposee
bornée. En effet, lorsqui est a I'intérieur deD, on peut toujours isoler autour deune sphére


Soit S une sphère homogène de centre O de rayon a de masse volumique µ. Calculer le module du champ de gravitation (intégrales 4.10 ou 4.11) en un point P situé à la distance r de O dans les cas où P est à l'intérieur de S, sur S ou à l'extérieur de S. 
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S:(P) de centreP et de rayor, et écrire :

K
U(P) = —d
(P) = /Qesg |QP| +/QED—SE(P)’QP| m

La deuxiéme intégrale converge puisque la masse totale est finie eQ)duen’est jamais
nul dans le domaine d’intégration. La premiére intégrale converge également car on a, dans
la spheres.(P) :
Kdm  Kp(Q)dV < K puax X 4mr?dr
| QP QP — r
On en déduit :

avec r=|QP]

K €
dm < 4r K max/ rdr = 21K ppaxe>
/CQESS | QP’ P =0 P

On montrerait de méme que l'intégrdle 10)converge en tout point, méme a I'intérieur Be

Chague champ élémentaidé/ (P) est a flux conservatif partout sauf au poiptde D qui
I'engendre. Par extension des résultats obtenus pour une répartition discrete de masses, on
encore les propriétés suivantes : La somme de ces chanipg, est a flux conservatif partout
sauf en tout point intérieur & ; c’est équivalent de dire que le flux sortant de toute surface
fermée ne contenant aucune partie/2léne contenant donc pas de matiére) est nul. Hors de la
matiere, on a donc I'équation de Laplace :

VPZD AU(P)=0 avec U(P) = /ngeD |QI;| dm (4.12)

et le potentiel de gravitation d’'une masse quelconque en un point extérieur a celle-ci est une
fonction harmonique.

Au contraire, a l'intérieur de la matiere, le potentiel de gravitation n’est plus une une fonction
harmonique calAU n’est plus nul mais vaut-4r K p. En effet, lorsqu’un champ dérive d’'un
potentielU, le flux sortant de toute surface fermgeontenant un volum&’, est donné par le

théoreme de Gauss :
- // AU(Q)dV
Qev

On a donc aussh\U = %; or le flux d® sortant d’'une surface quelconque contenarit
quementun point@ de masselm = p(Q)dV, vaut—4r K p(Q) dV ; la conservation du flux
montre que le méme flux traverse la surface élémentaire qui limite le vaflimentourant le
point @ ; a la limite, au point), on a donc dq) = —47 K p(Q). On en déduit aussi que le flux

sortant de toute surface contenant une masse répdriiaut [ —4rKp(Q)dV = —4n KM
et ne dépend pas de la répartition de la matiere dans le volume considéré, mais seulement de s
masse totale.
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Finalement, on peut donc dire qu’en tout point de I'espace, intérieur ou extérieur a la matiere,
on a I'équation suivante, dite équation de Poisson :

AU = —47Kp avec p=0 hors des masses

Bien sdr, c’est essentiellement le potentiel de gravitation a I'extérieur des masses qui intéresse
la mécanique céleste, le potentiel intérieur servant surtout aux études sur la dynamique interne
des corps. Lintérét d’étudier le potentiel plutét que le champ est évident : Le potentiel est
une fonction scalaire, plus facile a construire directement que les 3 composantes du champ,
lesquelles se déduisent d'ailleurs simplement du potentiel par un calcul de gradient.

15.3 Systemes a symétrie matérielle sphérique

Un tel systeme posséde par définition un centre de symétrie géométrique, sbén plus,
la masse volumique en tout poift est uniquement fonction de sa distancau pointO : en
coordonnées sphériques op & p(r). Un tel systéme est ainsi composé de couches sphériques
d’égale densité et a la forme sphérique.

Alors, par raison de symétrie, le champ et le potentiel de gravitation de ce systéme posséedent
aussi la symétrie sphérigue de cerntiret ne dépendent que de les équipotentielles sont des
spheres centrées €h et le champ (gradient du potentiel) est central, normal & ces sphéres; no-
tons ce champg(r) = g(r) u. Le flux de ce champ sortant de I'équipotentielle de rayoaut :
47r?g(r). Ce flux vaut aussi-4r K M ou M est la masse totale contenue dans I'équipotentielle
considérée. On en déduit :

KM
g(r) = ——3
r
Donc le champ s’écritg(r) = — K]QV[ u, et c’est le méme que celui d’'une masse ponctuélle

placée erO. Ainsi, I'effet gravitationnel d’'un systeme a symétrie sphérique est le méme que si
toute sa masse était concentrée en son centre.

En premiére approximation, on considéere généralement que le Soleil et les planétes sont des
sphéres dont la matiére est disposée en couches homogenes sphériques : Cela explique qu'o
les considere alors comme des masses ponctuelles. Cependant, il convient maintenant de teni
compte de la forme réelle (non sphérique) de ces corps.

15.4 Systemes quelconques

Lorsqu’on s’éloigne indéfiniment d’'un corps matériel étendu nfiais son potentiel tend
vers celui d’'une masse ponctuelle puisqu’alors ses dimensions deviennent négligeables devan
sa distance ; dans le méme temps, ce potentiel tend vers zéro, comme pour une masse ponctuell
On se propose de déterminer le potentiel d’un corps quelconque sous forme d’'un développement
qui soit valable a I'extérieur de ce corps, et qui puisse se réduire, a I'infini, au potentiel d’'une
masse ponctuelle.
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SoientS ce corps (pas forcément solidd), I'espace (ou volume) qu'il occupe(Q) la
masse volumique e@ (I'un de ses points)M sa masse total€; son centre de masse. Soit
O1jk un repére attaché & et dans lequel on pourra repérer aussi bien les particplgsi le
composent, que le point extérieirou I'on désire calculer son potentiel de gravitation. Le point
O est a priori quelconque mais choisi dans le voisinage d¢ sera généralement confondu
avec(G ; de méme la basgk est pour le moment quelconque. En repéramgar des coordon-
nées sphériques, A\, ) dansOijk, on recherche le potentiel sous forme d’un développement
convergent en puissances e, c’est-a-dire de la forme :

1. W, (), > Wi (A,
U(P) = Us(r, A\, ) = . Z E’”Qp) = Z V., avec Vv, = T(n+1§0> (4.13)
n=0 n=0

Ainsi, a condition que les fonctiond/, soient toutes bornées, lorqueest assez grand, le

développement d&(P) sera assimilable a son premier termg/—@. Il suffit donc de prendre
Wy = KM pour que le potentiel d& se réduise a celui d’un point de masde

On doit avoirA U = 0 quel que soit- assez grand (pour étre a I'extérieur gk; il faut
donc que I'on ai,, A V,, = 0. Cependant, commig, est par définition une fonction de degré
(—n — 1) par rapport &, le LaplacienA V,, est de degré—n — 3) et la somme>_,, AV, ne
pourra étre nullguel que soit que si chaqué\ V,, est identiquement nul. Donc chaqugest
une fonction harmonique, ditearmonique homogerde degré —n — 1) par rapport . Les
fonctionsV,,, indépendantes de sont des fonctionearmoniques sphériquegestrictions de
V,, ala sphére de rayon 1.

Remarque. Les fonctionsV,, sont qualifiees d’homogénes car, en les exprimant en coordon-
nées cartésiennés, y, z), elles deviennent homogenes, c’est-a-dire formées de monémes d’'un
méme degré par rapport a I'ensemble desy, z). Alors, comme il y a un nombre fini de
mondmes de 3 variables et de degré donné, il y a aussi un nombre fini de fonctions harmo-
nigues homogenes d’'un méme degré donné ; on verra bientdf,queut étre décrit pan + 1
monémes. La forme générale @le est ainsi un polyndme homogéne de ces trois variables,
combinaison linéaire de ce&s + 1 monémes. En revenant aux coordonnées sphérigges,
peut ainsi s’écrire sous forme d’une combinaison linéair@de- 1 fonctionsW,P)(\, ) qui
sont les fonctionsarmoniques sphériques d’ordre:

J -

Vn - m Z apWT(Lp)<>\7 90)

p=-n

Voyons comment les obtenir.

15.4.1 Harmoniques sphériques

D’aprés(4.8), I'équationAV,, = A (W) = 0 devient :

1 0*W, N O*W,, e ow,
cos? o ON? 0p? 7 Op

n(n+1)W, + =0 (4.14)
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Comme le potentiel e est une fonction périodique dede périoder, il en est de méme de
chaquéhV,, (A, ¢) ; on recherche donc cette fonction sous la forme d’'un développement en série
de Fourier en\ :

+o0
Wad )= > CP(p) expipA (4.15)
p=—00
On en deduit :
2 (p) 201(p)
P dcCy a-C}! _
zp: Kn(n +1) — cos2<p> CY) —tang do + 0 expipA = 0

Devant étre nulle quel que sdi, donc quel que soik, cette somme est nécessairement nulle
terme a terme; c’est donc le facteurds ip\ qui est nul pour chaque valeur deet dep. En
posants = sin p et PP)(s) = CP)(y), ce facteur nul devient I'équation différentielle du second
ordre suivante :

2 (p) 2 p(p)
P dP; d°P;
(n(n +1) — - 32> PP _ 25 A (1— 5% i 0 (4.16)

Manifestement, on aP?) = P{~?). On montre que les solutions normaliséeg4lé6)sont les
fonctions associées de Legendamsi définies :

(1 . 82)p/2 dner
2" n! ds" P

On voit que ces fonctions sont nulles pqur- n . Pourp = 0, ces fonctions sont des polyndmes
de degré: ens, appelégpolynébmes de Legendre
1 d"

P,(s) = PO(s) = Sl ﬁ(82 -1 (4.18)

P®)(s) = (s*=1)" pour p>0 (4.17)

Il'y a donc2n + 1 fonctionsP®) non nulles, et corrélativemerity + 1 fonctions harmoniques
sphériques indépendantes d’ordre

P,(sin), PW(sinp)cos A, PV (sinp)sin ), ..., P (sinp)cosn), P (sinp)sinni

15.4.2 Propriétés des fonctions de Legendre

Les fonctions associées de Legendre interviennent dans les développements en puissance
det suivants :

1 > n
N SOk o
(2p)!(1 = $°)P2 S P (s) 1 (4.20)

Ppl (1 —2st + 12)PH/2 =
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Les expressions des membres de gauche sont les fonctions génératrices des fonctions de Le
gengre. On peut vérifier en effet, en dérivant deux fois ces expressions par rapparpar

rapport &, que les coefficients d& vérifient I'équation différentiellé¢4.16)pour toutn. On dé-

duit aussi, par dérivation de ces fonctions génératrices, que les fonctions de Legendre vérifient
les relations de récurrence suivantes :

(n+1—p) PP (s) — (2n+1)s P®)(s) + (n+ p) PP (s) = 0 (4.21)
PP (s) — 2(]?\/_718); PP (s)+(n—p)(n+p+1)PP(s) =0 (4.22)

Il suffit donc de connaitré,, P, PO(I) et Pl(l) pour en déduire tous les autrB”. En fait, ces
4 fonctions peuvent étre aisément calculées par I'expre$sitii); on obtient :

PO(s) =1 PV (s)=0 PV(s)=s PV (s) = V1~ s

puis les autres fonctionB(?)(s) par récurrence ; celles dont on pourra avoir besoin sont présen-
tées dans lg@ableau 4

Tableau 4 Polynémes et fonctions associées de Legemjre(s), avecs = sinp et
c = cosp = y/1—s2 Les polynbmes de Legendr,(s) correspondent a la valeur
p=0.

p| 0 1 P 3 4
n
0 1 0
1 s c 0
2 %sz — % 3sc 3c? 0
3 253 — 35 (2s®—2)e 15s ¢? 15¢3 0
4 Bt —Ds2+3 (D8 -Ds)c (1PP—2)c 106sc¢® 105!

On peut montrer que dans lintervallel < 1, on a :|P,(s)| < 1 pour toutn ; alors, le
développemeni4.19)est absolument convergent patjr< 1.

On pourrait encore établir cette relation intéressante faiteule d’addition des polyndémes
de Legendre

P, (sinfsin ¢ + cosfcospcos \) = > ay, PP (sin 0) PP (sin @) cos pA (4.23)

p=0

ou

1 sip=20
— _ |
Qnp 2 (n_'_]];) Sip;éo
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15.4.3 Développement du potentiel de gravitation

Finalement, le développement du potentiel de gravitation d’un corps quelconque en un point
P extérieur a ce corps et exprimé en fonction des coordonnées sphérigbieadtaet la forme
générale suivante :

(o] n 1 ) .
Ua(r, A, ) = K 3 3~ —g B (sin @) [enp 008 pA + sy sin p)| (4.24)

n=0 p=0

ou les coefficients,,, et s,, dépendent de la répartition des masses dans ce corps. La conver-
gence de ce développement n’est pas toujours assurédssirop petit ; cela peut dépendre de

la forme du corps. Il convient en fait trés bien pour représenter le potentiel de gravitation des
planetes ou des satellites dont la forme est voisine d’'une sphére ; le développement converge
alors généralement jusqu’a la surface du corps.

Si la répartition de matiere a la symétrie sphérique autouv de développement doit se
réduire a un seul terme : setyl, est non nul et vaud/.

Si la répartition de matiére admet la symétrie de révolution autour d’un axe, en choisissant
Ok suivant cet axe, la coordonn@emesure alors une longitude autour de I'axe de révolution,
et donc le potentiel, qui admet la méme symétrie de révolution, ne doit pas dépendi®eails
les coefficients:,, = ¢, sont alors différents de zéro et le potentiel est de la forme :

>, P,(sing
Up(r, =, 0) = Y cn (Tl) (4.25)
n=0

r

Si, en plus de la symétrie de révolution, le corps admet un plan de symétrie perpendiculaire
a I'axe de révolution, le centre de magsest situé a I'intersection de ce plan et de cet axe ; en
prenanD enG, le planOij dans ce plan Dk suivant cet axe, le potentiel devient une fonction
paire de la latituder; vue la parité des polyndmes de Legendre, il ne subsiste alors dans le
développement.25)que les termes correspondant pair. Ce type de symétrie estdgmétrie
sphéroidale on verraplus loinque les planétes sont généralement trés proches de sphéroides.

15.4.4 Calcul du développement du potentiel de gravitation

Pour traiter le cas d’un corps quelcongtiecherchons d’abord le potentiel élémentaité
d’'une masse ponctueltén placée en un poinp deS'; soientp, ¢ et les coordonnées sphé-
riques del dans le reper®ijk.

Le potentiel engendré par la masse en un pointP de coordonnées sphériqu@s), )

sera alors : Kd
m
dU(P) = ——

) ="10p]



Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 112

soit, d'apreq4.19):

dU2(T7 >\7 gp) - fdm = Kdm Z (Q> Pn(COS ’QD)
\/7"2 — 2rpcos 1) + o2 [N
k

K P
ou représente I’angIéQ/O\P. Ce déve-
loppement converge absolument pour P
r > p. Or, dans le triangle sphérique
KQP',ona:cost = Y © j
sin @sin ¢ + cos 6 cos p cos(A — £), et 9
ainsi on obtient, d'aprés la formule d’ad- 0
dition des polynémes de Legendre23): <

Kdm " PP (sin PP (sinp)

1’L

dUs(r, A, )

( " PP (sin 9)) cos p(A — {)

n=0 p=0

Il faut maintenant intégrer pour tous les poipde S'; en intégrant le développement terme
a terme, on obtient :

n p(p)
Us(r, N\, ) = — Z > S;Lm ?) {cos PA 0" PP (sin #) cos pl dm

n=0p=0 9es (4.26)

@ + sinpA 0" PW)(sin 0) sin pl dm
Qes

Il reste alors a calculer des intégrales de la forme :

Uy = 0"PP (sin@) cospldm et bnp = / o" P¥)(sin 6) sin pl dm
QeS Qes

Les fonctions a intégrer sont des fonctions harmoniques des coordonnées sphérigues de
sont aussi des polyndmes homogénes des coordonnées cartésiepnesde (). Effectuons
le calcul des coefficients,,, etb,, pourn = 0, 1 et 2, en prenant I'expression dBS) (sin )
dans leTableau 4

en=0etdoncp=0;0na:ay = [dn =M masse totale d§.
en =1etdoncp=0etl;onobtient:
ai1p = [osinfdm =[zdm =M Zg
ayp = [pcosfcosldm = [zdm =M Xg
biy = [ocosOsinldm = [ydm = MYg


Calculer les premiers termes du développement en harmoniques sphériques du potentiel de gravitation d'un cerceau homogène de rayon a. Même question pour un anneau homogène de rayon extérieur a et de rayon intérieur b, puis pour un disque de rayon a. 
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Ces coefficients dépendent donc des coordonfi&esY, Z) du centre de mass€ dans
O1ijk. lls seraient donc nuls si I'origin@ du repére était prise &H.

en=2etdonc:p=0,1let2;ontrouve:

aso = [ 0*(3sin®6 — 1) dm

=3 [22dm — 3§ [(2* + y* + 2%) dm

az = [ 0*(3sinfcosf)cosl dm =3 [xzdm
ag = [ 0*(3cos?0)(2cos* L — 1)dm =6 [z*dm — 3 [(z* + y*)dm
bo1 = [ 0*(3sinf cos ) sinl dm =3 [yzdm
byy = [ 0*(3cos?0)(2sinlcosl)dm =6 [zydm
Avec les notation classiques des moments et produits d’inertie :
A= [(y*+2%)dm D = [yzdm
B = [(2* 4 2%)dm E = [zzdm
C = [(2*+ y?*)dm F = [zydm
on obtient :
aQO:%(AjLB)—C a9 = 3E as = 3(B — A)
bo1 = 3D bos = 6F

Tenant compte de la valeur des coefficiemts définis en(4.23), le développement général du
potentiel(4.26)est ainsi, jusqu’a l'ordre. = 2 :

U2 (Ta )‘7 90) =

KM KM
— (Xg cosp
A+ B

e

K
+ 3sin ¢ cos

7,,3

)

B
+ 3cos? o (

cos A + Y cospsin A + Zg sin @)

3 ., 1)
—sin® ¢ — =
2" YTy
¢ (Ecos A+ Dsin \) (4.27)

—A COS 2\ -+ };sin2)\)]

Le calcul des termes correspondant & 2 montrerait que s’introduisent, pour chaque valeur

den, les moments d’inertie d’ordre (c’est-
i+j+k=naveci >0,j>0etk > 0)

a-dire des intégrales de la forrfieiy’ z* dm ou

L'expression(4.27) se simplifie si le corps est un solide et si le rep@rgh a son origine

confondue aveé:, centre de masse, et est

orienté de facon a étre principal d’inertie en ce point

(c’est alors un repére central d’inertie) : Les produits d’'ineRieF et F' sont alors nuls; si en
outre I'ellipsoide d'inertie est de révolution autour @&, les moments d’inertiel et B sont
égaux et il ne reste alors de I'express{@r27)que les termes :

K

KM
= + 3 (
r

UQ(ra T ()0)

r

3 ., 1
A-C) (281n b3 (4.28)

)+
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Si le corps est un solide admettant 3 plans de symétrie orthogonaux 2 a 2, en prenant les
axesO1i, Oj et Ok suivant les intersections de ces plans, on obtient un repere central d’inertie
dans lequel, par raison de symétries, tous les moments d’inertie d’ordre impair sont nuls : il ne
reste donc que les termes correspondanpair. Comme/ est alors aussi fonction périodique
et paire de\, de périoder, on ne trouve dan§ que des termes ems 2k \ :

KM 1 (A+B -2 1 B-A
U(r,)\,go)—{l—l—rQ [—i_ZMC (gsin2go—2> —1-3(4]\4)0052<pcos2)\]
o0 m m 1
+ZZM% ézf)(singo) COSQk’)\}
me2kmo M T
(4.29)

15.5 Potentiel de gravitation des planétes

15.5.1 Potentiel approché : planétes sphéroidales

Les corps non ponctuels que I'on considere en Mécanique Céleste sont essentiellement les
planetes que I'on assimile le plus souvent agf@sroidesolides et en rotation autour d’'un axe
(rappelons gu’un sphéroide est un corps possédant un axe de révolution et un plan de symétrie
orthogonal a cet axe); I'axe de révolution est souvent tres proche de I'axe de rotation, et le
plan de symétrie est appelé plan équatorial de la planeéte. Il s’agit donc d’un cas particulier de
corps ayant 3 plans de symétrie orthogonaux 2 & 2, mais cette fois, si le ¢&pierespecte les
symeétries, le potentiel ne dépend pas\d&n désigant pai, le rayon équatoriade la planéte,
le potentiel est alors souvent présenté sous la forme suivante :

KM a’ . at
Ulr,—,¢) = . (1 —Ja 7; Ps(sin @) — Jy T—Z Py(sinp) —
a?n (430)
T JQTLT%TLPQTL(SinSO) - )

C—A
Ma?
est la distance du poirit au centre de la planéte : cette distance est généralement bien supérieure

aa.. Comme on le verralus loin la quasi-sphéricité des planetes fait que les coefficiénts,,
etc.sont trés petits/, étant en outre prépondérant sur tous les autres. Si en plus le rapport
est petit, les termes du développem@nB0)décroissent rapidement et on peut se contenter le
plus souvent des 2 ou 3 premiers termes.

Les coefficients/,, sont sans dimension ; par exemplg, ;= . Dans les applications,

Cependant, les valeurs dg, J,, etc.ne sont pas évidentes a déterminer avec précision car,
ne connaissant pas la répartition des masses a l'intérieur des planétes, on ne peut pas calculer le
moments d’inertie par des intégrales. Il faut donc utiliser des méthodes indirectes. Pour la Terre,
les coefficients/, et .J, ont été évalués pour la premiere fois par Clairaut au dixhuitieme siécle
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en associant I'étude de la forme de la Terre a celle de son champ de pesanteur. Ce n’est qu’avec
I'avénement des satellites artificiels que I'on a pu déterminer avec précision un grand nombre de
coefficients/,,, par I'analyse des perturbations leur mouvement, observées sous forme d’écarts
a un pur mouvement képlérien. Pour les autres planétes, c’est aussi I'analyse des mouvement:
observés dans leur voisinage (satellites naturels ou sondes spatiales) qui nous renseigne sur le
ecarts entre leur potentiel de gravitation et celui d’'une masse ponctuelle.

15.5.2 Potentiel terrestre : gravité et pesanteur

Quand on mesure l'attraction de la Terre depuis sa surface par la gravimétrie, on n’obtient
pas la valeur du champ de gravitation mais celle du chame lapesanteur. celui-ci résulte
de l'attraction gravitationnelle proprement dite, et de la force d’inertie d’entrainement due a la
rotation de la Terre sur elle-méme.@idésigne le centre de la Terre, on a ainsi en un pBint

g(P)=grad,U(P) —wA (wA OP)

ouw est le vecteur rotation de la Terie/( = w = 27/86164 s™'). Le deuxiéme terme, axifuge,
dérive aussi d’'un potentiel ; en prenant le rep@igk de fagon a ce qué@# soit colinéaire a,
on obtient le potentiel de pesantély, en coordonnées sphériques :

1
Up(r, N, @) =U(r, A, ¢) + 5 w?r? cos® ¢ (4.31)

Si la Terre est assimilée a un sphéroide, la fondticst de la formé4.30) oua, représente le
rayon équatorial terrestre(= 6 378 140 m). Notons qué/, n’est pas une fonction harmonique
car on a ‘A(w?r? cos? ) # 0. Dans la base locale des coordonnées sphériques, on a ainsi :

2
—KJQW (1—-3% J, Py(sing) + ) + w?rcosp  suivant u
g=gradU, = r s T

-3 [5«]2\/[ % Jo singcosp + -+ — w?
La verticale d’un lieu, paralléle & ne passe donc pas par le centre de la Terre, sauf aux pbéles
(p = £7/2) etal’équateurg = 0). Manifestement, les équipotentielles du champ de pesanteur

ne sont pas sphériques.

rsinpcosp suivant w

Dans I'’hypothese ou I'on assimile la surface de la Terre a une équipotentielle du champ de
pesanteur, on peut trouver une relation entre les coefficignts, etc.et les parametres etc
qui caractérisent la forme de la Terre et sa rotation et qui sont ainsi définisrefiésente le
rayon polaire de la Terre, la quantité= (a. — b)/a. représente I'aplatissement géométrique
de la Terre; par ailleurs, la quantité= w?a/K M exprime le rapport entre I'accélération
centrifuge a I'équateur due a la rotation de la Tew&:(), et 'accélération principale due a la
gravitation (K M/a? ~ g., valeur deg a I'équateur).

En exprimant que le potentiel de pesanteur prend la méme valeur aux péles et a I'équateur,
et limitant I'expression du potentiel de gravitation de la Terre a sa partie en

KM az .
N s L)

r
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on obtient cette relation, due a Clairaut :
3o =2a—c (4.32)

« peut étre obtenu a partir des mesures géodésiques faites en divers points de la Terre, qui on
donné la courbure de la Terre en ces points et 1/298, 257 ; on a alord = 6 356 755 m. Avec

¢ = 1/288,90, on obtient :J, = 1/927,72 = 0,0010814. Donc, le premier terme du potentiel

de gravitation de la Terre, qui manifeste sa non-sphéricité, est environ mille fois plus petit que
le terme principal.

A l'ordre suivant, on prend le potentiel de gravitation jusqu’au termé,eat on fait I'nypo-
these supplémentaire que I'équipotentielle du champ de pesanteur passant par I'équateur (sur
face appeléaéoid@ est un ellipsoide de révolution de demi-grands axest b; alors, en
remplagant-? dansU,, par1/(cos® p/a2 + sin? p/b%) et en exprimant que le potentiel sur le
géoide est indépendant geon trouve cette relation entrg, J, etc :

9 12 3
J4 = — (5 J22 —+ % CJ2 — % 02) (433)
qui conduit a la valeur J, = —0, 000 0024. Ce coefficient est encore mille fois plus petit que

J». On constate que la convergence est apparemment trés bonne.

Les hypotheéses précédentes reviennent a supposer que la Terre est en équilibre hydrosta
tique; on verra qu’elles conduisent, surtout pdura une valeur trés proche de la réalité. En
fait, actuellement, c’est en analysant les observations du mouvement des satellites artificiels
que I'on détermine les coefficients du potentiel de gravitation de la Terre, indépendamment de
toute hypothése sur sa constitution interne. Les modéles de constitution interne que I'on peut
faire doivent alors s’efforcer de redonner les mémes coefficients que ceux obtenus a partir des
satellites.

15.5.3 Potentiel réel de la Terre et des planetes

Dans un repére principal d’inertlg a la Terre ou a une planéte, le potentiel de gravitation
réel, c’est-a-dire celui que I'on détermine par les satellites, est de la forme :

KM s e
U ) = 2M [ “

14+ ) <T>n {—JnPn(sin )

n=2

n (4.34)

+3° P (sin @) [Crp COS PA + Spyp SN p)\]}
p=1

Les termes en/,,, qui ne dépendent que de la latitugedu point P, sont les harmoniques
zonaux Pourn fixé, les2n — 2 termes en,,, ets,,, pourp # 0 etp # n sont les harmoniques
tessérawd’ordre n, et les 2 termes eq,,, et s,, sont les harmoniquesectorielsd’ordre n ;

ces harmoniques dépendent a la foisgdet de ) ; les termes e, et sy, sont par exemple


En procédant comme indiqué ci contre dans le cours, démontrer la relation de Clairaut. 

En procédant comme indiqué ci contre dans le cours, démontrer cette relation. 
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représentatifs d’une certaine ellipticité de I'équateur de la planéte (rappelons que ton-a :
(B — A)/4AMa?).

On utilise aussi parfois, a la place dés ¢, ets,,, les notations équivalentes, et\,,, ce
qui donne :

n n

KM >
U(r,\, @) = — 14+ ) a—fL > Jup PP (sin ) cos p(A — Anyp) (4.35)

n=2 p=0

\oici les valeurs admises pour les principaux coefficients du potentiel de gravitation de
quelques planetes et satellites :

Pour laplanéte Terre

KM= 3,98600510" m?s2 a.= 6378140 m w= 3603985612j"
Jo=0,001082625 caa= 0,000001571 599 = —0,000000 903
Js = —0,000 002 534 cs1= 0,000002190 s3 = 0,000000272
Jy= —0,000001 623

Les autres coefficients sont inférieurs en modul®)Zf ; on posséde des modéles de poten-
tiel terrestre développés jusqua= 20 pour les harmoniques zonaux, ret= 10 pour les
harmoniques tesséraux.

Pour laLune:

KM= 4,90279410"”? m3™2 a.,= 1738000m w= 13°176581j"
Jo=0,0002027 o= 0,0000223
Js=0,000006 cs1= 0,000029  s5 = 0,000004
cso= 0,000005  s3= 0,000002
cs3= 0,000002  s33= —0,000001

Pour laplanete Mars

KM= 4,2828210" m% 2 a.= 3397200m  w= 3509891983 !
Jo = 0,001964 99 = —0, 000 055 S99 = 0,000 031
Js=0,000036 s31= 0,000026

Pour laplanéte Jupiter

KM= 1,2671210" m*s2% a.= 71398000 m
Jo= 0,01475 w= 870°536j"
Jy= —0,00058




Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 118

Pour laplanete Saturne

KM= 3,7934110" m®*s2  a.= 60000000 m
Jo=0,01645 w= 81027947 !
Jy=—0,0010

Pour laplanete Uranus

KM= 5,7945510"° m*s™2 a.= 25400000 m
Jo=0,0033461 w= —554°913 ;1
Jy,= —0,0000321

On note les valeurs relativement importantes/gyour Jupiter et Saturne, qui correspondent
au fort aplatissement de leur globe da a leur rotation rapide (1 tour en 10 heures environ).

De I'expressiorn{4.35)du potentiel, on déduit les composantes du champ de gravitation, dans
la base localewww des coordonnées sphériques (pour un corps non tournant) :

KM [ o n n
o __ — |1+ D (n+ 1)a—e >~ Jup PP (sin ) cosp(A — )xnp)]
or A T (s
1 oU KM [& ar & P (sin o)
dU = 27— —c n i A—A
gradU r Ccos p ON r? ;::2 r’ pzzzlpj P cosp sin p( )
10U KM [& ar & dPP (sin @)
-YY N J,, —2 A=A\,
r asp 7'2 = 7 pz:% P dg@ COSp( P)

(4.36)
Notons que dans la deuxieme composantep disparait finalement du dénominateur car, pour
p > 0, PP)(sin ¢) contient toujoursos o en facteur ¢f. Tableau 4ou la formule(4.17)).

Avec les valeurs dd,, J; etc.vues précédemment pour les planétes, I'accélération réelle due
a la gravitation reste toujours assez voisine de I'accélération principale képlérieliﬁége;n
T

cependant, 'accélération réelle n’étant plus exactement centrale, la loi des aires est seulement
approchée et I'orbite d’'un satellite n’est généralement plus confinée dans un plan. On verra dans
la Partie 5 (er{5.31)par exemple) comment les termes non képlériens perturbent le mouvement
des satellites. Avant cela, il est déja intéressant d’évaluer le rappoft, entreA;, le plus gros
des termes non képlériens (celui &), et Ay, le terme képlérien{, = K M /r?). On trouve,
quel que soity :
Ay
Ao
Ce rapport caractérise I'ordre de grandeur d@daturbationqui est engendrée par la non-
sphéricité de la planéte. On voit que ce rapport diminue tres rapidement lorsmgmente ;

S

§3J2a
,

[\
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par exemple, voici l'influence de la non-sphéricité de la Terre sur divers objets proches :

influence de la forme un satellite un satellite la Lune Vénus
de la Terre sur : proche  géostationnaire
(r = a) (r=6,6a.) (r=60a.) (r=6000a.)

< 31073 7107° 91077 910~

Ay
Ay

Des évaluations analogues faites pour d’autres planétes montrent la |€gitimité de considérer
les planétes comme ponctuelles lorsqu’on s’intéresse a leurs interactions mutuelles ; la forme
des planétes n'intervient sensiblement que dans leur voisinage immédiat, essentiellement pour
leurs propres satellites. C’est d’ailleurs dans ce voisinage immédiat que se manifestent aussi
d’autres forces, non gravitationnelles, que nous allons voir maintenant.

16 Forces dues a la trainée atmosphérique

16.1 Principes

Un objet en mouvement dans une atmosphére subit le choc des particules qui la composent.
Dans le milieu raréfié ou évoluent les satellites, le libre parcours moyen de ces particules est
grand (quelques kilomeétres) par rapport aux dimensions du satellite et il est alors possible d’étu-
dier ce choc de la fagon suivante, qui correspond a un écoulement moléculaire libre ou la pres-
sion ne joue aucun role direct :

Considérons un satellittde massen, animé de la vitesse absolii€ans un milieu de masse
volumiquep possédant une vitesse absolue moyevin@itesse d’ensemble des particules} ;
pourra étre de la forme A r si le mouvement d’ensemble de I'atmosphére est une rotation
analogue a celle de la planéte. En fait, on considérera que toutes les paygtiquiegennent
frapper le satellite ont la méme vitesgg égale av;.

Pendant le tempAt, le satelliteS balaye un volumeé\V d’atmosphére égal a :
AV = Alr — V| At

ou A est l'aire de la section de choc du satellite, orthogonale a la vitesse relétiga satellite

par rapport a I'atmospherel’* = i — 1, ; cette aire est considérée comme constante pendant

le tempsAt. Les chocs ont pour effet de modifier la quantité de mouvement du satellite, ainsi
que celle de toutes les particules heurtées, mais la quantité de mouvement de I'ensemble reste
inchangée. En notantdi la variation de quantité de mouvement Sleet 1,6 V;, celle d’une
particulep de masse,, on a donc :

mor + > oV, =0
p
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ou la sommation s’étend a toutes les particules présentes/dlidnge changement V;, dans

la vitesse des particules dépend de I'angle d’incidence de celles-ci sur les parois du satellite et
de la nature de ces parois, conduisant soit a une réflexion, soit a une diffusion plus ou moins
parfaite.

Soit dS un petit élément de paroi, dont la normale (dirigée vers I'extérieur du satellite) fait
I'angle 6 avec le vecteur vitesse relative du satellite par rapport aux particules. Nofors

Vi*u cette vitesse. On peut aussi considérer que les particules viennent frapper le satellite avec
la vitesse- V*. Supposons une surface parfaitement réfléchissante. Aprés le choc, la vitesse des
particules, V', fait I'angle 20 avecwu, mais son module est inchangé. Les particules subissent
donc la variation de vitessel, = V;* — (— V;*). En projection sui, on obtient :

OV, - u=|V{|(1+ cos20)

Le nombre des particules qui frappent aifisi dans le tempg\¢ est égal a :M% AV =

ﬁ% dS cos 0| V| At. Lensemble des particules présentes dans le voltiiebalayé par le
satellite subit donc le changement de quantité de mouvement suivant, en projectian sur

u- Y oV, = [/ p| V|2 cos O(1 + cos 20) dS| At
S
p

Si le satellite est symétrique par rapport a I'é@xe (ou G est le centre de masse du satellite),
il N’y a pas d’autre composante ; dans le cas contraire, I'autre composante, orthoganale a
est généralement trés petite est n'affecte pratiquement pas le mouvenigiielke affecterait
plutdt le mouvement de rotation du satellite sur lui-méme autod¥,aeest-a-dire lattitudedu
satellite). En supposant donc une seule composante suiyantobtient :

mor = — [/ cos O(1 + cos 20) dS] p| Vi Vi At
S

En faisant tendré\t¢ vers zérom% tend versm [y, qui représente la force due au frottement
atmosphérique :

mly = —[/S cos B(1 + cos 20) dS] p | V| Vi (4.37)

Cette force est opposée a la vitesse relative du satellite par rapport a I'atmosphere.
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Si le satellite est sphérique, de rayBnon obtient :
mly = —m R p |V VY

ou I'on reconnaitd = 7 RR?, section de choc de la sphére.

Par analogie, si le satellite est de forme quelconque et si les propriétés reflectives des parois
sont également quelconques, on adopte la loi du frottement suivante :

C
mI = —71) Ap|VH v (4.38)

Le coefficientC', caractérise 'aérodynamisme du satellite dans la directiori‘det les qualités
de réflexion ou de diffusion de ses pardig,(pour “Drag Coefficient”, owcoefficient de trainée
atmosphérique Pour une sphere parfaitement réfléchissante,@p & 2.

16.2 Modélisation des forces de frottement atmosphérique

On pourrait penser que I'expressifh38)permette de calculer facilement I'effet du frotte-
ment atmosphérique a tout instant. Ce serait vrai si I'on connaissait parfaitement les paramétres
Cp, A, p et V* a tout instant. En pratique, il est nécessaire de passer par une modélisation de
ces parametres, opération délicate si I'on désire une grande précision.

Tout d’abord (', est trés difficile & modéliser : Il dépend de la géométrie externe du satellite,
des propriétés réflectrices et émissives des différentes surfaces qui forment ses parois, ainsi que
de la température et de la densité du milieu ambiant qui conditionnent le type d’écoulement des
particules et leur interaction avec le satellite. Dans les modéles simples, lorsque les dimensions
du satellite restent faibles devant le libre parcours moyen des particules, on adopte une valeur
moyenne, voisine de 2.

La section de choc! dépend quant-a-elle de la position du satellite sur son orbite et de
son attitude : Cette section varie généralement si le satellite tourne sur lui-méme, mais devient
quasi-constante si l'attitude est stabilisée par rapport a la Terre et si I'orbite est quasi circulaire.
On adopte en général une valeur moyenne pburalculée suivant la forme du satellite et en
tenant compte du mouvement orbital et du mouvement en attitude.

Quant-a la masse volumique de I'atmospherec’est le parametre le plus complexe car
susceptible de variations tres grandes et trés rapides. Il dépend essentiellement de l'altitude
du satellite dans I'atmosphére, mais aussi de la latitude du lieu survolé, de la température de
I'atmosphere, elle-méme fonction de sa position par rapport au Soleil et a la Terre (éclairement),
de la saison, de I'activité solaire. En fait, ce sont les satellites eux-mémes qui ont permis la
mesure dep en diverses circonstances. [ableau 5donne ainsi les valeurs extrémes ge
observées en fonction de l'altitude ; elles représentent essentiellement les variajidtmsdae
la température varie entre 500 K et 2000 K.
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Tableau 5 Valeurs extrémes de la masse volumiguie I'atmosphere terrestre en fonc-
tion de l'altituder ; la quantitéa représente la distance géocentriqgue= R + h ou R
est le rayon de la Terre.

altitudeh Proin Pmax @ Prmax
km kgm3 kgm—3 kgm—2
2000 1016 5.10714
1000 10719 5.10712 4.107°
600 10~ 3.1071
400 10-13 5.10710 3,4.1073
300 10712 1.10710
200 10719 2.107°
150 1079 5.1078 0,32
120 3.10°7 3.1077

Il faut surtout noter les variations importantes davec I'altitude, et une moindre dépendance
dep vis-a-vis de la températurefafixé lorsque l'altitude diminue.

Enfin, la vitesse relativd’* du satellite par rapport & 'atmosphére est sans doute le para-
meétre le mieux connu si le satellite est suivi régulierement. On suppose généralement que la
vitesse de I'atmosphere est celle due a I'entrainement par la TE€fre-:w A r oOUw est le vec-
teur rotation de la Terre (1 tour par jour). Celle-ci est faible, compariéeidesse du satellite :

Elle vaut 540 m s a 1000 km d’altitude, pour une vitesse orbitale de I'ordre de 8000'nas

cette altitude. En conséquence, la fore€’; est souvent consideree comme directement oppo-
sée a la vitesse orbitale du satellite. On en verra les conséquences exactes dans la partie 5 (e
(5.27)par exmple). On peut cependant déja voir que si on applique une force opposée a la vi-

tesse, I'énergie du satellite diminue ; la constante de I'énergie du mouvement képlélﬁéﬁ,,
devient encore plus négative sous l'effet du frottement, ce qui correspond a une diminution du
demi-grand axe et a la chute du satellite vers la Terre.

Finalement, on devine la complexité du modele si 'on désire une grande précision dans la
prédiction du mouvement d’un satellite (surtout & basse altitude, en dessous de 200 km). Seule
I'intégration numerique de équation du mouvemeiit= gradU + I';, permet d’utiliser un
modele complexe des forces de frottement. L'étude analytique du mouvement n’est réalisable
gu'avec un modele simplifié ou, pratiguement, les paraméireet A (et éventuellement)
sont remplacés par leur valeur moyenne.

16.3 Nature perturbative des forces de frottement

Comme pour les effets dus a la non-sphéricité des planétes, on peut évaluer le Aapgprt
entre la force due au frottement et celle due a la gravitation. En considérant, pour simplifier, que
I'orbite est sensiblement circulaire de rayenla composante principale de l'attraction vaut :
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Ag = [Zy.Onadonc:

Ayl |y @? 1 1, A, .
—| = = —Cp — v
A~ KM KM2 Pm®?
En assimilant/** & KC{W, comme pour un mouvement képlérien circulaire, on obtient :
Ay 1, A
l=Zc,=
AO 2 b m ap

On voit que c'est le rappo% qui caractérise en partie la perturbation : Avécle I'ordre du

metre carré etn de I'ordre de la tonne% est de I'ordre de0~3 m?kg!; ainsi, un satellite
compact et massif est moins sensible au frottement atmosphérique qu’un autre ressemblant a ur

ballon pour quue;‘% peut étre de I'ordre de l'unité !

Avec % = 1073 m?kg~! et les valeurs de p,,., données dans [€ableau 5 on voit que
% est compris entré0—* et 10~® lorsque I'altitude passe de 150 km a 1000 km. Ces valeurs

7

montrent bien que le frottement peut étre considéré comme une perturbation du mouvement
képlérien.

17 Forces dues a la pression de radiation

On peut introduire ce type de forces par un raisonnement analogue a celui fait pour le frotte-
ment atmosphérique :

Un élément de surfacéS exposé a une source de rayonnement située dans une direction
u faisant I'anglef avec la normale @S, recoit I'énergieE dS cos § At dans le tempsg\t;
la quantitéE représente I'éclairement, exprimé par exemple en Watts pat’énergie d’'un
photon, associé au rayonnement de fréquenoc&authr ou h est la constante de Planck. Se
déplacant avec la vitessgce photon a une masse équivalemtgui peut étre définie parhy =
pc?; ilaune quantité de mouvement, c’est-a-dire—pc u siil participe a I'éclairement deés.
S'il est parfaitement réfléchi pats, la variation de sa quantité de mouvement, en projection
suru, estuc (1 + cos 20). Le nombre de photons regus péff pendant le tempAt¢ étant égal a

2L dSM‘é‘gs 0 At, la conservation de la quantité de mouvement totale permet alors d’écrire :

2E dS cosf
méi“—i—/ $u0(1 + cos20) At u =0
S uc
d’ou I'on déduit la force due au choc des photons sur toute la surface éclairée :

2F
mly,, = —— [ cosf(1+ cos20)dS u
P c Js
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La quantité représente une pression, appgléession de radiation

Dans le cas d’'une surface quelconque, dont I'aire projetée dans la direction du rayonnement
estA, onaainsi:

kE

mly,, = - Au

ou k£ est un coefficient dépendant de la nature de I'interaction des photons sur la surface du
satellite (réflexion, diffusion ou absorption) est de I'ordre de 'unité.

Dans le cas d’un éclairement par le Soleil, dans le voisinage de la Terre, on a un éclairement
global (toutes fréquences confondues) égalia = 1380 W m~2; avecc = 3.108 m s!,

on obtient une pression égale% = 4,6.107° N m=2. C’est la constante solaire de pression
de radiation au voisinage de la Terre. Or, I'éclairement d’un objet situé a une distdhoee
source varie en/r%. Donc, un satellite éclairé par le Soleil et situé a la distande celui-ci
subit la force suivante, due a la pression de radiation :

2
Ko
C 7‘2

ml,, = Au

pr

oury représente la distance Terre-Soleil.

Pour un satellite de la Terre, le calcul %' rapport entre I'accélération due a la pression

de radiation solaire et celle d’'un mouvement képlérien, donne une valeur de I'ortipeten
supposan% = 1073. Il s'agit bien encore d’une perturbation. Dans certains cas exigeant une
trés grande précision, on tient compte en outre de la pression de radiation due aux rayonnement:

renvoyés par la Terre et par la Lune. Les effets sont d’autant plus importam%qaﬂ plus
grand, par exemple sur des satellites apparentés aux ballons, ou sur les objets de tres faible
masse comme les poussiéres interplanétaires.

Si le satellite a une forme simple et des propriétés bien connues quant-a la réflectivité de
ses surfaces, les forces de pression de radiation sont assez bien modélisables. Cependant, c
forces peuvent étre des fonctions discontinues du temps si le satellite a un mouvement qui le
fait passer dans le céne d’'ombre de la Terre par exemple. Dans ce cas, c’est par I'intégration
numérique des équations du mouvement que I'on peut tenir compte de la pression de radiation.

18 Autres forces agissant sur les satellites de la Terre

Ce sont essentiellement des forces gravitationnelles dues au Soleil et a la Lune. On verra a
propos du probléme des 3 corps (€nl8) puis (6.34) que les perturbations d’'un satellite par

!/
I'un de ces astres sont assimilables a des accélérations dont le module est de I’G(r—(é%“de
r
oum’ désigne la masse de l'astre perturbateula distance de cet astre a la Terre-atelle
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du satellite a la Terre. Comparée a I'accélération principale képléri&% on obtient un
r

/7 .3
de l'ordre de 1% .
M 7"/3

rapport";%

!/
Pour le Soleil, on &, = 330000, mais% est compris entré.107° et 3.10~* pour
des satellites compris entre une orbite basse de 7000 km de rayon et I'orbite géostationnaire

(42000 km). Pour ces orbite% varie donc entret. 10~® et 8.107%. Par sa proximité, la
Lune a une influence plus importante que le Soleil malgré sa faible masse-(1 /81, 3).
Pour ces mémes satellit%gf%ﬁune varie entre5. 1078 et1,6. 1075,

On peut ainsi récapituler les différents effets perturbateurs sur un satellite de la Terre ayant
une altitude comprise entre 150 et 1000 km :

pression de radiation solaire

attraction du Soleil

attraction de la Lune

irregularités de la forme de la Terre

frottement atmosphérique

aplatissement de la Terrd.
attraction
képlérienne
| | | | | |
10710 1078 107¢ 10~ 1072 1

Dans tous les cas, on peut manifestement considérer les forces autres que I'attraction centrale
képlérienne comme des perturbations de cette derniere.
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Cinquiéme partie

Variations des éléments d’orbite - perturbations

19 Le mouvement osculateur

Considérons un poinP repéré par rapport a un poitt par le vecteurr = OP = r u, et
supposons son mouvement accéléré selon la loi suivante, somme de deux accélérations, l'une
képlérienne de centi@ et de constantg, et I'autre quelconque :

. pr

r:—r—3+F avec >0 (5.1)
F estun vecteur quelconque, généralement variable, représentant I'accélération non képlérienne
de P; ce peut étre une perturbation d& mais pour le moment considérons que c’est une
certaine fonction donnée de la position Bede sa vitesse et du temp$'(r, i, ¢) ; 'équation
(5.1)représente alors une équation différentielle pguy.

Si F' estidentiguement nul a tout instant, on sait, d'aprés la partE331(1), que P décrit un
mouvement képlérien représentable par 6 constantes ou éléments, par éxempl@, w, t,) ;
on peut calculer ces éléments a un instamjuelconque a partir des vecteurs position et vitesse
de P exprimés a cet instant dans un certain repere d’originet inversement, ces éléments
permettent de calculer la position et la vitesselda tout instant. Rappelons les quelques for-
mules permettant de calculer les constantes d’intégration “primaires” du mouvement képlérien,
directement a partir de la position et de la vitesse a un instant quelconque :

G=rAr (5.2)
A G
e = —u 5.3
. (5.3)
I
h—2r P (5.4)

Le calcul de l'instant de passage au périceniyenécessite quelques intermeédiaires, rappelés
ici dans le cas d’'un mouvement elliptique :

a=—pu/2h et n=/u/a’

ecosE=1-r/a et esin £ = r-i/na®
n(t—t,) =FE —esinE = M(t) = My+ n(t —to) (5.5)
Dans la derniere relation, on a rappelé qu’'a la place de la congjante utilise volontiers\/,

anomalie moyenne a un instagtdonne.
Il est bien sOr plus commode de décrire le mouvement par l'intermédiaire de 6 constantes :
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alors que dans I'espacge® x R3 des position-vitesse (de dimension 6), la trajectoire’dest
représentée par une conique de foyest par un cercle-hodographe, dans I'espacdes mou-
vements képlériens de foy€ret de constante (€galement de dimension 6), elle est représentée
par un point fixe (défini par exemple p@r, e, i, 2, w, t,), sauf singularité ou déegénérescence
éventuelle).

Si F n’est plus nul, le mouvement dé n’est plus képlérien, mais il existe, a tout instant,
un mouvement képlérien tangemit mouvement réel : c’est le mouvement képlérien instantané
défini parr et i a cet instant. C’est aussi le mouvement képlérien que décHrait a partir
de cet instant/’ demeurait nul. Ce mouvement instantané est appelévement képlérien
osculateur, les éléments d’orbite correspondants sontééments osculateur®n se propose
d’établir la fagcon dont ils varient en fonction dé

Tant queF’ n’est pas nul, entre les instaritstt + dt, la vitesse- varie d’une fagon différente
de celle d’'un mouvement képlérien car dans ce cas on aurait :

(d7)

képlérien

= —M—; dt  alorsquona: dr= (—M; + F) dt
T r

Le mouvement képlérien osculateur associé aux valeursede a I'instantt + dt, est alors

représenté par des élémetse, ¢, ou 1/, différents de ceux qu’on avait a I'instant les éle-

ments d’orbite que I'on peut calculer a chaque instant a partirete- sont ainsi des fonctions

du temps. Autrement dit, dans I'espacg le point représentant le mouvement@e’est plus

fixe mais décrit une courbe en fonction du temps. Cependant, I'intérét d’étudier les variations

des éléments d’orbite n’est justifié que si ces variations sont d’'une certaine fagon plus faibles

que celles de et der.

En fait, 'utilisation des éléments osculateurs se justifie surtout dans le cageprésente
une perturbation, c’est-a-dire une accélération petite par rapport a I'accélération képlérienne :
on verra en effet que les variations des éléments d’orbite sont alors petites ou lentes, et qu’elles
restent finalement bornées dans un intervalle de temps suffisamment grand. Ainsi, bien que le
formulaire que I'on va établir soit valable quel que sBiton ne I'utilisera que pour des per-
turbations du mouvement képlérien ; par ailleurs, comme la majorité des applications pratiques
concerne des perturbations de mouvements képlériens elliptiques, on supposera que les élé
ments osculateurs restent de type elliptique quel que.dodts éléments osculateurs dont on se
propose de rechercher les variations en fonctionsgeont donc ceux du mouvement elliptique,
par exempléa, e, i, 2, w, My), ou d’autres qui s’en déduisent comme(@rt5)a (3.49) Notons
cependant qu'aves!, = M (t,), comme on fait, = ¢ a chaque instant, il restely = M () :
I'anomalie moyenne est ainsi considérée comme un élément osculateur.

On va d’abord exprimer les variations des éléments osculateurs dans le cas géféesitou
un vecteur quelconque, puis dans le cas particulier, mais fréquent en Mécanique Céléste, ou
dérive d’'un potentiel.

Remarque 1. Méme dans le cas ofi est une perturbation, la description du mouvemenPde
par une suite continue de mouvements képlériens osculateurs n’est pas toujours la meilleure re-
présentation du mouvement réel. Par exemple, on peut imaginer ce cas simple d’'un mouvement
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réel circulaire représenté a chaque instant par un mouvement osculateur képlérien elliptique :
il suffit de considérer une accélération radiale du type- F'(r) u. Le mouvement circulaire
uniforme est alors une des solutions possibles de I'équéfidr) car alors le mouvement est

plan et, dans ce plan, en coordonnées poldirgd, on a la loi des aireg*d = C et constant

pourr constant ; de 'accélération radiale- 76> = —;/r> 4 F(r) ou# = 0, on déduit la vitesse
constantd’ sur ce cercle V2 = 1262 = ;/r — rF(r). Or dans le mouvement circulaire képlé-

rien de foyerO et de constantg, la vitesse “circulaire’V, a la distance: vérifie : V2 = p/r.
Comme la vitesse réelle est différente de cette vitesse circulaire, I'orbite képlérienne osculatrice
n’est pas un cercle : suivant le signe #¢r), la vitesse réellé’ est inférieure ou supérieure

a V., mais sa direction est toujours orthogonale au rayon vecteur ;est positif (c'est-a-dire

V < V,), P est alors a I'apocentre d’une ellipse osculatrice de fayede constante, d’'ex-
centricitée telle queV? = V2(1 — e) et de demi-grand axetel quea(1 + ¢) = r ; comme cette
situation est permanente, c’est que la direction du grand axe de cette orbite osculatrice tourne
autour deO a la méme vitessé que le pointP. Ainsi, le mouvement réel circulaire est ici re-
présenté par un mouvement osculateur elliptique d’excentricité et de demi-grand axe constants
et cette ellipse tourne avdtde telle sorte qué’ se trouve en permanence a l'apocentre : I'ano-
malie moyenne osculatrice est alors constante et égalestila longitude du péricentre varie

a vitesse constante, comrieOn a un résultat analogue Kiest négatif : I'orbite osculatrice

n'est plus forcément une ellipse, maksse retrouve en permanence au péricentre d’'une co-
nique osculatrice de foyep, de constante, d’excentricité et de parametre constants (donnés
parV? = V2(1+e) etp = r(1 +¢)), et dont I'axe tourne autour de a la méme vitesse que.

Remarque 2. L'orbite osculatrice képlérienne n’est pas en général située dans le plan oscu-
lateur de la trajectoire au sens des mathématiciens, ce dernier étant le plan pasgaet par
contenant les vecteurset 7. Au contraire, comme on le voit avec la formuke?2), le plan du
mouvement képlérien osculateur est celui passanPpetrcontenant les vecteurset r.

20 Variations des éléments osculateurs pour quelconque

Les constantes d’intégration du mouvement képlérien sont exprimables sous une forme plus
ou moins explicite des vecteurs position et vitesse, comm®.éha (5.5). En notants 'une
qguelconque de ces constantes, on peut donc condenser le formulaire définissant cette constant
dans la notation :

o=.S5(rT)

Dans un mouvement képlérien on a naturellemécfl% = 0, c'est-a-dire aussi :

do 0S dr 0S dir 0S dr 85.<_,ur>_0

at " or dt or dt or dt or \ 8
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Dans un mouvement képlérien perturbé pasn aura alors:
d d
o 0S dr 05.(_M+F>_85

- - =5

T TR r

r

Cette facon de procéder revient a considérer pour chaque variable deux sortes de variations :
une variation képlérienne et une autre non képlérienne. Ainsi, dans le mouvement réel, la vitesse

7 a comme variation :
dr wr
_ = —— + F
(dt >réel re

Elle est décomposée en variations képlérienne et non képlérienne :

dr wr dr
(ms) B (ms) -f
K nKk

Au contraire, la variation non képlérienne dest nulle car le mouvement osculateur est défini
a partir des mémes vecteurgt i que dans le mouvement réel :

(@), (%) (@),
dt réel dt K dt nKkK

Dans la suite, on poser f;t = ((gt) . L'opérateurs correspond donc aux variations non

képlériennes, c’est-a-dire a celles provoquées par la préserce@eaura ainsi :

or or
_F R
o et p 0 (5.6)

Avecr = r u, cela implique encore% =0 et% =0

Quant aux constantes d’intégration du mouvement képlérien, leur variabilité ne peut provenir
que deF’ ; pour celles-ci ou pour les éléments d’orbite on a donc :

do\ _(do) 0o b0
dt )., \dt). dt —~  dt

Pour ces constantes, on aura donc I’ident%g = (Zi—‘t’.

20.1 \Variations des constantes primaires osculatrices

Appliguons 'opérateud aux expression&.2)a (5.4); tenant compte dés.6), on obtient :

5¢ _ 38
dt  dt

or  dG dG
") — - — — =7rAF
(rAr)=rA o il pria A (5.7)

3Si (z, y, z) sont les composantes cartésiennes d’'un vedigua notationg—g représente le vecteur de composan%%(g—g, g—g).



E
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puis :
d(pe) o7 oG du de
soit :
de FAN(rANr)+7AN(rAF)
— = rAT rA(T
Mt (5.8)
=2r(F-7)—7(F-r)—F(r-r)
et enfin :
oh 6 /1 ] i dh dh :
iR G R Rk dt (5.9)

AvecG? = up=r-(pue+ puu), onen déduit encore les relations suivantes :

dp _ . dG _  de dh

i L = =92
o a P !

F— i 20 .
p pn 2r°7 (F - u) (5.10)

Ces expressions sont valables quelle que soit la nature du mouvement osculateur, qu’il soit
elliptique ou hyperbolique.

20.2 \Variations des éléments osculateurs elliptiques

Nous nous intéressons aux élémefats:, i, 2, w, M ). Parmi eux,(€2,4,w) sont les angles
d’Euler permettant de passer d’'un repére galiléen de réfénee Oiyjyky, au repére propre
du mouvement osculateuit; = Ouyuok (avece = eug et G = Gk, cf. 83-12.). Ces angles
étant maintenant des variables, leurs variations définissent le vecteur rotation instantané de

par rapport &k, :
dQ di dw
N = — — —k 11
RifRo = g ho gt (5.11)
ou n est le vecteur unitaire de la direction du noeud ascendant. Dans la suite, on utilisera aussi

la base locale orthonormée directerk).

Les variations de et (2 proviennent de celles de la normale au plan osculateur, c’est-a-dire
de celles d&~. Or on peut écrire :
dG  dG
dt — dt
En identifiant cette expression a celle trouvée(®iM) et en projetant successivement sur les
vecteurs unitaires, k A n etk, on obtient :

k+ QR1/R0 NG

ds?
G'sini priakl sin(w +w) (F - k) (5.12)



Démontrer les expressions (5.8) et (5.10). 
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di
G i r cos(w +w) (F - k) (5.13)
dG

Les variations de et dew proviennent de celles du vecteurOr on peut écrire :

de de

dt — dt
En identifiant cette expression a celle trouvéq®R) et en projetant successivement sur les
vecteurs unitaires, et vy, on obtient :

Uy + ‘QRl/Ro Ne (515)

B =2 w)(F ) = (e w)(F 1) = (F )7 ) (516)
pie (Cf;; + cosi C(Z;) =2(r-w)(F - 7) = (7 vw)(F-r) = (F-w)(r-7) (5.17)

Quant aux variations de, elles se déduisent facilement de celleshdebtenues erf5.9)
puisque dans le mouvement osculateur tout le formulaire du mouvement képlérien reste vrai :

£, do_ pdh_2'dh_\pdo
2h dt — 2h dt o dt a® dt

a = —

—2F-i| (5.18)

Enfin, les variations de 'anomalie moyenig proviennent de deux parties :
dM (dM ) N oM oM

dt dt a "

n est ici le moyen mouvement osculateur, c’est-a-dire lié a chaque instant au demi-grand axe
par la troisieme loi de Keplern?a® = . Il est donc variable, tout comme et ses variations

sont données par :

2 dn 3 da
“ — 5.19
ndt  adt ( )

n est alors une simple notation venant a la placg/ge/«® ; sa valeur a l'instant, résulte de

celle dea; sin = ng a un instant,, on obtientn(¢) en intégrant les variations dejusqu’a

'instantt :
pl da

a a? dt

Les variations non képlériennes glesont plus compliquées a calculer. Appliquons d’abord
I'opérateurs a I'expression5.5):
oM ¢ oF de roE de

ﬁ—a(E—esinE) (1—6C0$E)E—SH1E%—5% smE% (5.21)

¢
n(t)=no+ [ dn=mng— = / (5.20)
to to


Démontrer les expressions (5.16) et (5.17). 
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On a par allleurs :

or 0 rda de . OF
pri 0= %(a(l —ecosFE)) = PN —acosEa —l—aesmE%

En reportant dans cette expression la quar%?étirée de(5.21) il vient d’abord :

oM d 2 d
esinEW = (2 cos £ — esin? E) d—: — % d—j
puis :
oM d d
esinw%:\/l—eQ(coswd—i—%d—j) (5.22)
car, d'aprég3.29)on a sin £ r_sinw et d'apreq3.30)on peut écrire :
, . smb =—- —, . :
a1 —e?
D cos E —esin? B = (1 —ecosE)cosE —esin? E=cosE —e = T cosw
a a
Or, d’'aprég5.10)on a aussi :
de dh )
MU-E—QTE = —2r7 (F - u)
soit, en tenant compte dB.15) de(5.18)et dewu - ug = cosw :
de 1 da 2rr
cosW = — ?E—Feu-(ﬂRl/RO A ug) = _T(FU)

Comme on aenfinu-(£2z, /r, Nto) = sinw (g, /r,-k) = sinw (‘é—‘t‘“rcosi %) I'expression

(5.22)devient :

M d dQ\  2r7
esinwﬁ =—Vv1—-e¢? (esinw (—j +cosi—) + ﬁ(F . u))

Enfin, avequ = n%a® et sachant que d’apré3.29)on a :7v/1 — €2 = naesinw = #e sinw,
il reste :

oM 2r dw s
S (Fou) =Vl (= o
dt  na® (- u) boe (dt eost dt) (5.23)

20.3 Equations de Gauss

Il s’agit simplement d’'une réécriture des équations précédentes en y remptagantpar
leurs composantes dans la base local&en

F=Ru+Sv+WEk
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G

P =—kA(e+u) — i’:%(esinwu+(1—l—ecosw)v)
p

La premiéere expression devient de la description de I'hodographe du mouvement képlérien

vue en(3.14)Les éléments osculateuis, e, i, 2, w, M) vérifient alors les équations suivantes,

appeléegquations de Gauss

d
Gd—j:2a2 [Resinw + S(1 + ecosw)]
d
Gd—i:p[R sinw + S (cos w + cos E)]
i
Gd—i:rWCos(w+w)
.. d . (5.24)
Gssz:rW sin(w + w)
Q
Gecf;;:—pR cosw+(r+p)Ssinw—GecosiC;t
dM 1 dw s
) — P w L
pr n(t) /m[TR+G(dt+cosz dt)}

Pour utiliser ce systeme d’équations différentielles, il faut encore y remplager . /zip
et p para(l — ¢?), puis exprimer les quantités képlériennes variables et E en fonction
des éléments osculateurs eux-mémeg; gdiépend de la position et de la vitesserdgl faut
utiliser le formulaire de passage des position-vitesse aux éléments d’orbite pour exprimer aussi
R, S et en fonction de ces éléments. Ces transformations peuvent se faire analytiquement
si I'expression de¥' n'est pas trop compliquée et si I'excentricité est suffisamment petite pour
permettre d'utiliser les développements du mouvement képlérien vg8-&8.4et exprimés
en fonction de I'anomalie moyenne. Le plus souvent, les équations de Gauss sont utilisées
pour intégrer numériquement le mouvementftidans les cas de forte excentricité ou de forte
inclinaison (par exemple pour des petites planétes du systéme solaire, ou pour des satellites
tres excentriques) ou quaridn’a pas une expression simple. Cependant, il peut étre parfois
plus efficace de faire I'intégration numérique directe de I'équation inif@ale) plutdt que celle
des équations de Gauss, puisqu'’il est toujours possible de calculer ensuite les éléments d’orbite
osculateurs aux instants ou la position et la vitessg dent connues.

Notons que les équations donnant, ‘Cll—%’ et%—j\f sont singulieres lorsqueou s’annulent,

ce qui est normal puisqu’alors ces angles deviennent indéterminés. Pour avoir des équations
réguliéres, il faut prendre des éléments réguliers comme la longitude mokeaie+w+M =
w + M, ou comme les variables complexes- ¢ exp v/—1w et( = sin(i/2) exp v/—1. Les
équationg5.24) permettent de déduire les variations de ces éléments réguliers. On trouve par
exemple :

dw

Ge Fri —pR cosw+ (r+p) S sinw + etan(i/2) r W sin(w + w) (5.25)
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dL 2rR 1 (1—+v1—¢?
o n(t) — +—4{——————(—pRcosw+ (r+p)S sinw
dt ®) Via G{ e (= (r+p) ) (5.26)

+ tan(i/2) r W sin(w + w)}

. . /1 — p2 . . . .
Dans cette derniére expression, le factéwelie n'est pas singulier ea = 0 puisqu’il
se comporte comme/2 quande tend vers zéro.

20.4 Exemple d’application des équations de Gauss

Utilisons les équations de Gauss pour exprimer les variations des éléments orbitaux d'un
satellite sous I'effet d’'une accélération perturbatrice opposée a la vitesse. L'équation suivante
modeélise ainsi de fagon simplifiée I'effet du frottement atmosphérique sur un satellite tournant

autour d'une planéte sphérique :
nr

= Tt
T3
ou ¢t est le vecteur unitaire de la vitesse e
. P wvtey  (esinw)u+(1+ecosw)v
7| |v + e | V1 4+ e2 + 2ecosw

On en tire les composantés S etV de F :

B —Tesinw _ —T(1+ecosw)
V1+ e+ 2ecosw V1+e2+ 2ecosw

W =20

Donc, % et % sont nuls et I'orbite reste dans un plan fixe ; les autres éléments varient suivant
les équations :

if;——Tm\/Q%\/l—i-e?—i-Qecosw
de  2T'V1—e? e + cosw
dt— na VItelt2cosw
do  2T'V1—e? sin w (5:27)
dat nae V1+e?+2ecosw
dM 2T (1 — €7) (1+e*+ ecosw)sinw
W_n—i_ nae (14 ecosw)V1 + €2 + 2ecosw

Dans le cas du frottement atmosphérique, en pdsan% A, on a encore :

2 2
(1+ e+ 2ecosw)

1 —¢?


Démontrer les expressions (5.25) et (5.26). 
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On trouve notamment que le demi-grand axe et I'excentricité diminuent ; I'orbite se circularise,
prenant la forme d’une spirale de rayon décroissant. On obtient ces caractéristiques globales
du mouvement en examinant comment, tour apres tour, les éléments osculateurs @roluent
moyennePour calculer des variations sur un tour, on calcule le terme “constant” (indépendant
de M) du développement en série de Fourierddede chaque second membre des équations
(5.27) Cependant il peut étre plus intéressant d’exprimer ces equations, non pas en fonction
du temps ou dé/, mais en fonction de I'anomalie excentrigiie on fait alors le changement

de variable ndt = ng et on exprime toutes les fonctions deet dew en fonction deF

grace au formulaire du mouvement képlérien. On peut alors développer en série de Fourier de
E au lieu de)M. Les équations donnant les variations dgbgéel) = a(1 + e) et dupérigée

q = a(1 — e), permettent d’analyser comment évoluent les altitudes du périgée et de I'apogée.

On obtient ainsi :
da ) 1+ecosE
—— = —2ba’ (1 —e)(1 —cos E) | -————
" ba” (1 = e)(1 — cos E)) \/1 o) (5.28)
10 ) 1+ecosE |
T opa2(1 1 LAY pp—
= a® (1 +e)(1 + cos )mp(r)

ou la masse volumique(r) reste & modéliser ; un modéle simple consiste a prendre une loi
de la forme :p(r) = poe K=m0), On trouve notamment que tour aprés tour, les altitudes du
périgée et de I'apogée diminuent mais que cette diminution est moins forte pour le périgée que
pour I'apogée.

21 Cas oufF' dérive d'un potentiel : F = gradpU

On peut envisager deux facons d’obtenir les variations des éléments osculateurs : la pre-
miere consiste a utiliser les équations de Gauss en exprimant d’abord les composantes du gra:
dient dans la base correspondant aux coordonnées utilisées pour regaueren projetant ces
composantes dans la base localé de fagcon a obteniR, S etV ; il reste alors a exprimer ces
composantes en fonction des éléments osculateurs. La deuxieme consiste a exprimetd’abord
en fonction des éléments osculateurs, puis a écrire de nouvelles équations, issues de la formu
lation hamiltonienne et qui expriment les variations de ces éléments en fonction du gradient de
U dans I'espace,, des élements osculateurs.

21.1 Utilisation des équations de Gauss

On va supposer quE est exprimé en fonction des coordonnées sphériGues ) de P
dans le reperd?, = Oigjoko. Les éléments osculateurs considérés sont les mémes que ceux
définis en85-20.2 avec notamment les angles d'Euley i et w + w entre R, et le repere
Owuvk mobile avecP. Dans la base locale des coordonnées sphériquéy antée iciuv;, wy,
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les composantes du gradient sont données par les expressions :

oU 1 oU 10U
R=5; S = o5t 9 Wi=2%5

Si 7 désigne 'angle entre, etv (ou entrew, etk), on a alors :
S = Sycos 3+ Wysin et W = —S;sin 3+ Wi cos 3 (5.29)

Pour exprimerR, S et W en fonction des éléménts osculateurs, il faut notamment d’établir les
relations entrey, 0, 5 et les éléments képlériefis i etw + w.

Dans les triangles sphériqué&H P (rectangle erl) et K PK, (rectilatére selor P), on
peut écrire les relations suivantes :

sind = sini sin(w + w)
cos§ cos(a — Q) = cos(w + w)
cosd sin(a — Q) = cosi sin(w + w) (5.30)
cosd cos 3 = cost
cosd sin f = sini cos(w + w)
Les trois premieres relations représentent encore les égalités entre deux expressions différente

des coordonnées cartésiennes’d#ans le reper@kyn(ky An) ; les deux dernieres représentent
aussi les égalités entre deux expressions des coordonnégssdé/ant les axe®k etOw.

21.2 Application au cas du potentiel de gravitation d’'une planéte

On considére un satellit? de masse négligeable, en mouvement autour d’'une planéte de
centreO et de mass@é/, et on suppose qu'il est perturbé par la non-sphéricité de cette planéte.
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Pour simplifier, on réduit ici le potentiel perturbateur au termdgri’équation du mouvement
de P s’écrit alors ainsi :

2

. e a:

r:—r—g—irgrad <—,uJ2T3<2 5

3 sin?p — 1)) ol pu=KM (5.31)

Il convient de faire attention a la nature des coordonnées utilisées dans une telle équation :
En principe, I'expression du potentiel de gravitation est donnée en fonction de coordonnées
sphériquesr, \, v) définies dans un repérelié a la planéte, tandis que I'équation du mouve-
ment deP telle qu’elle est écrite ci-dessus est vraie seulement dans un rEp&ailéen. Il
faut donc d’abord faire les transformations pour que les coordonnées utilisées soient relatives a
un repére galiléen.

Supposons d’abord que l'origin@ soit fixe ou animée d’'un mouvement rectiligne et uni-
forme : cela revient a négliger ici le mouvement de la planéte autour du Soleil et a considérer
gue le systeme étudié est isolé dans I'espace.

Si la planéte tourne sur elle-méme autour d’un axe de direction fixe(Qdgitet axe et
I'angle de rotation, autour de cet axe, Bgar rapport au reperg, (on suppose bien sdr que
le troisieme axe dék est aussi confondu avec cet axe fixe). Alors, les coordonnées sphériques
(r,a,0) de P dansR, sont reliées aux coordonnégs \, ¢) du méme point dan& par les
relations .o« = 0 + A etd = o.

Ici, comme le potentiel perturbatedf, ne dépend pas de la coordonngecette trans-
formation est tres simple a faire : il suffit d'y remplacerpar §. On obtient alorslj,, =

2
— it Jy %(% sin®§ — %) puis les composantds, S; etV du gradient :

ouy, a? /3 ., 1
R = 5 :3MJ2F (§sm 0 — 5)
1 ou
S) = =2 =0 5.32
' rcoséd da (5.32)
1 2
W, = . aaUgQ = —SMJQ% sin 0 cos d
Tenant compte des relatiofts.29)et (5.30), on en déduit les composantBsS etV :
3 az .
R= §MJ2 — (3sin®isin®(w +w) — 1)
r
2
S =W;sing =-3uJ % sin® i sin(w + w) cos(w + w) (5.33)
2
W =Wj cos 8= —3uJs % sini cosisin(w + w)

Les seconds membres des équations de G&ug4) font apparaitre les quantit@scosw —
Ssinw et Rsinw + S cos w (composantes d& surug et v,) ; exprimées en fonction des mul-
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tiples dew et dew, on trouve :

R S si 3 J (Zz {(3 . 9. 1)
cosw — Ssinw = = —< (=sini — 1) cosw
2 M2 1
1
~1 sin® (5 cos(2w + 3w) + cos(2w + w))}
Rsinw + Scosw = = p Jo a—z [(ésinzi— 1) sin w
2 rt N2

1
— - sin”i (5sin(2w + 3w) — sin(2w + w))]

En remplagant encore dans les équations de Gasigmr na?v/1 — e2, p par a(1 — ¢?) et
pcos E par r(cosw + ¢), et en changeant enn?a?® dansR, S et1V, on obtient finalement les
équations suivantes :

di 3J2 AeN\270N\3 . . ..
o g 22 (Y % + 2
o n2 — (a) <7") sini cosi sin(2w + 2w) (5.34)
dQ) 3.J5 AeN\2 7aN3 .
A T O N 1 — cos(2w + 2
it o e (a> (T) cos @ (1 — cos(2w + 2w)) (5.35)
de 3J5 5 (Qe\2 /A4
@ Vi-e(G) () x
[ — 4sinw + sin®i (6 sinw + sin(2w + w) — 5sin(2w + 3w))}
3J2 Ae\2/aN\3 2 . . . .
_nm (;) (;) sin” g {sm(2w+w)—i—sm(2w+3w)+2651n(2w—|—2w)}
(5.36)
dw ds2 3Jo V1 — €2 sa.\2
E—I—cosz%—n? ( )( )
{4 cosw — sin?i (6 cosw — cos(2w + w) — 5 cos(2w + 3w))}
3J2 Qe a\s . 2 . .
_ m(a) (;) sin® g [cos(2w+w) —s1n(2w+3w)}
(5.37)
Lda 7137!]2 (%)2(9)4 {— 4e sinw — 4sin?i sin(2w + 2w)
a dt 4vV1—e2 Va’ r (5.38)
+ esin®i (6 sinw + sin(2w + w) — 5sin(2w + 3w))}
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(Z\;f =n+ 3nJs (%)2(2)3 {1 — gsin%’(l — cos(2w + 2w))}
Code dD (539)
—Vvil—e (E +COSZE)

Il reste a développer les seconds membres de ces équations en séries de Fourier de I'anomalit
moyenne)/ en utilisant les résultats obtenus 8-13.4; pour cela, voyant que ces seconds
membres font intervenir les quantitgs)” sinmw et (§)" cosmw ol n vaut -3 et -4 et oun

est compris entre 0 et 3, on pourra utiliser les développements en coefficients de Hansen vus er
(3.134)ou les méthodes aboutissant a I'expressibmn46) Notons que la relatio(B3.134)peut

encore se décomposer en parties réelle et imaginaire pour donner :

(g)n cosmw = Xy (e) + i (X,?”m(e) + X,?”m(e)) cos kM
. . = (5.40)
()" sinmw = 3 (X17() = X7 7"(e)) sin kM

a

Onverraerg5-22.1.Zomment tirer de ces équations certaines propriétés du mouvement des
satellites artificiels. Auparavant, voyons comment obtenir des équations analogues directement
a partir du développement dé en fonction des éléments d’orbite. On pourra aussi visualiser
une intégration élémentaire des équatins6)a (5.39) avec I'appletPerturbationsElement-
sOsculateurs.html

21.3 Formulation hamiltonienne des variations des éléments d’orbite

En §2-9.2 nous avons montré comment un changement de variables canoniques construit
par la méthode d’Hamilton-Jacobi abouti a la méthode de variation des constantes arbitraires.
Rappelons simplement ici que, si on a trouvé une fonation, y;, t) vérifiant, pourF’ donné :

Z (pidq; + x;dy;) + Fdt = dG

7

le changement de variablég, p;) — (x;,y;) engendré pa€& est canonique ; si on applique
ensuite ce changement de variables a un hamiltatida nouvel hamiltoniert{” a pour valeur :

H=H+F=H+ %—(5 et les nouvelles variables satisfont aux équations d’Hamilton :
) OH' . ) OH'
xTr; = € P = —
Y Y Oz;

En particulier, siF" est nul (ce qui correspond@indépendant dé), le changement de variables
modifie I'expression de I'hamiltonien mais pas sa valeur.

Or, en83-12.2.2 on a appliqué une variante de la méthode d’Hamilton-Jacobi pour résoudre
le probleme de Kepler, représenté par I’hamiltoni€ésuivant :

1 G*
1= (F+5) -7
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exprimé en fonction des variables canoniques), v, R, G, ©). En cherchant un changement
de variables canoniques qui ne change pas la valearI’'hamiltonien, on a alors trouvé cette
fonctionGs(r, v, 9, h, G, ©), indépendante de:

r 2
GQ=¢G+199+5/ \/2h+2M—G2 r
Jro(h,G) T T
Cette fonction engendre le jeu de variables canoniques— t,, g, v, h, G, ©O) et, dans ces
variables, le nouvel hamiltonien vadt’'(—, —, —, h,—,—) = h; les équations d’Hamilton
montrent quet,, g, Y, h, G, ©) sont alors des constantes ; rappelons que, hormis, et h,
ces éléments canoniques sont ceux de Delaunay, avec des notations propres aux variables ce
noniques mais qui s'interpretent en fonction des éléments d’orbite elliptique classiges :
la longitude du nceud ascendant, mesurée dans leplgna partir de I'axeO1,, tandis que
est 'argument du péricentre mesuré dans le plan orbital depuis ce neadXetg = w);
leurs conjuguée&’ et© (= G cosi) sont respectivement le module du moment cinétique et sa
projection sur I'axe)k,, aveci inclinaison du plan orbital subiyj, (cf. (3.75).

Si maintenant on considére le probleme képlérien perturbé défini par I'équatirou
F = grad U, il lui correspond I'intégrale premiére de I'énergie cinétique :

.. ur  0U dl., p Lo p ¢
. - )=0=—(zr"—-=-U) = -ir"—=-U=0"
" (7”—1— r? 8r) dt(QT r ) 27’ r

Cette constante exprime la conservation de I'énergie totale du systéme et, en formulation hamil-
tonienne, I'hamiltonien est égal a cette constante ; en utilisant les mémes variables canoniques
(r,,9, R,G,0) qu'en83-12.2 on obtient alors cette expression de I'hamiltonien du probléme
perturbé :
1,., G T

Alors, en appliguant a cet hamiltonien le changement de variables canoniques engendré par
G5, on obtient un nouvel hamiltoniefi] qui a la méme valeur que I'ancien :

H =H =H-U = H(t—t,,90,hG0O)=h—Ut—t,g9,hG,0O)

ou U doit maintenant étre exprimé en fonction des nouvelles variables. La transformation ca-
nonique(t — t,,h) — (I, L) qu'on a fait ensuite e83-12.2.3 pour aboutir aux variables de
Delaunay conserve la valeur de cet hamiltonien, qui devient :

12

H{/(l79707L7G7@):_ﬁ_ (l7g719aLaG7@)
ou U est cette fois exprimé en variables de Delaunay. Enfin, pour éviter les signes “moins”,
on change le signe de I'hamiltonien, ce qui revient a permuter le réle des variables et de leurs

conjuguées :

2

HY(L,G.O,1,¢,0) = % +U(l,9,9,L,G,0) (5.41)
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Les variables de Delaunay du probleme képlérien perturbé vérifient donc finalement les équa-
tions d’Hamilton suivantes :

dL 6H§’ dl _aHg
at — 9l dt — 9L
dG _ OHY dg _ _8Hé’
dt dg dt oG
40 _ OH) d _aHg
dt = 9 dt = 9O
c’'est-a-dire encore :
dL, _ oU dl _ p° _oU
dt — a1 dt — 3 oL
dqg _ oU dg _ _OU
dt = 9y dt — " oG (5.42)
do oU dy  oU
dt 9 dat — 9o

Avec les variables canoniques régulieres de Poing&ré, p, A, 7, ¢) définies en3.79) on
aurait de méme I'hamiltonien du probléme képlérien perturbé :

2

HY (A&, p, A\, q) = % +U(N&,p, A1, q) (5.43)

ou U doit ici étre exprimé en fonction des variables de Poincaré ; ces variables vérifient les
équations d’Hamilton :

dr _ OU d\ _ p? _oU

dt — 9\ dt = A°  9A

s oU dn _ oU

dt = oy dt = "¢ (5.44)
dp 0oU dg  0OU

E*aiq E*_%

21.4 Equations de Lagrange pour les éléments osculateurs

Ce sont les équations donnant, comme les équations de Gauss, les variations des élément
osculateurs elliptiques classiques &, i, {2, w et M, mais exprimées en fonction des dérivées
partielles d&/ par rapport aux éléments eux-mémes. Reprenant la signification des éléments de

Delaunay :
i =M L = /pa = na?
g=w G=Lyv1—e¢e?

Y= e = G cosi
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on peut différentier ces relations puis utiliser les équat{dné&2)pour calculer les variations de
a, e, i, ), wetM.Onaen effet :

pa = L* — pda=2LdL

2 2
62:1—% — ede:%dL—%dG
CcoSt = % = sinidi = GQdG—éd@

On en déduit successivement :

o 2w _2ov) [ 200 1
dt wodt w0l dt  na OM ’
de_GZdL G dG
ea—fzﬁ_ﬁﬁ — de:*lf?( 1—628(]—6(]) (5.46)
G- oU G oU dt na‘e oM Ow
:Fﬁ_ﬁag
sinidi 044G 1de ; 5 p
T T T A T i 1 oU U
dt_%adtU Cl?gtU =& = i i (Coszaw—m> (5.47)
T GPog G
dy  oU
dat 06
oU i sy 1 oUu
- 79 9O — %_mfsini\/l—ezg (5.48)
1 ou
"~ Gsini 0i
dg ou
at gCU; de  OU 0Oi dw V1—e? (OU ecost OU
= " 9e oG 9i oG = |4t = nde (86_(1—62)311@@'82')
G oU e U
" el? e GPsini 0i
(5.49)
0ll_u2 ou
dt L 0L
o _vod ovee | faw_ Taeu_i-cou]
OL da OL  Oe OL dt na Oa  na’e Oe ‘
_2L0U  G*OU
T u da el® de
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Le caractére antisymétrique de ces équations n’est plus aussi apparent que dans les équation
d’Hamilton, mais il existe toujours car, en formulation matricielle et en pogasat/1 — €2,
on a en effet :

% 0 0 2 0 0 0 0 %U
a
2
ad n 2 0 -2 0 0 0 s
2
de 0 I U 0 0 e
- + — ~

d 2 % __Ccost oU
CTC;; 0 na 0 0 e 0 psint ODw
di cos 1 ou

dt 0 0 0 0 psini 0 T psini i

dQ 1 ou
dt 0 0 0 0 0 psini 0 o)

On peut en déduire des équations de Lagrange pour les éléments osculateurss?,
w (=Q+w)etl (=w+ M). |l faut pour cela d'abord écrire :

U _ U oL _ U

L=Qtwrt M OM ~— 0L OM - 0L

B dw OL 0w Ow Ow 0L Ow

= U _9UOL  OU 0w  OU o _9U  oU U
0  OLOQ 0w 0N 0 00 OL 0w O

On obtient ensuite, en conservant la notatibplutét quet?; :

On voit que seules les équations donn%%l
tenir des équations toutes réguliéres, il faut utiliser d’autres éléments, par exemple les variables

da_ 20U

dt  na 0L

de % ou ou

o e 1 — i

dt na’e (aw +1-¢) GL)

di 1 ou 0 ou

- - = 1 — e T

dt na’sini (09 + (1 = cosi) ((9w 8L)>

©_ 1w

dt  na*psini i

dw _ 1 (U 1-cosioU

dt  na®> \e Oe psini O

@_nigaﬂ p(1—9)0U = 1—cosi OU

dt na Oa na’e  Ode  na’psini Oi
tet 4L sont régulieres ea = 0 eti = 0. Pour ob-

(5.51)
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complexes: = eexpv—iw et( = sin % exp v—1§2. Pour cela, on écrit d’abord :

dz de dw
— —expfvafeexpfw——z(

1 de) N dw
dt dt dt

a) T

puis
ou oU 9z 0U 0z _1( ou ﬁU)

de 0z 8e+8z Oe ZE—FZE
ou oU 90z 0U 0z 1( oU 8U)

0w 0z 0w 0z 0w
On écrit des relations analogues enftel, i et 2. On obtient, mais avec cette fois =

V1—e2=+1-2zz:

da _ 2 0U
dt  na OL
CZ_JT;f[Qaagﬂﬁ) gg* ; (<8(<] Cag)]

5.52
R Atals R ) o
Cjé_n_nizg(;+na2(f+¢)(zglj+zgg) 21 <ng Caa[b

Les équations donna%% et % sont évidemment les conjuguées de celles don%?rﬁt %
On vérifie que toutes les équatiofis52)sont bien régulieres en= 0 et eni = 0.

21.5 Exemple d’application des équations de Lagrange

Reprenons I'exemple donné €n31)relatif au satellite perturbé par le terme &ndu po-
tentiel de gravitation de sa planete. La fonctign correspondante, exprimée en coordonnées
sphériques, o, 6 dans le repere galiléen considéré, est donc :

2
a, /3 . o 1
U, = _MJQF (58111 o — 5)
Il s’agit d’abord d’exprimerl;, en fonction des éléments osculateurs, i, 2, w et M. En
utilisant la premiére des relatioffs.30), on obtient :

2
- ae a3 3 . 9. 1 3 . 9.
U, =—pJs 3 (;) (Z $in° 4 — 5 — 7 sin i cos(2w + 2w)> (5.53)
Il reste & exprimer/r etw en fonction de: et de M, c’est-a-dire & développer ces quantités

en séries de Fourier par rapport\d, avec des coefficients fonctions deOn a déja vu ces
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développements dans la partie 3(@nl46) associés aux coefficients de Hansen; en effet, il
suffit ici de prendre les développements(dér)?, de (a/r)3 cos 2w et de(a/r)? sin 2w. Avec
la définition des coefficients de Hansen rappelééetD) on obtient :

2 1 3 oo
U, (a,e,i,Q w, M) =y a—g {(2 — Zsin2 z) (XO_?”O(G) +2 ZX];?”O(G) coskM)
a k=1

3 _: S
+1 sin? i (XO 32(e) cos 2w + > X, 32(e) cos(2w + kM)
k=1
+ 3 X7 (e) cos(2w — kM)) }
k=1

(5.54)
Les coefficients de Hansek, " (e) se calculent en utilisant le formulaire de Brumbecf (
(3.156)a(3.158) ; cependant pouk = 0, il est ici plus commode de les calculer directement
comme termes indépendants tledans les développements en série de Fourier des fonctions
(a/r)? et(a/r)? cos 2w. En utilisant le changement de variadl®/ = (1 — ¢2)~/2(£)? dw issu
de la loi des airest dw = na?v/1 — €2 dt), on obtient en effet :

1 (27 ,a.\3
X730 = — / N am
0 (€) 21 Jo ( )

,
1 2T 1 2T

=(1- 62)_1/2% /o gdw =(1- 62)_3/2% /0 (1+ ecosw) dw

— (1= )2

1 2w
Xo ™ (e) = Py /O (g)gcos 2w dM

r

_ o121 [P a
=(1—¢°) by — cos 2w dw
mJo 7

1 2m

=(1- 62)_3/22— / (1 + ecosw) cos 2w dw
m Jo

=0

Ainsi, le terme erncos 2w disparait de I'expressiofb.54) et la partiel/;, indépendante dé/
est donc réduite a :

77 . ag I 3 . 5. 2\—3/2
Up(a,e i,—, —, —) = pJs e (5 - sin z) (1—e¢) (5.55)

Plus généralement, on procéderait de la méme facon pour calculer le terme indépendant de
M dans la partie er,, du développement du potentigl.34); en effet, ce terme a en facteur
(a/r)"*' avecn > 0, et, apres avoir développ@, (sin i sin(w + w)), son terme indépendant de
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M dépend du calcul des coefficients """ (¢) pourm =n, n —2,n —4,...,—n+2, —n.
Pour cela on écrit :

1 2m n
Xo" T e) = / (ﬂ) = cosmuw dM

2m T
1 2m n—1
= (1 —¢*)71/2 o / (ﬂ) cos mw dw
mJo \r
1 om (5.56)
— (1 — )12 Py / (1 + ecosw)™ ! cos mw dw
7r
1 = 1

=(1-¢? ”+1/2 Z crt ’/ cos' w cos mw dw

@ Pour intégrer, il reste a exprimer les diverses puissancessde en fonction des cosinus des
multiples dew. Par exemple, pour le potentiel correspondant au termg en

U, =—u J4Z§ (Z>5{(2 — 1; sin?i 4+ 16045 sin4z'>

15 35 35
+ ( sin?4 — 16 sin* z) cos(2w + 2w) + — sin* i cos(4w + 4w)}

8 64
(5.57)
on trouve les coefficients de Hansen :
3 3
X0 =(1+ 5¢ Na-e)T s X = LEA=AT s XM =0

d’ou I'expression du terme indépendantdedans le développement de Fourierlgde:
4

Uy (a,e,i,—w,—)=—pJ, a—g (1— 62)77/2 X
a (5.58)
{(1 + §62> (§ — Esir12z + ﬁsm z) + 36 (9 sin?i — §sin4 z) cosQw}
2 8 8 64 4 8 16

Notons que contrairement’d,, cette expression dépendde

Revenons a la forme générale du potentiel perturbateus exprimé en fonction des élé-
ments osculateurs :

2 1 ]
U,(a,e,i,— w, M) =pJy—5 {(—3 sin? z) <(1 — )2 423 X, (e) cos kM)

@ 2 4 =

fsm Z(ZXk ) cos(2w + kM)

+ZX 7 cos(2w—k‘M)>}

(5.59)
Notons que& n'apparait pas dans cette expression, et o%%% = 0. On en déduirait assez
facilement les dérivées partielles dg par rapport &, i, w et M. Au contraire, la dérivée


Démontrer l'expression des coefficients de Hansen ci contre, puis la formule (5.58). Trouver de manière analogue l'expression de la partie indépendante de M dans les termes en J_3 et en J_6. 

Démontrer l'expression (5.58) relative à la dérivée des coefficients de Hansen. 
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partielle par rapport & est plus difficile a obtenir; on peut en fait expliciter la dérivée des
coefficients de Hansen en fonction d’autres coefficients de Hansen par la formule :

d nm, 1 n—1,m+1 1 n—1,m—1
%Xk (e) —§(m —TZ) X, nm+f6) - 2(711:_11) Xy (e) (5.60)
+ 2(17_62)()(1@’ (e) = X" ()

Cette expression s’obtient en dérivant par rapperf@xpression définissant les coefficients de
Hansen:
nan 1 27 r\n
Xp™(e) = — / (7) exp v—1muw exp —v—1kM dM
21 Jo a
et sachant que le formulaire du mouvement képlérien permet de trouver les dérivéeisdie
w par rapport @& ; on a en effet d’abord :

T 0 /r i oF
p =1—-ceccosF = %(a> = —COSE—{—GSIDE%

OF o /r cosE —e
M=F—esinFE :>O:(1—ecosE)a——SinE ( )_
e

de\a’  1—ecosE
iCosw:(josE—e = —cosw
a
On a ensuite, en prenant la dérivée logarithmique de la relatiah ¥ = % f g tan? % :
dw dE n de N ow sin w sinw 0F . (a n 1 )
_ - — =gsinw (— + ——
sinw sinE  1-—¢? Oe 1—¢®> sinE Oe ro1—e?

Si I'excentricitée reste assez petite on peut développer les coefficients de Hansen en séries
entiéres de et tronquer ces séries a un certain degré. Le calcul de ces développements polyno-
miaux ene peut se faire en variables complexé®t X (00X = eexp v—1M) et en utilisant la
méthode vue ef3-13.8 En revenant ensuite aux variabtest M/, on obtient le résultat suivant,

au degré 3 en:

2
a
- &

U, (a,e,i,—,w, M) :/LJQE X

I3 . 5. 2\—3/2 27 4 ‘
{(2—451n z)((l—e) +<3€+§6)COBM
9 23
+ 562 cos 2M + geg cos 3M + 0(64)>
( (5.61)
3 5 ’
+ 1 sin2i<<1 - ;62) cos(2w + 2M) + (* g + %) cos(2w + M)

7 123 . 17
+ (*6 - —ed) cos(2w + 3M) + 562 cos(2w + 4 M)

845
+ — cos(2w — M) + Eeg cos(2w + 5M) + 0(64)>}
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Ayant obtenu le développement dg en fonction des éléments osculateurs classiques, il est
ensuite facile d’en déduire d’autres expressiond/gedans d’autres variables, par exemple
(a,e,i,9, @, L) ou les variables canoniques de Delaunay, ©,1, g, v). Ainsi, avecw =
w—QetM =L — w, le développement.61)devient :

‘9
wl® o

U]z(aa 67i797w7L) - /LJZ

{(; - isin2 z) ((1 — )2 4 (36 + 28762) cos(L — w)

X

IS

+ 362 cos(2L — 2w) + 58363 cos(3L — 3w) + 0(64)>
(5.62)

3 5 °
+ 1 sin%’((l — 562) cos(2L — 292) + (— g + %) cos(L 4+ w — 2Q)

7123, 17
(56 T ) cos(3L —w —2Q) + e cos(4L — 2w — 2Q2)
e’ 845 A
+ r cos(L — 3w + 2Q2) + 23 ¢ cos(bL — 3w — 2Q) + O(e”)

Notons que ce développement est moins simple que le précédent puisqu’il dépend de toutes les
variables, mais il est plus “régulier” : en facteur d’uss(j L + koo + [£2) on trouve au moins
el"l sinl'l i, et 'on a toujoursj + k + 1 = 0 (cf. propriété de d’Alembe)t
De méme, pour exprimér en éléments de Delaunay, il suffit de remplaegpar L?/pu, e
par /1 — G2/L?, sin?i par (1 — ©%/G?), w par g et M par [. Ainsi, par exemple, la partie
Uj, indépendante de 'anomalie moyenne devient :

2 2
T 9 _ypg e (1 39)
UJ2(L7G70> L) ) =K JQ L5G3 ( 4 + 4G2 (563)

On va maintenant utiliser ces diverses expressions du potentiel dans les équations de La-
grange ou d’Hamilton, et introduire a leur propos des méthodes d’intégration par approxima-
tions successives, appelées encore méthodes de perturbations ; on en profitera pour découvri
les principales particularités du mouvement d'un satellite perturbé par I'aplatissement de sa
planete.

22 Méthodes de perturbations

Ayant exprimé le potentiel perturbatelir en fonction d’éléments osculateurs, il est assez
facile d’en déduire les variations de ces éléments par les équations de Lagrange relatives a


Vérifier que l'expression (5.61) est bien conforme au développement qu'on obtiendrait avec Maple (Si on dispose de Maple, reconstruire ce développement en utilisant les procédures et les méthodes données dans le fichier DevMC_Duriez.mws) 
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ces élémentcf. (5.45)a (5.50), ou(5.51). Ces équations montrent qu’il faut distinguer entre
variables angulaire®gt variables métriquesun peu comme on le fait pour les variables et leurs
conjuguées dans les équations canonigbe$?) : avec les éléments osculateurs classiques,
les variables métriques somt e et i, tandis queM, w et (ou L, w et Q) sont les variables
angulaires. Cette distinction provient de ce que les variations, deet i ne dépendent que

des dérivées partielles dé par rapport aV/, w et (ou aL, w et(), et qu’inversement, les
variations des variables angulaires ne dépendent que des dérivées partiéllgmdeapport

aux variables métriques. Les variables angulaires n’interviennent d’ailleurd/dauia travers

les arguments de fonctions cosinus, sous forme de combinaisons lin€aires entieres de ces angle
(par exemple, dan&.61): jM + 2w, ou dang5.62): jL + kw + IQ)). Pour représenter les
équationg5.45)a(5.50)de maniére compacte, il est donc intéressant de regrouper les variables
métriques dans une matrice colonneet les variables angulaires dans une matrice colanne

. a/ . M
T = (le>j:1..3 =1¢€ et Ty = (x%)jzl..s =l v (5.64)
) Q

Alors, la fonction perturbatric€ peut étre écrite sous la forme :

Uz, xp) = 5(U0(x1) + zk: Uy () cos(k - x2)> (5.65)

ou k représente une matrice ligne composé de 3 entigfs /) de telle sorte que le produit
scalaire(k - 2,) soit égal a 'argumenjM + kw + (). Dans(5.65) ¢ est le petit paramétre
représentatif de la perturbation : on fera par exempie J,, mais dand/ on pourra mettre
aussi les autres termes ép de la fonction perturbatrice (bien qu’ils soient alors au moins de
I'ordre dec?) ; quant aux termes ef,,, leurs arguments étant de la forme+ j M + kw + I

ou ¢ est I'angle de rotation de la planete sur elle-méme, on pourra aussi les incluré @éans
supposant qug est alors un quadruplet d’entiers.

On a séparé dars la partieU, indépendante des variables angulaires; le rest€ de
contient que des termes périodiques dont les arguments sont des combinaisons de variable:
angulaires et dont les coefficients ne dépendent que des variables métriques : on suppose don
que I'ensemble des tripletsne contient pas I'élémelrt0, 0, 0).

En appliguant les équations de Lagrange et en notdatmatrice colonne de composantes
(n, 0, 0) oun représente le moyen mouvement osculateur telidué = 1, les équations du
mouvement perturbé se présentent sous la forme :

d.Tl :

— =¢ Ek nPyi(z1) sin(k - 1)

" (5.66)
0 n + €<HS($1) + Zk nPa(m) cos(k xQ))

Notons que le terme(z;) provient des dérivées partielles dg par rapport aux variables
métriques, et que ce terme n’existe que dans les variations des variables angulaires. On aurail
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bien sar obtenu les mémes équations en partant des équations de Gauss, et donc, comme dar
les équation$5.34)a (5.39), on a fait ressortir le facteur présent dans chaque équation. Par
ailleurs, la forme des équations serait la méme seprésentait les anglds w et(2, ou méme

siz; et représentaient les éléments de Delaunay= (L, G, ©) etx, = (I, g, 7). Cependant,

avec des variables canoniques, on utilise volontiers des méthodes de perturbation “canoniques”,
spécifiques a ce type de variables. Avant de voir I'une de ces méthodes, on va développer une
méthode plus classique, valable pour I'étude du mouvement d’un satellite artificiel perturbé par
la non-sphéricité de sa planete, et basée sur des équations exprimées sous(a f@me

22.1 Meéthode itérative classique

On se propose de montrer que I'on peut exprimer une solution des équatio@ssous la
forme :

7 (t) = 5 (t) + Ami(t) avec i=1let?2 (5.67)
c’est-a-dire qu’on pourra aussi écrire :
a a+Aa M M+ AM
e|l=1¢e+Ac et w =] @+Aw (5.68)
i i+ Ai Q Q+ AQ

Les fonctionsAz; sont supposées étre de I'ordresgdornées quel que sdiet assez petites de-
vantz; pour que les fonctions deg et dex, présentes dar($.66)admettent des développement

de Taylor au voisinage dg et 7, qui soient rapidement convergents. On vermsteriori que

ces conditions sont généralement rempliesNegt) étant alors en moyenne nuls dans le temps

et lesz; représentant la valeur moyenne de la solution. En utilisant cette forme de solution, les
équations deviennent alors :

dz;  dA
% + dtxl — 52(77 + An) Py (7 + Axzy) sin (k- (Zp + Axy))
k
dz, —dA
% + d:z — ﬁ+An+€[(ﬁ+An)S(jl+A$1) (5.69)

+ (1 + An) Po( + Az) cos (k - (7 + An))|

Dans ces équations, conforméme( 20) le moyen mouvement(t) = n(t)+ An(t) estrelié
au demi-grand axe(t) = a(t) + Aa(t) par la troisieme loi de Kepler. On a donc :

ﬁ2(1+?)2a3(1+?)3:ﬁ2a3 (1+2in+3§a+~--) =u (5.71)
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En développant les seconds membres en séries de Taylor, on trouve :

Az,  dAx . -
ditl + i - = 6(;nP1k(x1) sin(k - l’g))

_ _ /0Py,
+ [ (A Pu(m) +
€ zk: n P () n( .

), Axl) sin(k - 7) (5.72)

+ > n (k- Amy) Pyy(z) cos(k - ;7;2)] 4.
k

diQ dA$2

o dl

=71+ An + (A S(m) + X7 Por(3) cos(k - 1))
k

(85) A

3x1
OP.
+ Z (An Por(m) + ﬁ( (%% )0 . Ax1> cos(k - 7)
1

te {An S(z) +
(5.73)

—Z (k- Axy) Poy(7) sin(k - 7o) | + -

Dans ces expressions, une quantité telle(cgé) -Ax représente la sommez 3;(331) Azl
] 1 1’1

On n’a écrit ici que les premiers termes du développement de Taylor, correspondant finalement
aux ordres 1 et 2 ensi I'on considére que les quantitésr; sont elles-mémes d’ordre 1 en

On utilise maintenant la forme de ces équations pour séparer, dans chagoe solution
moyennez; et des variations périodiquész; autour de cette moyenne.

22.1.1 Premiére approximation

Dans les équations précédentes, on ne conserve que les parties d’ordeeeh éamisant
I'hypothese quelz; est lui-méme d’ordre 1. Alors, on identifie d’abord :

dm; 1 = Ty
at 0 — = (agp, €0, i9) constant
(5.74)
diy e — N _
il + e 8(Z) = Ny, constant = | 22(t) = ng,l + Tno

n est ici une constante,, déduite dez = ao, de fagon a avoin?a® = n2a3 = u. Alors, la
relation(5.71)impose qu’a l'ordre 1 en on ait :

An:—;nAa (5.75)

La matricen,, comporte maintenant 3 composantes non nulles que I'on notera pour la suite
(ny, ne, ng) :la premiere est d’'ordre zéro, commetandis que les deux autres (vitesses
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angulaires de et de?) sont de I'ordre de. On identifie ensuite :

dA
dt‘”l = > 0 Py(@) sin(k - )
k
5.76)
dA (
d:2 =An+e ) 7 Poy() cos(k - z)
k

Vue la nature des solutions et z,, ces deux équations s’intégrent facilement terme a terme, et,
comme on a déja introduit des constantes d’intégration @anti,, une solution particuliere
suffit (on n’ajoute donc plus de nouvelle constante) :

A;yl —c Z ]{; nx ) Plk(£l) COS(k . i’g)

- (5.77)
A.’L‘Q /An dt +é Z W PQk(fl) Sin(k . .TQ)
k T2

Dans cette derniére expression, seule la premiére composante dst non nulle et égale a :

—372 Aa (0U Aa = Ax}). DansAz} (c’est-a-dire dan@\ M), on a donc des termes intégrés
deux fois :

/An dt = —5 Z . Pl(z1) sin(k - 1) (5.78)

En résumé, la solution ainsi obtenue comporte une partnstante ou linéaire enet
appelégartie séculaire elle est d’ordre zéro en La partieAz; est une somme dermes pe-
riodiques donc nulle en moyenne sur un temps infini. Alors, dans les équdbdit)et (5.67)
les termesS et P;;, sont aussi appelés respectivemenines séculairesttermes périodiques

Remarque.On constate que les solutiods:; ont toutes: en facteur ; elles sont donc bien de
I'ordre dec a condition qu’en facteur de ceton n’ait pas une quantité de I'ordre d¢=. Or,
I'intégration des termes trigonométriques fait intervenirdesseurs(k - n,,) = jn,, + kn, +

Ing ; bien sdr, il faut que ces diviseurs soient tous différents de zéro, et méme plus, si I'on veut
que Az; soit de l'ordre des, il faut que, quel que soit, les produits(k - n,,) soient grands
devants n. En outre, comme certains termes subissent une double intégration, donc avec des
diviseurs élevés au carré, il faut méme avdir n,,) > /7. Comme on a exclus le triplet

k = (0,0,0), cela revient a dire qu’aucune des combinaisons possibtes + kn,, + Ing)

ne doit étre tres petite par rappori:aCependant, il peut priori exister des triplets non nuls
engendrant des combinaisons de l'ordrecde: il suffit que j soit nul et alorskn,, + Ing

est bien de l'ordre de n. Ces termes a basse fréquence, dont 'argument ne dépend pas de
M, sont appelétermes a longue périodéandis que ceux dépendant giesont par définition
destermes a courte périodd€en les intégrant comme €b.77) les termes a longue période
donneraient donc des termes d’ordre zéro dans les solulon@otons cependant que de tels
termes ne peuvent apparaitre dans la partie intégrée deux fois car, étant indépendants de
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sont automatiqguement absents de I'équation don%%uﬁégal a% g—]\l{[) et de sa solution\a).
Pour qu’ils n'apparaissent pas dafis;, on devrait donc exclure les termes a longue période
des seconds membres (fe76) et les replacer, avec les termes séculaires, dans les équations

d.’L‘i
(5.74)donnantﬁ.

En fait, dans le cas de la perturbation payle seul terme a longue période qu’on pourrait
avoir dandJ;, est celui dont I'argument e8ty, mais on a vu qu’il est identiquement nul. Donc,
le schéma d’intégration proposé ci-dessus convient et il n'y a pas de terme a longue période
dans cette premiére approximation si I'on réduit les perturbations a la seule patie @&+
pendant, si en plus de cette partie on considérait la partie corresponddntautrouverait
un terme ervos 2w (cf. (5.58)) ; toutefois, commeJ; est généralement de I'ordre dé (donc
de l'ordre dec?) et commen,, est de I'ordre de: 7, I'intégration du termenJ, P(z;) cos 2w

donne%P(a‘a) sin 2w, c’est-a-dire finalement une quantité de I'ordresd®onc, la encore,

’ w I'H ’ - - - - y ’ Ve ~ Ve -
le schéma d'intégration convient, mais il faut noter qu’en général, un terme a longue période
en facteur de” dans les seconds membres des équations, se retrouve en facteurdmns la
solution.

Avant de voir la deuxiéme approximation, il convient d’examiner I'ordre de grandeur des
perturbations pour justifier 'hypothese faite sur la petitesse des termes périodiques par rapport
aux termes séculaires. Nous ferons cette justification d’un point de vue pratique, en appliquant
la premiére approximation trouvée ci-dessus au cas d’un satellite artificiel de la Terre perturbé
uniquement par les termes éndu potentiel de gravitation.

22.1.2 Application au cas de la perturbation par le “J;” de la Terre

La partiel;, trouvée er(5.55)s’identifie au termé/y(a, e, 1) dans(5.65) La partie séculaire
des équation&s.66)provient des dérivées partielles tgpar rapport a, e eti, conformément
aux équations de Lagrang®.45)a (5.50) Reprenons les équatioffs.74) avec les notations
complétes des éléments osculatgir§8), et remplacons darg, les éléments par leur valeur
moyenne :

Uy = Us(a,e,i,—, —, —) = pJs C_Lg (1 _ §Sm25> (1- é2)73/2
a’ \2 4
On en déduit les équations de Lagrange “moyennees” :
da _ 2 0y o
dt  na OM
de 1-&0U, (1—¢*)"? U, 0 (5.79)
dt — na’e OM na‘e 0w B '
di 1 -0Uy  OUgy
dt  na’sini(l — e2)1/2(COSZ oo aQ) =0
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puis :
dM 2 90U, 1-—@& U, 3 a® (2—3sin?i)
P T T R =Nt nh o s
dt na oa na‘e 0e 4 a (1—@)/
do  (1- e)'? ou,  cosi(l—e*) V2 oU, §‘J a? (4 —5sin’i)
dt ~  na’e Oe na’sini g 4 7PE (1-8&)?
aQ  (1-2&)"V2 U, 3 . a’  cosi
- = — — = ——n -
dt na’sini o 2 7E (1-¢&%)?

Les variables métriques sont donc constantes en moyenne :

é:(io

a=ag et n=mng avec n%aéz,u

et les variables angulaires sont des fonctions linéaires de

3 a’® (2 — 3sin%i

M= My+nyt avec

4 ag (1-— 6%)3/2
3 7 a (4 — 5sin” i)
D = nw = — N e ————
w=wy+n,t avec 4 o2 a2 (1 — eg)g
_ 3 aZ  cosig
Q=Qy+nqgt avec ng = —znoJo — >

154

(5.80)

(5.83)

(5.84)

Ce sont le€léments moyerde I'orbite du satellite (a 'ordre 1 ed,). Pour la Terre, avec

Jo = 1073, on voit que les vitesses angulaires du noeud et du périgée sont environ mille fois
plus petites que, vitesse angulaire du satellite sur son orbite. Pour un satellite qui fait 15
tours par jour, le noeud et le périgée tournent donc d’envifopar jour, ce qui n’est pas du

tout négligeable. Pour fixer les idées, pour un satellite terrestre situé a 800 km d’aligude (
7178 km), n, est égal 12532 par jour tandis que la quanti%nOJQ a?/a? vaut6; 567 par jour.

C’est aussi la valeur dén,, — ny) ouden,/2 oude —ng pourey, = 0 etiy = 0. Il est alors

facile d’en déduirewq, n,, etn,, pour d’autres valeurs de), deey ou deiy.

Remarque 1. Pour des valeurs fixées dg et dei,, ces vitesses diminuent trés rapidement
lorsqu’on augmente,. En effet, elles varient comme,/a?, et donc, pour une autre orbite de

demi-grand axey,, avecnia} = 1 = naf ona:

ng _ ng (a0>7/2 _ng (n6>5/3
2= 2\ ==\
ag  ag “ag ag “\ng

Donc, doubler le demi-grand axe revient a diviser ces vitesse®’far= 11, 3. On voit bien
ici que la forme de la Terre a de l'influence essentiellement sur les satellites proches. Pour un
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satellite géostationnaire{ = 6, 6 a.), on calcule quei, est de I'ordre de-50" par jour tandis

que pour la Lunedy, = 60a,), il vaut seulement-7"/5 par an! (ce tres petit mouvement du
nceud de la Lune est d’'ailleur masqué par des perturbations analogues provenant de I'action du
Soleil et qui atteignent-190” par jour)

Remarque 2. Les vitesses du nceud et du périgée sont inversement proportionnelles au carré
du parameétre moyen de I'orbiteg(1 — €?)

Remarque 3. Suivant le signe deg, le nceud moyert{) rétrograde ou avance : il rétrograde
pouriy, < 90°, est fixe pouti, = 90° et avance poui, > 90°. La vitesse de rétrogradation du
nceud est maximum pouy = 0, mais alors le nceud est lui-méme indéterminé! C’est donc au
voisinage de, = 0 que le nceud est le plus sensible a la perturbation/pdPour des orbites
basses, lorsque l'inclinaisap est voisine de00°, le nceud avance de 1 tour par an, tout comme
le Soleil autour de la Terre : de tels satellites sont sur une orbit@ititee héliosynchrone

Remarque 4. Le périgée avance par rapport au noeug si i; = 63°26' ou Siig > 180° —i; =

116°34' (racines de I'équation4 — 5sin?i = 0). Il est fixe par rapport au nceud pagr= i,

ou 180° — 4y ; il rétrograde sii; est compris entre ces deux valeurs. La valgue 63°26' ou

son supplément est appeiéelinaison critiquecar au voisinage de cette valeuy, peut étre de

I'ordre deJZ, de sorte que si I'on intégrait le terme/, P(7,) cos 2 évoqué plus haut comme

un terme a courte période, cela donnerait un terme d’ordre zé&ro@m pourrait rétorquer que

ce terme en/, est hors de propos puisqu’on s’intéresse ici aux perturbations par heais

on verra que méme avec le selyl a la deuxieme approximation on trouvera des termes en
n.J3 cos 2w ; CEUX-Ci ne peuvent étre traités sans tenir compte en méme temps du terme analogue
provenant du/, . La méthode développée ci-dessus ne doit donc pas étre appliquée dans le
voisinage de l'inclinaison critique : il est nécessaire dans ce cas de traiter les termes a longue
période avec les termes séculaires et non avec les termes a courte période.

Remarque 5. Le moyen mouvement,, est égal &, pouri, = 54°44’ ou 125°16’ (racines de
I'équation :2 — 3sin?i = 0). Il est plus petit ou plus grand queg suivant quei, est ou non

entre ces racines. Cependant, comme le moyen mouvement ne s’annulle jamais, il n’y a pas ici
d’inclinaison critique.

Remarque 6. La longitude moyenne “moyenne”l: = Q + @ + M est bien s(r aussi une
fonction linéaire de : L = Ly + n, t, avec

3Jy a® /2 —3sin%iy 4 — 5sin?iy — 2cosig
n = o |1+ 22 % ( )] (5.85)

- — +
4 ag \ (1 ¢p)*? (1—¢g)”

La quantitén, est appeléenoyen mouvement moyen

Evaluons maintenant les termes a courte période provenant des perturbationspat le
donnés en premiére approximation par les expresstons)et (5.78) solutions des équations
(5.76). Ces dernieres proviennent en fait de I'application des équations de Lagrange sur la par-
tie “périodique” delU, c’est-a-dire dépendant explicitement des variables angulaires. D’apres
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(5.59), cette partie s’écrit :
r7 ag — 3 . 9.\ 130
Uh:MJQE kz::l{(l—2sm Z)Xk (e) coskM +

+ isin2 i(Xk_S’Q(e) cos(kM + 2w) + X, > () cos(kM — 2w))}
(5 86)
En appliquant les équations de Lagrarigel5)a (5. 50)aU;2, et en y remplagant parnia3 et

les éléments osculateurs par leur valeur moyenne obten(ie&t)a (5.84) on trouve alors,
par exemple pour les équations relativeset af) :

1 dAa a? & Y -3,0 o
o i —ng Jo a(Z) 12{(2—381112@0)ka “(eg) sinkM +
L _ _
+ 32 sin? g (X,;s’2(eo) sin(kM + 20) + X, > (eq) sin(kM — 2@))}
dAQ nogJo a? & . v—3,0
= — 3cosig X, 7 (eg) cos kM +
a  (1—e2)Y?af ,;{ e
3 ~3,2 -
+ 5 cosio (Xk (€o) cos(kM + 2w) + X" (eg) cos(kM — 2w)>}

puis les solutions :

[\

o

Aa a _ no —
— =Jy = {2—3sin2i X 30(e0) == cos kM +
w P g ) X
3., 39,  kng cos(kM + 2@) 5o, . kng cos(kM — 2w) )}
2 X X,
+ 2 S 20( k(o) kn, + 2n, Ak (o) kn, — 2n,
(5.87)
AQ:LCL2 i{—?)cosz' X () "0 Sin kN +
(1 - 60)1/2 CLO k=1 Ok ’ knyy,

ng sin(kM + 20)
kn,, + 2n,

X ey) ng sin(kM — 2w) )}

3 ) 3,2
— b
+ 5 COS 19 (Xk (60) kny — 2n,,
(5.88)

On constate sur ces exemples que les termes a courte période sont de I'osgret di-
croissent avec la distance commg. Les résultats seraient analogues pour les autres variables.
En développant les coefficients de Hansen en puissances de I'excentricité et en tronquant ces
développements au degré 1, il resterait :

Aa a? 3 ng cosM 3 2ng cos(2M + 20)
B0 _ g e [ _2gn2i Np COSM 9 . o (
a 9 ag {( sin 20) € + 5 sin” g e 1 2,
M +2w)  Tey 3 3M + 2w
_eg mo cos(M +2w)  Teg 3ng cos(3M + 2w) > N O(€2>}
2 Ny + 2N, 2 3n, + 2n,

3

(5.89)
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J. az 9 CngsinM 3 _ /ng sin(2M + 2o
AQ:_221/22{—260(20S@00+2CO810<02 ( 2 )
(1 60) g Ny Ny + 21, (5 90)
eo no sin(M + 20)  Teg ng sin(3M + 2@) ) Lo 2)}
2 92 e
2 Ny + 20, 2 3n,, + 20,

On obtiendrait aussi directement ces expressions en utilisant les équations de Lagrange avec le
développement tronqué d&, donné ern(5.61) Pour un satellite & 800 km d’altitude, on trouve

que 'amplitude du plus gros terme de:/aq est de I'ordre d& 1073 ¢, tandis que danAQ, il

est de I'ordre dé& 10~ cos iy Soit une centaine de secondes de degré. On trouverait des ordres
de grandeur analogues dans les autres solutions. La petitesse de ces termes a courte périoc
justifie bien les développements de Taylor effectués dans les équ@tioaget (5.73)et permet

de penser qu’en reportant dans ces équations les solutigrgue I'on vient de déterminer, on
pourra amorcer un processus d’itérations rapidement convergent.

Remarque.On peut aussi exprimer sous une forme non développée cette premiere approxima-
tion des perturbations dues du : on dispose en effet des expressighss4)a (5.39), issues

des équations de Gauss, et qui sont des équations rigoureuses car on n'y a pas déyeloppé
ouw en fonction del/. Or, on sait maintenant qu’en premiére approximation on peut assimiler
a, e, 1 etw a des constantes, ¢y, iy etwy (en négligeant les variations de ces éléments, qui
sont de l'ordre de/y). Alors, en remplacant dans ces équations, i etw par ces constantes,
leurs seconds membres ne sont plus que des fonctionstddew, our est lui-méme fonction

dew par le formulaire du mouvement képlérien. La loi des aires permet ensuite de considérer
w comme variable indépendante a la place,den écrivant r? dw = nga2(1 — €2)/? dt. Par
exemple, I'équatiorn5.35)relative a2 devient :

dQ) 3 J e\ 2 ,
=TT 262 (a > % cosig (1 — cos(2wy + 2w))
— €

Qg
Eny remplacant® par Hle‘)% , on obtient ensuite :
— %

dQ) 3 Ja Qe 2 ~
o= m (a—o) coS 19 (1 + eg cosw — cos(2wy + 2w) +

— % cos(2wy + w) — 62—0 cos(2wp + 3w))
et on peut intégrer par rapporta:
3 Jo cosig sae
D=0 —=——55(—
T2 (1= €2 (
3 Jy cosig <ae

2 1
—) (eo sinw — — sin(2wy + 2w) + (5.91)
Qo 2

2
Clo) w +

2 (1—ed)?
— % sin(2wg + w) — % sin(2wq + Sw))
On retrouve la rétrogradation séculaire du nceud obteniig.8#) et I'ordre de grandeur des

perturbations périodiques (il faudrait développeen fonction de: et M pour retrouver exac-
tement I'expressiol5.90). On pourrait procéder de la méme facon avec les autres équations
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(5.34)a (5.39) pour trouver les perturbations d’ordre 1 des autres éléments dugsediex-
primées sous forme finie en fonction de cependant, cette facon de procéder ne marche qu’'a
I'ordre 1; elle ne peut pas étre itérée et on ne peut donc pas trouver les perturbations d’ordre
supérieur exprimées sous forme finie en fonctiomde

22.1.3 Deuxiéme approximation

Disposant de la premiére approximation des solutidns exprimées er5.77) et (5.78),
on les reporte dans les développements des équations in{ial@get (5.73) On obtient des
expressions de la forme :

dz, dAz . ~
ditl + pm L= 6(;7_113%(5}1) sin(k - 332)) +
n : _ _
+é’ [ > ) Pip (@) sin(k - ) cos(k' - ) + (5.92)
kK w2
n : _
+3°3° 0 P(7) cos(k - 2) sin(k’ - :1;2)] e
kK w2
dz dA
0%2 + dth =n+ An + E(ﬁ S(z1) + > 7 Poy (1) cos(k - fz)) +
k
n
e [Z (K nay) P (@) cos(k' - 3) +
: . ) (5.93)
+>3 ) Pi(7) cos(k - ) cos(k’ - T) +
kK @2
n . N _
+3°3 o P,gi),(il) sin(k - o) sin(k’ - Zp)| + - - -
koK w2

Les points de suspension représentent des termes de I'ordtadenoins, issus des termes non
explicités du développement de Taylor initial. Rappelons que dans ces sommations, les triplets
k etk’ sont différents de zéro. Tenant compte des relations :

sin(k - 7) cos(k - 7) — ; (sin ((k — &) - 3) + sin ((k + ¥) - 3)]
cos(k - B) cos(k - ) — ; lcos ((k — K) - &) +cos (k+ ) -3)]  (5.94)
sink - %) sin(k - ) = ; [cos ((k — k) - 3) — cos (k + k') - )]
on voit que la substitution desz; dans les équations provoque des combinaisons d’arguments,

engendrant soit des termes séculaires, soit des termes périodiques suivant que (& triplet
est nul ou non. Cependant, dans I'équatibrd2) comme les termes dépendent du sinus des



Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 159

arguments, les combinaisons associées a un triplet nul donnent des termes nuls : tout comme
a l'ordre 1, il n'y a donc pas de terme séculaire dans cette équation a l'ordre 2 et on peut
montrer qu’il n’y en aurait pas non plus aux ordres supérieurs. On peut donc séparer de nouveau
I'équation :

dz; T = Tio

dt = (ayp, €9, 1p) constants (5.95a)

et identifier le second membre (Fe92)a dAxl :

Au contraire, I'équation5.93) étant une expression en cosinus des arguments, les triplets
(k £ k') nuls engendrent des termes séculaires d’ordre 2 qui viennent s’ajouter a ceux qui
existaient déja a I'ordre 1. On peut montrer qu’aux ordres supérieurs on obtient encore d’autres
termes séculaires dans cette équation. On peut donc écrire formellement :

dzy

dt
oue?n Sy(7;) représente 'ensemble des termes d’ordre 2 correspondant & un triplet nul. Les
vitesses angulaires (,, n., ngo) obtenues a I'ordre 1, sont donc Iégérement modifiées par des
termes d’ordres supérieurs,, est encore de l'ordre de, tandis quen,, et ng demeurent de
I'ordre dec 7. Les autres termes du second membré=d@3), correspondant a des triplets non

nuls, sont ensuite identifiéeﬁ%tﬁ.

= +enS(Ty) 4278y (Ty) + - - = ng, constant => | Ba(t) = nu,t + Do | (5.95b)

7; étant constant, et, étant fonction linéaire du temps, l'intégration des expressions iden-

tifices adﬁtxl et dAx? peut s'effectuer comme a I'ordre 1, sans ajouter de constante d'inté-

gration, pour donner uniquement des termes périodiques. %ﬁ% il convient toutefois de
calculer [ Andt avec une expression d&n tiree du développement d&.71) non limité a
l'ordre 1:

An = ——

3_Aa 15 _ /Aa\2
St (=) (5.96)

a
Parmi les termes périodiques engendrés par combinaisons d’arguments, certains vont étre

a longue période : ce sont ceux pour lesquels ¢h #& ') = (0, k,1). Ces termes d'ordre 2

vont donc s’intégrer avec un divisekin,, + Ing de I'ordre de= ni. Les termes a longue période

obtenus a 'ordre 2 dans les équations donnent donc de nouveaux termes d’ordre 1 dans leur

solution ; leur amplitude est alors du méme ordre de grandeur que les termes a courte période

obtenus a la premiére approximation. S’ils sont suffisamment petits, ces termes a longue pé-

riode ne nuisent pas a la convergence du processus itératif que I'on a amorcé, et que I'on peut

poursuivre en reportant de nouveau dans les équatong)et (5.73) la solution obtenue dans

cette deuxieme approximation. Si certains termes a longue période sont importants au point

de rompre la convergence du processus, et c’est le cas S'il existe par exestgléels que

(kn,, + Ing) soit de I'ordre des 71, ces termes sont appelé&smes critique®t il faut changer

la fagon de séparer les termes dans les équations : on identifie d’ un%’—parl’ensemble des
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termes séculaires et critiques, et d'autre ;54%13 a l'ensemble de tous les autres termes pério-

diques. La maniére d’intégrer ces équations est alors plus comple%@ca?étant plus nulz;
n’est plus constant, et son expression dépend de la nature des termes critiques.

Remarque 1. Dans le cas des perturbations payla deuxieme approximation engendre dans
toutes les équations sauf dahs, des termes a longue période.&nassociés a I'argumeft ;

ces termes ne deviennent critiques qu’au voisinage de l'inclinaison critique. Le fait gu’ils soient
absents dé\a est intéressant car cela évite que ces termes a petit diviseur soient intégrés deux
fois dans la solutiod\ M (donc avec des petits diviseurs élevés au carré), ce qui compromettrait
la convergence des itérations. Pour traiter convenablement ces termes a longue péfiodle en
faut considérer aussi les termes analogues issus duqui sont du méme ordre de grandeur.

Remarque 2. La méthode itérative présentée ici est applicable & de nombreux problémes de
Mécanique Céleste, dans lesquels on retrouve généralement les distinctions entre termes sécu
laires, termes périodiques a longue ou a courte période. Alors, si les termes a courte période
d’ordre 1 sont obtenus a la premiére approximation, les termes a longue période d’ordre 1 ne
sont donnés qu’a I'approximation suivante. Si les termes a longue période sont d’ordre 0, il faut
les traiter avec les termes séculaires; c’est ce qu’on verra par exemple a propos des perturba-
tions mutuelles de plusieurs planetes ou de plusieurs satellites d’une planéte (problé¥e des
corps).

22.2 Perturbations en variables canonigues : méthode de Von Zeipel

Considérons un systeme dynamique perturbé a 3 degrés de liberté, décrit par 3 variables
canoniqueszy, ro, x3) €t leurs conjuguéegy, y», y3) ; notant globalement ces variables par
(z,y), ce systéme est représenté par un hamiltoiién, y). C’'est par exemple le cas d’'un
satellite perturbé par les harmoniques zonaux du potentiel de sa planéte : en variables de De-
launay, on pourrait identifierz = (L,G,0) ety = (I, g,9), et I'hamiltonien serait alors :

_w
- 2I?
Le premier terme dé/ représente la partie képlérienne de I'hamiltoniei(6.41)).

H +U:72(L7G797l797_)+U:74(L7G797l797_)+'” (597)

On peut généraliser I'expressi¢h.97)en supposant que I’hamiltonien est développé selon
les puissances d’un petit paramétre

H(z,y) = HO(z, =) + Y ' H(z,y)
>0

— HO(g,—) + S ZH,Ei)(f) cos(k - y)

>0 k

(5.98)

H© représente I'hamiltonien d’un probléme intégrable, et I'on suppose que chacune des fonc-
tions perturbatrices/ ) est développée en série de termes trigonométriques dont les arguments
sont des combinaisons linéaires entieres des variables angulaires composant leyvdaeur
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vecteurk parcours I'ensemble des triplets d’entiers relatifs, k2, k3) (en fait, dans la suite,
on raisonnera souvent en supposant guet y représentent les variables de Delaunay). Les
éguations canoniques s’écrivent alors vectoriellement sous la forme :

dr O0H dy oOH
— == — = —— 5.99
dt Jy dt oz (5:99)
Elles ne s’'intégrent immédiatement que peut 0, devenant alors :
de  9HWY
—=——=0 = T = I
dt Oy (5.100)
d oH® '
d—z R n"(z) constant — y = n’(z)t + yo
X

Alors, on voit que le probléeme sera ramené a un cas intégrable si I'on peut transformer I'hamil-
tonien complet{ par des changements de variables canoniques, de fagon a ce que I'hamiltonien
final ne dépende plus des variables angulaires, tout cofitfie c’est le but de la méthode de

\Von Zeipel.

Le principe de cette méthode est de ainsi de construire, par approximations successives, la
fonction génératrice d’'un changement de variables canonigues — (2, y') de telle sorte :

— gue ce soit une identitézapres,

— qu’il conserve la valeur de I'hamiltonien,

— que le nouvel hamiltonie’ ne dépende plus d’'une ou plusieurs des variables angulaires,
au moins jusqu’a un certain ordre en

Dans la méthode proposée par Von Zeipel en 1916, on élimine ainsi les variables angulaires
“rapides” qui, comme I'anomalie moyenne, ont une variation d’ordre O;@ela revient a faire
en sorte que le nouvel hamiltonien ne contienne plus de terme a courte période : on obtient un
hamiltonien “moyennisé€” contenant uniquement des termes séculaires et a longues périodes,
et qui permet donc I'étude des mouvements lents ou a longues périodes. Brouwer a montré en
1959 que I'on peut, sous certaines conditions, répéter I'opération pour éliminer de I'hamilto-
nien les variables angulaires restantes (variables “lentes” comme I'argument du péricentre et
la longitude du nceud qui ont des variations de I'ordre)jdée rendant finalement intégrable.
Remarqguons que dans le cas de I'hnamiltor{ie®7), la longitude du nceud étant déja absente,
aprés I'anomalie moyenne, il ne resterait & éliminer que I'argument du péricentre. Pour reve-
nir aux variables initiales, il reste alors a reprendre dans I'ordre inverse les changements de
variables successifs qu'on a génére.

Dans ce qui suit, on va supposer guest une variable “rapide” que I'on va éliminer, et que
Yy, etys sont des variables “lentes”. Cela revient & supposerijiene dépend en fait que de
la seule variable; :
H(O)(xy _) = H(O)(Ila Ty Ty Ty T _)

En effet d’apreg5.100) seule la variable, est alors une variable “rapide” car possédant une
variation d’'ordre O erx (une variable lente aurait une variation d’ordre 1 au moins)e®n
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notera donc en particulier :
0 OHO

nl(xl) == (3%1

(5.101)

et les autres composantes: &) sont nulles.

22.2.1 Elimination des termes a courte période

SoitG(z', y) la fonction génératrice recherchée ; elle est indépendante du temps (car on veut
= H) et doit vérifier, d'apres$2.25):

(zdy; + yda) = dG

M-

7j=1
Soit encore, avec des notations évidentes de produits scalaires :

oG oG

x-dy+y’-dx’:dG:a—y-dy 5 ~dx’ (5.102)
On a vu, parmi leexemples du §2-Que la transformation identique peut étre engendrée par
la fonctionG; = y - z’. Recherchons donc une fonctiGhvoisine, développée en puissances
dee, sous la forme : .

G=y-2'+) Gz, y) (5.103)
>0

Compte tenu dé5.102) en différentiant cette expression @eon obtient les relations :

T = gj —i-z et y’—aG—y—i—Z

i>0 y i>0

(5.104)

Par ailleurs, I'expression du nouvel hamiltonien est inconnue, mais doit satisfaire I'équa-
tion: H'(2',y') = H(z,y). On recherchél’ sous la forme suivante, développée comihen

puissances de: o
H'(«',y) =3 & HI(2 )
7>0

On peut alors écrire l'identité :

S HO( y+ Y e =HO) + ) &

>0 i>0 i>0 891

—l—ZeJHJ) (x —|—Z€

3>0 >0
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Développant ces fonctions en série de Taylor au voisinagg de y ou dez = z’ et tenant
compte de la forme d& précisée eif5.98) on obtient, jusqu’a l'ordre 2 en:

[H/(O) ($/, y/)} y/:y+

[aH“O) .@] ) {aH'@ _ aag} e 0H'"Y  9G1
c oy 02’ ly= c oy o1 200 9y 07
oH'Y oG,

oy W}yfy +

= {H(O)(xh_’_7_’_’_)}331:%+ (5.105)
oHO 8G oHO oG 9> oG
[ 0xq 3y11}m17x1 [ 11 @ﬂxhaﬂl 21 { O (Wf) Ll o

TOH'O  9G® P2H'O) 9G, G,
ou[ T &E,Lj représente Iasomm?zljzl[ayzay] 07 &E}

L'identification des termes d’ordre O erdonne :

H/(0)<$/,y) :H(O)($aa_>_a_a_7_) (5106)

H'® ne dépend donc pas des variables angulaires et, en conséquence, la deuxiéme ligne dan
I'expression(5.105)est identiquement nulle.

Ensuite, tenant compte de cette remarque, on identifie, a I'ordre 1 :

0)
H’(”(l”,y)zaﬂ/( ) 9G
1

E l—l—ZH ) cos(k - y)

Pour queH’() ne dépende pas de la variable il suffit d’identifier I'(") aux termes qui, dans
la somme de droite, ne dépendent pas de cette variable : ces termes correspondent aux triplet:

(0) . . :
k de la forme(0, ks, k3) ; notantn?(x}) = —[aa}él ]x1:x’1’ on sépare alors ces deux équations :

HO®G gy = S HO(') cos(k - y)
(5.107)
kE{(O,kQ,k‘g)}
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0G,
n?(x'l)@: S H(a') cos(k - y)
! ke{(kl,k’Q,k;g)}
k1740

On en déduit7; par une intégration terme a terme :

(@)
Gl(x/, y) = Z #(l./) Sln(k . y)
ke{(kkaks)} L] (5.108)
k1 70

Il est inutile d’ajouter & cette solution une fonction arbitraire indépendanig.d&insi, '™
ne contient pas de termes a courte période, tandiszguege contient que des termes a courte
période.

Les fonctionsH’™") et G, étant ainsi déterminées, on peut calcuter?) et G, a partir des
termes d’ordre 2 de I'expressi@h.105):

OHY 9G,

H (¢! y) = = —= H ) cos(k -
(=", y) o Xk: y) +
oHM (") 8G
+Z k ( ). L cos(k - y) +
dy
N l a2H< (@)2 COH'O(y) 9G,
2! 922 \ oy Oy or’
Sachant quer; [resp. H'(V] est somme de termes aim(k’ - y) [resp.cos(k’ - y)], chaque

produit dans le second membre de cette équation se développe(éh+ £') - ) donnant des
termes indépendant de chaque fois quék + £’) est de la forme0, ko, k3). AppelonsF,f’ (z')
le coefficient qui regroupe tous les termes correspondant au méme argumenkéquation
précédente s’écrit alors :

H©
0 G, ZF,SQ) ) cos(k - y)

H'® (g
(o) = o' 8y1 p

Comme a l'ordre 1, on identifi&/’®) aux termes indépendants de la variajlece qui revient
a séparer de nouveau cette équation en deux parties :

HOG )= Y F2(2') cos(k - y) (5.109)
ke{(0,k2,k3)} '
nf(a}) %jf = X B cos(k-y)

ke{(ky,k2,k3)}
k1 £0
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On en déduit alors, comme €én.108):

Go(2',y) = Z W
kE{(le,k‘Q,k;g)}
k140

(5.110)

On procéderait de la méme fagon pour détermifié? etG; jusqu’a un ordre suffisamment
élevé pour que les ordres supérieurs puissent étre considérés comme négligeables. A ce stad
du calcul, le nouvel hamiltonien se présente sous la forme :

p
e [H'D (2}, 2, 2, =y, o)y

:H’(O)(x'l)—l—z gl >

i=1 ke{(0,k2,k3)}

H'(z',y)

' (5.111)
F(a") cos(k - i)

ou les fonctions’?é”(x’) désignent, a l'ordré, le coefficient correspondant a I'argument ¢’
(onaen particulierF,gl)(x’) = H,El)(x’)). Cet hamiltonien ne dépend donc plus de la variable
y; au moins jusqu’a l'ordre. Dans le méme temps, on a construit une fonction génératrice qui
dépend dey; jusqu’a l'ordrep :

L) S R ()
Gl y) =) ¢ > — 5~ sin(k - y) (5.112)
i=1 king ()
ke{(kl,kg,kg)}
k1#£0
En utilisant les expressioriS.104) on obtient les variables initiales sous forme implicite :
P FO
z=1+)» ¢ > kkko((x,))cos(hy)
=1 ke{(ky,k2,k3)} 1
o (5.113)
. 5.113
v 0, F(a")
/ k .
—q — i (kR k-
y y ; € Z ax/ (kln(l)(xll)) Sln( y)
v ke{(k1,k2,k3)}
k170

Dans ces expressions,et ¢’ sont solutions des équations d’Hamilton relatives a I'hamiltonien
H’, indépendant dg|, donné er{5.111)

Remarque 1. Dans le cas des perturbations d’un satellite artificiel (hamiltofed?7) avec
e = J,), on aboutirait a un hamiltonieA’ ayant une structure particuliere :

P )
H'('yf) = HO(2)) + 8D (2}, 2y, ah, —, — )+ & S FO() cosk o)
=2 ke{(0,k2,k3)}
(5.114)
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ol I'on a bien mis en évidence que la partie d’ordrest{V, est de nature “séculaire” car elle ne
dépend d’aucune des variables angulaires. Cette partie s'identifie en effet a I'expredsjon de
donnée erf5.63)en fonction des variables de Delaunay et on a montré que cette patijg de
indépendante de I'anomalie moyenne, est aussi indépendante de I'argument du péricentre. De
plus, comme I'hamiltonien initial ne dépend pas de la longitude du nceud, aux ordres supérieurs
on ak; = 0 dans chaque terme, séit ' = koy}, oUy), représente I'argument du péricentre.

Remarque 2. La méthode de Von Zeipel peut s’étendre au cas ou I'hamiltonien initial dépend
de plusieurs variables “rapides” (comme avec le problemeNdesrps de type planétaire.

86-29 : elle permet alors d’éliminer tous les termes a courte période dépendant de ces variables.
C’est par exemple le cas ou I'hamiltonien d’ordre 0 ne dépend que de deux varialeles, ;

leurs conjuguéeg; et y, sont alors des variables rapides, dont les variations sont au moins

(0) (0)
d'ordre 0 :nf = —%@1 etn) = —asz avecH " = HO) (xy, 25, —, —, —, —) (en supposant

que I'on ait toujours 3 degrés de liberté).

Pour éliminery; ety,, on cherche une fonction génératrice de la méme forme q&'¢03)
on exprime que le nouvel hamiltonien est égal a I'ancien comni&.&A5) et on identifie ordre
par ordre; a l'ordre 1, a la place @& 107) on obtient :

HY (2 y) = > H,gl)(xl) cos(ksys) (5.115)
ke{(0,0,k3)}
oG oG
0 ! 0 1 @),
n +n = F.7(2") cos(k -
00 00 S R ety

ke{(k1,k2,k3)}
k170 ou k2#0

On en déduit alors, par intégration terme a terme :

F(')
— L sin(k - 5.116
kln? + kgng Sln( y> ( )

Gi(a'y)= >
kE{(kl,kQ,k‘g)}
k1#0 ou ko#0

On procéderait de la méme fagon aux ordres supérieurs. Cependant cette séparation des termes
courte période ne pourra pas se faire s'il existe des erttiets:, tels que le diviseuk; n%+kyn)

soit si petit que I'amplitude du terme correspondaa‘ﬁ‘,gl)(x’)/(km? + konY) se retrouve étre
d’ordre 0 enc; de tels termes sont appel&smes résonnanisu termes critiquescomme on

ne peut pas les retenir dags qui doit étre d’ordre 1, ils doivent étre inclus dad$", non
intégreés, avec les termes (el15)pour lesquel%; etk, sont tous deux nuls. Ainsi, la méthode

de Von Zeipel permet toujours d’éliminer les termes a courte période, qui sont non résonnants,
mais les éventuels termes critiques se retrouvent finalement dans le nouvel hamiltonien avec les
termes séculaires et ceux a longue période. Le traitement ultérieur de cet hamiltonien est plus
ou moins complexe, suivant la nature de la résonance.
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22.2.2 Elimination des termes a longue période : méthode de Brouwer

Dans le cas ou I'hamiltonied’(z’, ') a la forme particulieré5.114) on peut appliquer de
nouveau les principes de la méthode de Von Zeipel pour éliminer cette fois les termes a longue
période, c’est-a-dire ceux dépendantydect y;. Cependant il faut alors modifier léegérement
la fagon de faire les identifications ordre par ordre car les variations dey; sont au moins
d’'ordre 1 ere : jusqu’a l'ordre 1, on peut en effet écrire les équations d’Hamilton :

dif! as'™
% =t = eny (2, o, )
2
dys 5" L0 o0 o
—r= _887:(;:/3 = eng (27, vy, 3)

/
N 2 . , i 2 (. N -
ou les ; sont constants puisqu’on a aussl, a cet or 0. Les termes a longue période

que I'on veut éliminer n’interviennent da#g qu’a partir de I'ordre 2.

On cherche donc un nouveau changement de varigbleg ) — (z”,y”), par I'intermédi-
aire d’'une fonction génératric@ (z”, y') telle que I'on ait :

I/ . dy/ + y/l . dx/, — dGl

On va montrer que I'on peut détermin@f de telle sorte que le nouvel hamiltoniéff soit égal
a l'ancien et ne dépende plus d’aucune des variables angulaires :

Hu(xlllv fL‘g, (Eg, R _) = Hl(xlla $/27 $g, ) yév y:,’)) (5'118)
Pour cela, on développé” et G’ en puissances deet on cherch&’ de maniere analogue
aG:
G/ — yl . .T” + Zgi G;(x//, y/)
>0
On aalors:
oG . 0G", oG . 0G",

! — = " 52 d t " = — = ! Ez U 5119
z ay/ z + DZO ay/ € y 81,// y _I_ DZO ax// ( )

Tenant compte de la forme particuliére recherchée pBuet de celle déi’ donnée eri5.114)
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le développement de Taylor d& au voisinage de’ = z” donne, a l'ordre 2 :
H//(O)( " _) +€H”(1)(I’N, _) _|_€2 H,/(Q)(x//, _) 4o
= [Hl( )(x17_7_7_7_7_)} P
$1:$1
[8H’(°) E)G’} ) PH’ © 8G’2} e (*H'"" oG, V]
oxy Oy dei=e oxy Oy =t 20 L 92 \ Oy
SOz’ —) oG
1) () i 1
+ 6{5 (l’ ) )} — or' 8y’ ],r,_m

+e? S [FP) costhayh + ksyh)] 4
ke{(0,k2,k3)} -

+

VA
T1=2

z/ ”+6[

(5.120)

A chaque ordre, on identifi&”?) aux termes du second membre qui sont indépendants de
Y, ety ; les autres termes servent a déterminer les fonctign®n obtient successivement :

]_I,/(())(x//7 _) _ H/(O) (513/1,, — =, _) (5 121)
H”(l)(xll, _) _ S/(1)<x171'/2/,$g, T _) |
HI(O) /
oH'® OC, (5.122)

orh By,
Cette derniére équation montre guleest indépendant dg. Tenant compte de cette remarque,
onaalors alordre 2 :

(5.123)

w2y 2)/ n
H" (2", =) = {Fk (z )h:(o,op)

08"V oGy 08" (") oGy oH' G,
Oy Yy oz oy, o4 oy,
+ Y FP() cos(hyyl + k) (5:124)
kE{(0k2.k3))
k+£(0,0,0)

On peut prendré&r, indépendant dg| puisque tous les autres termes de cette derniere équation
sont eux-mémes indépendantsydeTenant compte dé.117) on a alors :

s OG) . OG]
m) G e = X

F? (2" cos(kayh + ksyh) (5.125)
ke{(o,kﬁg,k‘g)}
k+(0,0,0)
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G’} s’en déduit par intégration terme a terme :

B2 (")
/ . ,
Gll (xlu ‘r/27 51537 ) y;7 yé) = Z W Sln(k2y2 + k;gyé)
kelOhaks)) 2 R (5.126)
k#(0,0,0)

On retrouve ici que les termes a longue période d’ordre 2 donnent, apres intégration, des termes
d’ordre 1. On pourrait déterminer de maniere analogue les parties d’ordres supérieurs jusqu’a
un ordre suffisant. Il en résulte un hamiltoniéf (z”, —) conduisant &” constant et &”

fonction linéaire de, comme er{5.100) Les expression®.119)permettent ensuite de revenir

aux variablest’ et y'. Avec I'expression de&~ trouvée en(5.126) on obtient les relations
implicites :

xy = xf
ki P (2"
o=xl + ) % cos(kaysy + ksys) pour i =2 et 3
k’g’fLQ + k3n3
ke{(0,k2,k3)}
k+#£(0,0,0)
/ 1" Z 0 ( Fk(2)(17”) ) . (k /—i-k /) . 143
L= — £ S1N{ K91 ; our 7 = a
Yi Y; 8x;' kgn%(l‘”) + ]{737151))(17”) 21 3Y3 p
kE{(O,k’Q,kJ:&)}
k#(0,0,0)

(5.127)
Il faudrait encore inverser cette derniere équation pour exprimey iesiquement en fonction
des constantes composaritet en fonction des composantes ge fonctions linéaires en;
on pourrait alors exprimer leg en fonction de ces” et y”, puis, par les relation&.113) on
remonterait aux variables initialeset y.

Remarque 1. S'il existe des entier; et k, tels que le diviseukyni + k3nl soit de I'ordre
de £ ou méme plus petit, le terme correspondant ne peut pas étre intégré comme on I'a fait
en (5.127)pour étre ensuite inclus dais . On se trouve alors devant un terme critique ou
résonnant, comme dansidamarque 2 du paragraphe précédemis la résonance se faisant
cette fois entre des variables lentes (on parle alors de résonance séculaire). Ces termes critiques
s’ils existent, nécessitent un traitement spécial : ils sont exclus'det inclus, non intégres,
dansH'"). Ainsi, dans le cas du satellite artificiel perturbé par les harmoniques zonaux de sa
planete, commé; est nul dans chaque terme, les termes critiques correspondgptus petit
quee. Or, avec=S'() qui s'identifie & 'expression d&), donnée erf5.63) et avecr, = G et
x3 = O = G cosi, 'équation(5.117)donne :

2

ou;, 3 a ©?
1 2 4 e
=— =-p == (b= —1
=0 Tt 2L3G4< & >

Cette vitesse angulaire s’annulle paws?i = 1/5, soit pouri = 63°26' oui = 116°34'

(cf. (5.83)). On retrouve linclinaison critique au voisinage de laquelle la méthode de Brouwer
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présentée ici n’est plus valable : les termes@w (ou ici encos 2y,) ne peuvent pas étre éli-
minés de I'hamiltonien et I'intégration des équations d’Hamilton au voisinage de l'inclinaison
critiqgue nécessiterait de recourir aux fonctions elliptiques

Remarque 2. Lorsque I'on compare les deux méthodes de perturbation présentées dans ce
paragraphe, on voit que la méthode itérative nécessite de faire le développement de Taylor
du second membre de chaque équation, soit 6 développements pour le probleme du satellite
artificiel ; en revanche, en variables canoniques, on n’a besoin de ne développer qu’une seule
fonction — ’hamiltonien — mais en contrepartie, la forme analytique de celui-ci est souvent
plus complexe que celle des seconds membres exprimés en variables osculatrices classiques
par ailleurs, il y a un autre inconvénient : pour revenir aux variables initiales, on ne dispose que
d’expressions implicites qu’il faut inverser. Néammoins, l'intérét des méthodes de perturbation
en variables canoniques est important, d’autant plus que des méthodes plus performantes que
celle de Von Zeipel existent mais dépassent le cadre de ce cours ; disons seulement leur principal
avantage : en utilisant des développements en séries de Lie a la place des séries de Taylor
on peut, au lieu d€5.113) construire des changements de variables canoniques qui soient
explicites; il est alors beaucoup plus facile de revenir aux variables initiales.
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Sixieme partie
Le probleme desN corps

Cette partie concerne I'étude du mouvement\denasses ponctuelles; repérées par des
points P; et animées sous l'effet de leur attraction mutuelle. On peut aussi considérer que cela
concerne les interactions gravitationnellesNisolides ayant leur masse répartie avec une sy-
métrie sphérique : On sait en effet que le champ de gravitation de chaque sphére est alors
équivalent a celui d’'une masse ponctuelle, égale a la masse totale de cette sphére et placée e
son centre. Dans toute la suite, pour des raisons de commodité de notation que I'on comprendra
plus loin, en faisantV = n + 1, on numérotera ced corps de 0 & : Ainsi Py, Py, ... B,
auront pour masses respectiveg ms, ... m,,.

23 Mise en équations du probléeme ded’ corps

Les NV corps sont isolés dans I'espace, de sorte que dans un repere galiléorigine O,
les équations du mouvement s’écrivent :

d>0P;, = Kmymy, "o Kmymy,
m = ——— PP+ ——— Py P; k=0,....n 6.1
Car L eer M 2 e 6.

Dans la partie 3, on a vu en détails que paur= 2 (cf. (3.1)), ces equations s’integrent,
aboutissant au mouvement képlérien des 2 corps. En fait, §osupérieur ou égal a 3, ces
équations n’ont pas de solution générale. On sait seulement construire certaines solutions parti-
culieres, ou des solutions approchées, valables sur un intervalle de temps limité. On ne va donc
pas aborder dans ce cours I'étude générale du problem¥ desps, mais seulement certaines
de ses applications au systéme solaire : On va voir notamment dans quelles circonstances le
probleme des 3 corps peut se réduire a celui de perturbations de mouvements képlériens. Pa
extension, on en déduira que le problemendplanétes tournant autour du Soleil peut étre
d’abord représenté parproblémes de 2 corps (Soleil-planéte), chacun de ces problemes étant
ensuite perturbé par la présence des autres planetes. On pourra alors appliquer a ces probléme
les méthodes de perturbatiomstroduites dans la partie 5. Avant cela, il convient cependant
d’examiner quelques unes des propriétés générales du problémeadeps.

23.1 Intégrales premiéres

Le probléme desV corps est représenté par equations différentielles du second ordre;
c’est donc un systeme d’équations scalaires d'ofdve Montrons qu’il existe 10 intégrales
premieres scalaires, qui permettraient donc de le réduire a un systeme @5rera0.
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On a d’abord 6 intégrales premiéres qui proviennent du mouvement rectiligne et uniforme
de G, centre de masse déscorps. En effet, le systéme étant supposé isol€, la somme de toutes
les interactions mutuelles est nutt&((4.3)) ; on a donc :

=0=M — 6.2
Z my dt2 dt2 ( )

ou M représente la masse totale dégorps. Ona alor®G = OG,+ Vgt ou OGy et V; sont

deux vecteurs constants représentant 6 constantes d’intégration scalaires. On pourrait réduire
le probleme a celui d& — 1 corps, déterminant le mouvement g P, ... P, autour de& et
déduisant celui d&’, de la relation :

@ i=1

On a ensuite 3 intégrales premieres données par le théoreme du moment dynamique appliqué
a un systéeme isolé :
d*OPy,

n d n

dOP
i)

Le moment cinétique e® du systéme ded/ corps est donc un vecteur constant. Le repéere
d’origine G en translation par rapport/a, étant aussi galiléen, le moment cinétique(eest
aussi constant :

“ dGP
Z GPi N my k
= dt
Le plan orthogonal ety au vecteurC' est appel@lan invariabledu systeme ded’ corps. C'est

dans ce plan fixe que s’effectueraient le mouvement de toug,lssa I'instant initial, tous les

vecteurs position et vitessgP;, et d%tP k étaient coplanaires; étant alors orthogonal a ce

plan commun.

o (6.4)

On a enfin I'intégrale premiére de I'énergie cinétique :

n d>*0OP, dOP, & ;
2 dt ZZM PEP " dt

k=0

N 2 | P Pi? h ( dt dt )

Avec %(OPk — OP;) = —%PkPi, on en déduit :



Montrer, à partir des équations (6.1), qu'on a bien l'intégrale première du moment cinétique. 
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soit, en notant’ I'énergie cinétique ded/ corps et/ leur énergie potentielle :

n

Km;my,
T+U=h  avec I;)Ek;l PP (6.6)

La constanté: représente I'énergie totale du systeme, qui est conservée au cours du temps.

En tenant compte des constanté®t 2, on pourrait réduire encore 'ordre du systeme dif-
férentiel de 4 unités (en exprimant 4 des variables de position ou de vitesse en fonction de ces
4 constantes scalaires). En fait on explicite rarement cette réduction d’ordre car cela détruit les
symeétries présentes initialement dans les équations.

Remarque . Sil'on ne peut résoudre analytiquement le probleme/desrps, on peut toujours

au moins, par l'intégration numeérique, trouver une solution particuliére discrete correspondant
a des conditions initiales données, et valable sur un intervalle de temps fini; les intégrales pre-
miéres peuvent alors servir pour contréler I'évolution des erreurs numériques (de troncature et
d’arrondi) qui se propagent lors des “pas” successifs de I'intégration : Les expre&sibret
(6.6)notamment doivent conserver une valeur constante tout le long de I'intégration numérique.

23.2 Réduction a un probleme deV — 1 corps

On a déja évoqué la possibilité de cette réduction dapsiegraphe précédeigipres avoir
obtenu le mouvement rectiligne et uniforme du pa@iptentre de masse déscorps. En posant
u, = GPy, larelation(6.3)devient :

Up=—» — u (6.7)
k=1
Comme le systéme est isolé, un repere en translation d’origiest galiléen, et I'on peut écrire
les équation$6.1) pourk = 1 an sous la forme :
d2 _ n L
Ug, — Kmy Lukg +3 Km, T Uk

6.8
d? |uo — ug| i=1 (i#k) | — |’ (&8)

On pourrait alors, dans le premier terme, remplagepar son expressio(6.7). Cependant,

les n équations qu’on obtiendrait ainsi sont toutes moins simples que les équations initiales,
de sorte qu’elles sont trés rarement utilisées. On préfere le plus souvent étudier le mouvement
relatif des points?, par rapport a I'un d’entre eux, d’autant plus que les seconds membres des
égquations initiale$6.1) ou (6.8) ne dépendent que des positions relativesigeshoisissons

P, comme corps de référence et posons :

Ty = PoPr = w, — up (6.9)

Avec P, P; = u; — u, = 1; — 13, on dédulit alors des équatiof8):

n n

r,  dPu P T — Tk T — To
dt? dt? dt? ;%(i;ék) |7 — 7l ; i — ol (610
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Mais on a en particulier, = 0, de sorte que cette équation devient, pous 1 an :

d*r, Th n ( T — T T3 )
—s = —K(mo +my) —= + Km; — 11
T T R T T A T AN

i=

Ces équations décrivent le mouvement dslans un repére de directions fixes et d’origine

P, (ce repére est en translation non rectiligne et non uniforme, ce qui justifie les termes en
Km; r;/|m;|? représentant I'accélération d’entrainemenfileue a la présence d&). Le choix

de P, comme référence pour le mouvement dgsest arbitraire, mais on prend généralement

le corps ayant la masse la plus élevée.

En supposant qu’on puisse résoudre geéquations différentielles, on pourrait obtenir
ensuite le mouvement absolu d€s autour deG, puisqu’'on au, = 1, + uy €t mouy =
— > h_ mpug, dont on déduit :

n n

n
my .
uoz—g — 7 avec M:E my puis : uk:rk—g
- M k=0 i=1

my;

"

Remarque.Le premier terme du second membre de I'équat®il)représente une accéléra-

tion képlérienne : Alors, si I'on peut trouver des situations ou, dans I'équation relative a chaque
Py, les autres termes restent petits devant ce premier terme, on pourra traiter le probleme des
N corps commeV — 1 problemes képlériens perturbés. Concernant le mouvement autour de
G, dans le second membre de I'équat{@émB), on pourrait aussi mettre en évidence un terme
képlérien en—puy /|ux|?, mais au prix de développements assez lourds (développements en
puissances des rapports de mas;%%sa condition que ces rapports soient petits par rapport a

1),

23.3 Equations exprimées en fonction du gradient d’un potentiel

On peut exprimer les équations du mouvement absolu\desrps en fonction de leur éner-
gie potentiellel/, explicitée en6.6). Les équation$t.1) peuvent en effet s’écrire aussi sous la
forme :

d2 Uk

dt?

my = —grad, U pour k=0,...,n (6.12)

ou la notationgrad, U signifie que I'on prend le gradient dé au pointP; ; autrement dit, si
(zx, Yk, 21) désignent les coordonnées cartésiennel.deu composantes de.), on a :

ou ou oU oU
dQU=—=(— —, —
Brat™ = B (Bxk’ ETR sz)
Etant donnée I'expression deen fonction de ces coordonnées :
n—1 n K oy
Uv=-% % e (6.13)

2057 (i — ) + (g — )2 + (2 — 7))



Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 175

sur lesn(n + 1)/2 termes de cette somme, seulsigermes qui dépendent d& interviennent
dans le calcul du gradient €7, ; on obtient par exemple :
o Kmymy(x; — )

Oy 0 (k) [(zi — 2)® + (v — y)® + (2 — 21)

2]3/2

- ou . : *GPy,
etdes expressmrls ane_llogues p%ir et;% ; ce sont bien les composantes du vec*r'e;f,ﬁialT
obtenues dans I'équatidf.l).

De la méme facon, les équatiofis11)du mouvement relatif descorpspP;, .. ., B, par rap-

port aF, peuvent s’exprimer en fonction du gradient d’un certain potentiel. En éXet, Yy, Zx)
désignant les composanteswgdeet (0/0Xy., 0/0Yx, 0/0Zy) celles du gradient ek, noté de

nouveawrad, = % on verifie aisément que ces équations se mettent sous la forme :

d*r K(mo+ my)m
e ( (\]rkp O | grad Vi) pour  k=1..n  (6.14)
avec .
n 1 T T
Vi = Km,; -
' iz;(i;ék) <|7”z — %] il ) (6.15)

Remarque 1. Au contraire des équatiori§.14) les équation§5.12)induisent une formulation
canonique. En effet, pour avoir des équations sous forme canonique, il faut expliciter un jeu
de variables conjuguées, tirées d’un hamiltonien, fonction scalaire représentant la dynamique
de I'ensemble ded’ corps. Or, on constate €6.12)que les équations du mouvement absolu
des N corps sont construites a partir du gradient d'une seule fonéfiotandis que celles

du mouvement relatif (explicitées €f.14) utilisent le gradient de fonctionsV, distinctes.

Les fonctionsV}, ne permettent pas de construire un hamiltonien, mais, dans le mouvement
absolu, il y a un hamiltonien évidentH = T + U [cf. (6.6)]. Avec T' = % S My,

les équations d’Hamilton sont relatives aux variables canonigues (xy, yk, 2k)k—o,..n €t &

leurs conjuguées;, = (T, Uk, 2k )r—0.. » définies par iy, = 36% = my 1y, SOit encore %, =

gTTk = myT;, et des expressions analogues ayget 2. Aprés avoir expriméd = T + U en

fonction de ces variables, on obtient les équations canoniques suivantes, équivalérntes a

—_ = t _——_———
dt 0ﬁk ¢ dt 8uk

Remarque 2. Une autre facon de mettre le probleme déscorps sous forme canonique,
consiste a adopter lemordonnées de JacobiConsidérant lesv corps dans un certain ordre,
par exempleF,, P, ..., P,, on prend comme variables les vecteuwrs= PyP;, v, = G1 P

ou (G, est le centre de masse @g et P, puisv; = G, P3 ou G, est le centre de masse des 3


En posant r0=u0 et rk=uk-u0 pour k non nul, on peut écrire matriciellement R=AU où R et U sont les matrices colonnes d'éléments (r0, r1,.., rn) et (u0, u1,..., un). Expliciter la matrice A et son inverse B (permettant d'écrire U=BR). On note U* la matrice colonne des variables conjuguées des éléments de U. Le changement de variables (U,U*)-->(R,R*) où R*=(tB)U* est canonique (tB est la transposée de B). Exprimer l'hamiltonien du problème des 3 corps dans ces nouvelles variables (appelées "variables héliocentriques canoniques" quand elles sont appliquées au système solaire). 
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premiers corps, et ainsi de suite jusqu;a= G,_1 P, ouG, _; estle centre de masse des 1
premiers corps. En posant :

k
Hi = Z m;
5=0

on obtient facilement les relations suivantes entre)jes lesr; :

n ="mn etpouri>1 : Uy = 1; —

puis, tenant compte dé.7)et(6.9), on obtient ces relations entre lest lesu, :

1 i—1 -
v = — > myu;  etpouri >0 : w=u— > Ly

@ Hi—1 =0 j=i K

L'énergie cinétiquel’ desN corps dans leur mouvement absolu dépendaitrdesl vitesses
i; ; elle se transforme alors en une expression ne dépendant plus queatesblesy;

1 & i
T =— Z uj lmjfi)f
2 j=1 J

J

Par ailleurs, dans I'énergie potentielle donnée er(6.6), les distance$P,P;| = |r; — 7|
s’expriment en fonction de I'ensemble dgget aussi des masses). Lhamiltonién= T+ U
s’exprime donc en fonction d&» variables canoniques vectorielles : leset leurs conjuguées

v; = gT;T (ou en fonction de$n variables canoniques que sont les composantes cartésiennes

de CeSQ;”L vecteurs). Ainsi, le paramétrage de Jacobi permet a la fois de réduire I'ordre du
systéme différentiel et de donner des équations sous forme canonique. Cependant, comme le:
distances mutuelles d€3 sont ici des fonctions des masses d’autant plus compliquées que

est grand ; aussi, c’est surtout dans le probléme des 3 corps que I'on trouve I'utilisation pratique
des variables de Jacobi.

24 Introduction au probleme des 3 corps

Avant d’aborder I'étude du mouvement dé corps dans le systeme solaire (le Soleil, les
planetes et leurs satellites), il convient de voir quelques propriétés du fameux probléme des 3
corps. Des générations de mécaniciens célestes se sont attaquées a ce probleme sans en ve
a bout tant il est riche en difficultés de toutes sortes et 'on découvre encore aujourd’hui des
propriétés nouvelles (orbites périodiques, résonances, régularisation des collisions, chaos lié a
la non-intégrabilité des équations,).

Nous n’utiliserons pas ici le paramétrage de Jacobi, mais considérerons simplement les mou-
vements relatifs dé’ et de P, par rapport a7 ; en posant;, = PyP;, ces mouvements sont


Déterminer l'hamiltonien du problème des 3 corps en variables de Jacobi. 
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décrits par les équatiori§.11) particularisées ici au cas= 2 :

d2’/’1 (A1 ( To — T T )

— =—K(mog+mq) —= + Km — 6.16
r? ot I P (019
d27“2 K( n ) Ty +K ( " — 7Ty ™ ) (6 17)
— = —K(my+mg) —3 m - .
dt? 0 2 ’7”2|3 ! |r) — 7’2’3 |7“1‘3

Ces équations se simplifient un peu si, par exemple, la mas®st négligeable par rapport a

mo €t am, : En annullantn,, le mouvement dé; devient képlérien et il ne reste a étudier que
I'équation(6.17); c’est alors lgprobléme restreint des 3 corgsu probléme restreint circulaire

si le mouvement dé’; est circulaire). Pour le moment, nous considérerons cependant que les 3
masses sont quelconques.

Rappelons encore que le choix Hecomme référence pour les mouvementdiet P, est
arbitraire : On peut tout aussi bien choisir pour repérer le mouvement d& ; pour cela, en
soustrayant membre & membre les équatiéris/)et (6.16), on obtient alors :

d2 o — T T T2
—s(r—1)=—K(my +my) ——= + K - 6.18
dtQ(TZ Tl) (ml m2> _ 7,1‘3 mo |7,1|3 ‘7,2|3 ( )
Bien sar, I'équation qui donne le mouvement Bg par rapport aP, n’est autre queé6.16)
changée de signe. Notons que dans tous les cas, chacune des édqadti@ag6.18)présente
une partie képlérienne et une partie non képlérienne, et que pour des masses et m,
données, il suffit de considérer 2 de ces 3 équations.

Avant de voir dans quelles circonstances le probleme des 3 corps peut étre considéré comme
une superposition de problémes képlériens perturbés, examinons certaines situations ou ce pro
bleme est intégrable : elles correspondent en fait a des positions d’équilibre relatif.

24.1 Positions d’équilibre — Points de Lagrange

Les equations du mouvement des 3 corps admettent 5 solutions d’équilibre relatif, c’est-
a-dire des situations ou les rapports des distances mutuelles sont constants : Dans 2 de ce
solutions, les 3 corps, restent équidistants les uns des autres (ils sont donc a tout instant aux
sommets d’un triangle équilatéral), tandis que dans les 3 autres, les 3 corps restent constammen
alignés avec des rapports de distance constants. Nous allons montrer que dans ces 5 situation:
P, et P, décrivent autour dé,, des mouvements képlériens coplanaires et de méme fyer

Les solutions “équilatérales” s'obtiennent en écrivant que dans les équitinfget (6.17)
on a atout instant|r;| = |r»| = | — 2| ; on obtient alors :

d*r r

—L = —K(m0+m1+m2)—13

dat Il (6.19)
d27”2 T ‘
T2 K 2

02 (mo +my + ma) P
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Py

Or, ces deux équations peuvent étre satisfaites en méme teiipstar, décrivent chacun
autour def, des coniques coplanaires de méme faygrde méme demi-grand axe et de méme
excentricité, bref des coniques égales mais déduites I'une de I'autre par une rotati6éi°’de
autour deP, ; alors, comme la constante d’attractior= K (mg + m; + ms) estla méme pour
les 2 équations képlérienngs 19), les mouvements sur ces deux coniques se feront de facon
synchrone (en particulier avec la méme période si les 2 mouvements sont elliptiques) : Il suffit
pour cela qu'au dépar®; et P, forment avecP, un triangle équilatéral et que leurs vitesses
1 ety verifient : || = || ety A7 = 1 A 7y autrement dit, a cet instant, les vitesses
sont égales et forment entre elles le méme angl@deue les rayon-vecteurs ; ces conditions
initiales suffisent pour donner des mouvements képlériens identiques, coplanaires, simplement
décalés dé0° I'un de l'autre.

Si ces mouvements sont circulairé},et P, parcourent le méme cercle, de cenfsgavec 2
dispositions possibles des 3 corps, I'une correspondant au dasestien avance d#° sur P,
et 'autre, au cas ou il est en retard de ce méme angle. Dans un épgetournant aved’;
autour defyk, (le vecteurP, P, y est donc fixe, par exemple sur I'aXgi), le point P, est alors
également fixe, dans le pldfyij, au troisieme sommet de I'un des 2 triangles équilatéraux que
I'on peut construire sur le co6tE, P, dans ce plan. Les 2 positions d’équilibre correspondantes
sont lespoints de Lagrangappelés., et Ls. Si la massen, est négligeable devant, etm;
(probléme restreint circulaire), on peut montrer que les position8,dm L, ou en L5 sont
stables (au sens de I'existence de petits mouvements dans leur voisinage) si lesnmastses
my vérifient : 750 > (25 + /621)/2.

Dans le systeme solaire, on rencontre plusieurs de ces situations d’équilibre au voisinage
de points de Lagrange : On trouve d’abord de nombreuses petites planetes qui se maintiennen
sensiblement a égales distances du Soleil et de Jupiter, précédant ou suivant cette planéte d’en
viron 60° dans son mouvement héliocentrique ; on peut montrer en effet que chacune de ces
petites planétes forme avec le Soleil et Jupiter un probléme de 3 corps, les autres planétes ne
les perturbant pas suffisamment pour détruire la stabilité de cet équilibre (la condition de sta-


Dans le cadre du problème restreint circulaire, développer les équations du mouvement d'une particule au voisinage du point de Lagrange L5 dans le repère tournant. En notant (x,y) les (petits) écarts à cette position dans le plan du mouvement, linéariser les équations et retrouver la condition de stabilité des petits mouvements énoncée ci contre. 
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bilité : mq/m;,, = 1047 est bien vérifiée) ; ces petites planétes qui accompagnent Jupiter sont
appeléeplanetes “troyennes’tar on leur a donné des noms des héros de la guerre de Troie :
Achille, Ulysse, Ajax, Nestoetc.Par ailleurs, on sait depuis 1980 que Téthys et Dioné, 2 parmi

les 8 gros satellites de Saturne,“possédent” aussi 3 patidlites coorbitauxians le voisinage

de leurs points de Lagrange : Telesto et Calypso accompagnent Téthys aux environs des points
respectifsi, et L; du systeme Saturne-Téthys, tandis que Héléne suit Dioné au environs du
point L, du systeme Saturne-Dioné.

Quant aux solutions d’équilibre “alignées”, on les obtient en écrivant que dans les équations
(6.16)et (6.17)on a a tout instant 7, = ar; oU « est une constante ; alors, avgc— , =
(1 — a)r, on obtient :

d*r «Q 1—« T
;:—K(m0+m1+m2( 5T 3)) 3

dt || 11— «af |7 | (6.20)
d*ry K( N N |a|3 (1 11—« )) Ty

— = —K((mg+me+m —

dt® or TR, 11— af’) P

Pour avoirr, = ary, et donci, = af, il faut encore que les coefficients en facteuridelans
ces 2 expressions vérifient I'équation :
|o?
mo + Mo + My

1—a> 1 (1_1—a)> (6.21)

| 1—af’’ Jaf 1-af

On peut montrer gu'il existe 3 racines réellesqui vérifient les inégalitésas < 0 < a; <

1 < ay. Pour chacune de ces valeurs, a condition qu'au départ on aitraussi = a?ry A 1,

les orbites deP; et P, autour deF, sont 2 coniques de foydr,, coplanaires, homothétiques
dans le rapporty; et ayant leurs grands axes confondus et la méme excentricité (et la méme
période si elles sont elliptiques) ; les trois points restent alors alignés quel qud_ssiracines

a1, as et ag correspondent a 3 configurations ou les points sont alignés respectivement dans
lordre : PyPo Py, PyP\ P> et PPy P;.

«
m0+m1+m2( a/|3 +

L3 L1 Lo



Retrouver les équations (6.20) et (6.21) à partir des équations (6.16) et (6.17). Représenter graphiquement l'équation (6.21) pour diverses valeurs des masses et pour les trois intervalles de alpha utiles. Vérifier ainsi qu'il n'y a bien que trois racines, une par intervalle. Dans le cas m2=0, on pose m0=1-µ , m1=µ . A partir du graphe correspondant à la racine comprise entre 0 et 1, montrer comment, avec l'algorithme de Newton, on peut calculer cette racine pour une valeur donnée de µ, puis comment on pourrait en déduire une représentation de cette racine en fonction de µ. 
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Siles orbites dé”, et P, autour deP, sont circulaires, ces racines correspondent a 3 positions
d’équilibre relatif : Dans un repére tournant avgautour del,, on a 3 positions fixes possibles
pour P, sur I'axe P, P;, en des points de Lagrange nofgs L, et L; et correspondanta, a-
et as. Cependant, on peut montrer que ces 3 positions d’équilibre sont toujours instables.

24.2 Quelques propriétés du probléme restreint circulaire

La massen, est prise égale a zéro, tandis gbedécrit autour dg% un mouvement circu-
laire de rayonu; avec la vitesse angulaire constanteelle quen?a? = K (mg+m,) cf. (6.16)
SoientPyiyj, le plan fixe de ce mouvement By = Pyigjoko le repére de directions fixes qui lui
correspond. Dans ce repére, le mouvemenfgdest donné par I'équatiof®.17), réécrite ici de
fagcon a souligner que le repére de référencdigst

d> T T — T T
5222 = —Kmy |T’2|3 + Kmy ( . 2 —— ) (6.22)
p)

Soit R = P,ijkg le repére tournant avel;, autour delyk, et tel quePy P, = r = aqi;
son vecteur rotation est alof;,r, = nik. Par composition des accélérations (1.18)), le
mouvement dé>, est alors donné dans ce repere par I'équation :

d2 D) d2 D) dRTQ
CZQ = 222 — 202r/Ry N T Qriro N (2r/Ry N T2) (6.23)

Soit ;

dt? dt — Ory

dz d 0 (K K K .
Rr2+2n1k0/\ﬂ o < mo my N my gl TQ) _n% (TQ—(]C()'TQ)]{'O) (624)
|72 11— 2] ay
En notant(x, y, z) les coordonnées dB, (ou composantes dg) dansR, on abouti enfin aux
équations :

s on ow
T —2my = —
1Y ax
j + 2nqa oW 6.25
y+2nmr = — .
= (6.25)
. ow
z =
0z
avec
n? Km Kmy
W==2((z—va)*+9%) + °
9 (( 1) ) ) (CEQ +yg + 22)1/2 ((al N :13)2 + y2 + 22)1/2 (6.26)

ou I'on a posé :
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On remarque le premier terme, représentatif de I'accélération d’entrainement et qui correspond
a une rotation autour d&, centre de masses dg et deP; : En effet, le mouvement dB par

rapport a un repere galiléen se décompose en une rotation autéisuleie d’'une translation

de vecteurGP, = —va,i. Les deux autres termes représentent les potentiels de gravitation de
P, et deP; en P,. En multipliant les équation.25)respectivement pat, y et Z, puis en les
additionnant membre a membre, on obtient une expression intégrable aboutissaageale

de Jacobidu probleme restreint des trois corps :

1
L@t =W (6:27)

ou C est une constante que I'on peut évaluer a partir des conditions initiales. Comme le membre
de gauche est toujours positif ou nul, le mouvemenPgest confiné dans le domaine ou I'on
a:W > C. Lasurface qui limite ce domaine, définie per= C', est appelée surface de vitesse
nulle. Pour obtenir une expression plus symétriquéden pose d’abord :

=2+ +22 et pl=(r—a)+yP+72
puis on vérifie que 'on a :
(x —va) + o = (1= v)p3 +vp} — 2 — v(1 — v)a}
Ensuite, comme on a
nia} = K(mg+my) = Kmo=(1-v)nid et Kmy = vnid

on trouve :

1 P 1 p? 1
W =nia} {(1 —v) (% + 20%)) +v (E + 2;?) ~3 ni(2* +v(l —v)al) (6.28)

Supposons que, pour simplifier, le mouvemenbgle’effectue dans le plan= 0 (probléeme
restreint circulairgolan: il suffit pour cela queP, soit lancé initialement dans ce plan avec une
vitesse contenue aussi dans ce plan); la valeu€' dd&coule de ces conditions initiales et,
suivant cette valeur, le mouvement ultérieur se trouve éventuellement confiné dans une région
du plan limitée par la courbe de vitesse nulle définie par I'équation :

1 1 pf C v(l—v)
Wi(z,y) = (1 —v) (% + m) +v <E + m) = 2l + T Cy (6.29)

Ces courbes existent poaf > 1,5. On peut voir leur forme en fonction de, sur les figures
suivantes ou, dans l'espace, y, C;), on a cartographié la surface, = W;(z,y) par ses
courbes de niveau entie5 et 2 (la Figure Aprésente 11 de ces courbes correspondant aux
valeursC; = 1,540,05k , pourk variant de 0 a 10) ; cette surface est aussi vue en perspective
(Figure B), laissant apparaitre une “cuvette” formée de deux “vallées” symétriques par rapport
au plany = 0 et séparées par 3 “cols”. La surface remonte au centre en deux “pics” verticaux
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centrés sui, et surP;. Dans cet exemple, on a pris= 0,1 eta; = 1 mais on obtiendrait
qualitativement la méme forme pour d’autres valeurs.de

1.57 A

w
wn

)

0.5

3
5
yo1 Z

-051 ? 15

-157
_ -15 -1 05 0 05 1 15
Figure A

=

[N

Figure B

Le fond de chaque vallée correspond’a = 1,5 (quel que soitv), l1a ou la courbe de vi-
tesse nulle est réduite a un point; ce point correspond précisément a I'un des points d’équilibre
équilatéral de Lagrangé, ou Ls : Si I'on place P, en I'un de ces points avec une vitesse
nulle, il y reste car en ces points orgaad W; = 0. Au contraire, si I'on place?, en I'un de
ces points avec une vites$enon nulle, la constanté’; est alors inférieure &,5 (elle vaut
1,5 — V?/(2n}a?)) et donc le plan: = C; ne coupe pas la surface= W, (z,y). Dans ces
conditions,P, peut a priori atteindre n’importe quel poifit, y) du plan et sa vitesse ne s’an-
nulle jamais. L'étude des éventuels petits mouvements au voisinage des pasitieins; est

un autre probléme : On pourrait le résoudre en linéarisant les équéi@aset (6.26), c’est-
a-dire en faisant le changement de variablés,y) — (&, n) défini parz = a;(1/2 + &)
ety = a1(+v3/2 + n) et en supposant queet n sont des infiniment petits d’ordre 1; c’est
de cette fagon que I'on obtient la condition de stabilité annoncée damsdgraphe précedent
car on montre que les petits mouvements existent si 'o@%a(1 — ») < 1 d'ou l'on tire :
e > (25 4 /621)/2.

Les cas intéressants a discuter concernent des positions initialéscderespondant a des
valeurs de’; supérieures &, 5. On distingue 3 situations critiques correspondant aux cas ou le



Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 183

plan “horizontal”z = C; est tangent a la surface= W, (z, y) au niveau de I'un des 3 cols :

154 159 — H—
/’/, N Ce S \\\Ce % 14 Lzl
/ ] B N\
' \ / / ! \ /// v \
y / Y] s N
051 . Cz / ~0.57 ‘\CZ' \ / /,/ ~
/// \ ‘y‘ / ] \\ o } (/
‘ \“/ \ N ‘ ‘( \“‘/ 1 o \\’," V 1
1 o5 05 x 1’ 15 1 Lo 0 o.ny\‘,,,;/”\‘Lz Ly o5 1 os 1
\ 1 // 1 / ! ] / | \ \ 1 -
B // \\ XQ{KS%J/ g ,// \\\\ _0'57, //// \\/
\ / 1 / N /
h -1 \ _14 / AN s L /
\ N 1 p ) .
N // S~ ] e \ -1 5//
st el — o
Figure C: ¢y = ¢V Figure D: ¢} = C? Figure E: ¢} = C
igure C: Cy = C} igure D: C, = C} igure E: C, = C}

Ainsi, pourC; = C§1) (= 1,8434766 pourv = 0,1), P, ne peut jamais se trouver dans la
zone de laFigure Ccomprise entre les courbés et C. car Wi (z,y) y est inférieur é(]}l) ;
P, est donc soit contraint a rester dans la zone extérieure a la céuriseit confiné prés de
Py ou prés deP; a l'intérieur de la courb&’; en forme de 8 renversé (donc en situation de
satellite de I'un de ces points). Le point singulier de la courbe en 8 est le point de Lagrange
L. Pour des valeurs d&, supérieures é?l(l), P, se trouve nécessairement confiné davantage a
I'intérieur deC; (plus pres de”, ou deP;), ou bien davantage a I'extérieur de, pouvant alors
éventuellement s’échapper a l'infini.

PourC; = 01(2) (= 1,7783422 pourv = 0,1), P, ne peut jamais se trouver dans la zone
de laFigure Dcomprise entre les courbés$ et C, ; le point singulier de la frontiére de cette
zone est le point de Lagrange. PourCf) <(C; < CP on aurait des courbes intermédiaires
entre celles de&igures Cet D (on peut en voir quelques unes surHayure A) : Si P, est
I'intérieur de la courbe interne, il reste indéfiniment dans le voisinagg,ds de P;, pouvant
passer librement du voisinage @ a celui deP; mais sans pouvoir s’éloigner a I'infini; au
contraire, siP; est a I'extérieur de la courbe externe, il ne peut jamais s’approcher trés prés de
Py et deP, mais peut s’échapper a I'infini.

PourC; = 01(3) (= 1,5947891 pourv = 0, 1), P, ne peut jamais se trouver dans la zone de
la Figure Econtenant les points, et Ls ; le point singulier de la frontiere de cette zone est le
point de Lagrangé.s. PourCl(3) < () < CP) on aurait des courbes intermédiaires entre celles
desFigures Det E (cf. Figure A); la zone interne proche d&, et P, est maintenant ouverte
sur la zone externe et dori¢; a la possibilité d’étre tres proche dg ou de P, a un certain
instant, puis de s’en éloigner jusqu’a l'infini. Pour terminer, sil'oha < C; < 0{3) , P> peut
parcourir tout le plan sauf des voisinagesideet de L5 qui tendent vers ces points lorsglie
tend versl, 5 et enfin, poulC; < 1,5 I'ensemble du plan est accesssibl&a
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24.3 Traitement du probléme des 3 corps par des problemes de Kepler perturbés

Les équation$6.16)a (6.18)montrent que les accélérations relativediet P, par rapport
a Py, ou de P, par rapport aP;, sont toujours la somme d'une accélération képlérienne et
de deux autres termes non képlériens. Il suffit donc que ces autres termes soient petits par
rapport au premier pour que ces mouvements relatifs soient représentables par des mouvement
képlériens perturbés. Il existe au moins deux situations ou ces termes non képlériens peuvent
étre considérés comme des perturbations; réalisons ces situations avec des corps du system
solaire :

24.3.1 cagSoleil+ 2 planéteg : mg > m; etmg > mo

Si mg est la masse du Soleft), prépondérante sur celles; et m, des planéte®; et P,
(ces 2 masses étant éventuellement du méme ordre de grandeur), les éqaates (6.17)
représentent le mouvement héliocentrique des 2 planetes. Les termes qui posSedesit
Km; en facteur dans ces équations sont alors petits devant le terme képlérien, a condition
toutefois que la quantité/|r, — r | reste du méme ordre de grandeur que-|*> et1/|r|? :
C’est le cas siP, ne s’approche jamais trés pres Bg et il suffit pour cela que les orbites de
P, et P, soient bien séparées, c’est-a-dire avec des excentricités faibles et avec demi-grands
axes osculateurs, eta, bien distincts (tels qugi; — as| soit du méme ordre de grandeur que
a; OU ay). Si les 2 planétes ont des masses comparables, leurs perturbations mutuelles seront
également comparables ; si 'une des planetes a une masse trés petite devant celle de I'autre, I:
grosse planéte perturbera la petite mais ne sera pratiquement pas perturbée par elle.

On peut se demander jusqu’a quelle distance minimal&,deeut passe, pour que le
mouvement de>, par rapport aP, reste représentable par un mouvement képlérien héliocen-
trique perturbé. Pour cela, il suffit que dans I'équatieri7) le rapportR entre les modules de
la partie perturbatrice et de la partie képlérienne soit inférieur a un cerpatit donné :

ro—" A1
mi — 3 .3
Re_Aln=nl® Inll . (6.30)
(mo +m2) 73
| 73]
Py
)
o — 1 © PO

m

P,
Soitp l'angle entréPlPo et P, P,, c'est-a-dire entre-r; etr, — rp, et posons :

_ =] (6.31)

|71



Copyright (© LDL) 2007, L. Duriez, Cours de Mécanique céleste 185

On trouve :
R= L%(l —2arcos p + a?)(1 + 2a? COSSO+044)1/2 (6.32)
mo + Mo «

« devient petit devant I'unité s, se rapproche dé;, et R tend alors vers sa partie principale

% é ; pour avoirR < ¢, il suffit donc d’avoir :
1 1 1/2
a2>f@ soit |y — 7| > (*@> / |71] (6.33)
g My

Par exemple, si-L = 1073 (P, représentant alors Jupiter), pour que la perturbation (par Jupiter
0

du mouvement héliocentrique de la plan&esoit inférieure & = 1072, il suffit d’avoir o >

1/3.16, et donc queP; soit distant de Jupiter d’au moins le tiers de la distance de Jupiter au
Soleil ; ceci est réalisé pour toutes les grosses planétes et pour la plupart des petites planetes d
systeme solaire. Ave% = 107° ete = 1073, on obtiendraitx > 1/10 : P, peut s’approcher
d’'autant plus deP; quem;/m, est plus petit. Bien sOr, dans le méme temps, le mouvement
héliocentrique dé”; pourra aussi étre considéré comme perturbé&pai « vérifie une relation
analogue d6.33)avecm, a la place den; : C’est la plus grande des 2 masses qu’il faut donc
utiliser dans cette relation.

Remarque. On peut généraliser cette situation a un ensemble géanétes de masses;

petites devant celle,, du Soleil. Les equation$.11)représentent alorsproblemes képlériens
perturbés si aucune des quantités; — r;|* ne peut devenir grande devaritr,|> quel que soit

k : 1l suffit pour cela que les orbites degplanetes soient biemérarchiséesne permettant pas

de rapprochements serrés entre planetes; c’est le cas de systemes planétaires dont les orbite
sont quasi-circulaires et quasi-coplanaires, et dont les demi-grands axes, ordonnés par valeur:
croissantes, sont tels qug ; — a; soit du méme ordre de grandeur queC’est alors ce qu’on
appelle un probléme de+ 1 corps detype planétaire

24.3.2 cagSoleil + planéte + satellite} : mo > m; > mo

mg représente toujours la masse du Solei],celle d’'une planéte et, celle d'un satellite
de cette planete. L'équatign.18)représente alors le mouvement planétocentrique du satellite
perturbé par le Soleil. Bien que, soit trés grand devant; et m,, le terme ayanfim, en

facteur dans cette équation pourra étre une perturbation du terme képlérien si ce r,

|71
‘7’—23, est lui-méme assez petit; cela arriverargl est suffisamment voisin de,|, c’est-a-dire
"

2
si le satellite est toujours suffisamment proche de sa planéte ; I'influence de celle-ci restera alors
prépondérante sur celle du Soleil. Le terme képlérien, /&n, — r;|?, est d'ailleurs lui-méme
amplifié par la petitesse de, —

On peut se demander jusqu’a quelle distaRggeut s’éloigner de”; pour que son mou-
vement autour dé’; reste assimilable a un mouvement képlérien planétocentrique perturbé par


Trouver l'expression (6.32) à partir de l'équation (6.30). 
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Py. Il faut pour cela que, dans I'équati@f.18), le rapportR’ entre les modules de la partie
perturbatrice et de la partie képlérienne soit inférieur a un certpétit donné :

1 (p]
0713 7.3
R I ‘Tfl <e (6.34)
(m1 —|—m2)
’7’2 - 7“1|

¢ désignant toujours I'angle entre entPeP, et P; P,, et conservant la notatig.31) poura,

on trouve : m m
R=—""0°/14+3cos20(1+0(a)) > ———0a° (6.35)
mi + Mo mi + msy
Donc, R’ < ¢, correspond a :
1/3 1/3
a< (5 ml+m2> ~ (5 ml) (6.36)
mo mo

Dans le méme temps, I'équatidf.16), qui définit le mouvement héliocentrique de la pla-
néte, donne aussi, en changeant tous les signes, le mouvement planétocentrique du Soleil ; celui
ci pourra étre assimilé a un mouvement képlérien perturbé par le satellite si le tedhe-£n
est suffisamment petit. Or, ce terme contient la quanfité, — = |, qui est d’autant plus im-
portante que la distance du satellite a la planéete est plus petite. Pour pouvoir traiter aussi cette
éguation comme un probléme képlérien perturbé, avec le méifaut que I'on ait :

m Ta—T T 1
o =l P me n—n me |nf? .
= 1 = m 1 - m |T —r |2
(mo +my) — o 0l —mn
|71 |71
c’est-a-dire :
m2 2 ; ) N meo 5/3 mi 2/3
— < cw soit, d'apreg6.36): — <€ <>
mo mg mg

Ainsi, la masse du satellite rapportée a celle du Soleil doit étre beaucoup plus petite que celle
de la planeéte.

24.4 Sphere d'influence d’une planete

On vient de montrer que dans un certain voisinage de la pldheta a intérét a représenter
le mouvement dé”, dans un repére planétocentrique, alors que plus loin, il vaut mieux repré-
senter ce mouvement dans un repére héliocentrique. On peut schématiser cela sur un graphique
représentons les fonctions denotéesRk = % a?etR = %(1) a3, qui sont des approxima-
tions des fonctiong: et de R’ données ef6.32)et en(6.35) valables poury petit et majorées


Trouver l'expression (6.35) à partir de l'équation (6.34). 
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pour toutes les valeurs possiblesdeCes deux courbes se coupent en (i) :

—  R=R=Ry= ()" (6.37)

mi )2/5
mo

Qg = (7
mo

Sur la figure suivante, on observe les 2 intervallesvemi 'on aR < s etaR’ < ¢; ces
intervalles sont disjoints si est inférieur aik, et la valeura, sépare I'espace en 2 domaines :
poura < ap, on aR’ < R et il vaut donc toujours mieux utiliser pout, des équations en

repére planétocentrique ; dans le cas contraire, én<a I, et donc des équations en repére
héliocentrique sont préférables.

La région de I'espace ou I'on ad < R est appelésphere” d’influencede la planete’,
dans I'environnement du Solelfy. On a de fagcon approchée (en majorantgur R < R
poura < agp = (%)2/5, mais on peut aussi tenir compte delans le premier terme négligé
du développement dB et R’ en puissances de : La surfaceR = R’ est alors sensiblement
donnée en fonction dg par I'équation :

mq

—a = @a3(1+36082<,0)1/2 soit : o = (1 + 3cos? p)~1/10 (
mo my

mi\2/5
— 6.38
o) (638)

La fonction(1 + 3 cos? ) ~/1° prend toutes ses valeurs entr&7 et 1. Autrement dit, comme
a représente le rapport des distances’da P, et aF,, pour|r| fixé, 'ensemble des positions

de P, telles quer, — | = (1+3cos” p)~1/10 (777711—(1))2/5 || est une surface légérement allongée
vers P, et qui s’écarte finalement assez peu d’une sphére.

représentation représentation

héliocentrique : planétocentrique :
p_ My -2 D/ _ Mo 3
R = WO (0% R = mil «

Ro - _______>»
Elv T b
. -0 — ‘7"2 — 7’1’
:  ap | |71 ]
‘mouvement “mouvement
planétocentrique d&, héliocentrique dé>,
perturbé par, perturbé par”;

On trouvera dans I&ableau 6le “rayon” ag|ri| de la sphere d'influence des principales
planetes du systéme solaire, ainsi que la valeuRgqui lui correspond. On peut vérifier que
tous les satellites naturels des planétes sont largement a I'intérieur de la sphere d’influence de
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leur planéte. Cependant les valeursRigsont plutot élevées, dépassant toujours la valeur de

e = 1072 que I'on peut considérer comme un maximum pour pouvoir parler de perturbation. En
réalité, tous les satellites naturels connus sont aussi dans la sphére plus petite correspondant
R’ < 1072 (derniére colonne diiableau §. Ils sont donc tous susceptibles d’étre étudiés par des
méthodes de perturbation. Par exemple, le mouvement géocentrique de la Lune perturbé par le
Soleil correspond & = 0, 00266 ; le rapportR’ atteint alorss 10~3, valeur suffisamment élevée

pour que I'on considére généralement le probléme de la Lune comme I'un des plus difficiles de
la mécanique céleste.

On constate par ailleurs que la sphére d’influence des plus gros astéroides est loin d’étre négli-
geable : L'existence de satellites autour de ces petites planetes est tout a fait possible ; en fait,
la sonde Galileo en route vers Jupiter a fr6lé deux astéroides, Gaspra et Ida, et a découvert er
1993 un tout petit satellite tournant autour de ce dernier (Ida est pourtant plus de 10 fois plus
petit que Céres en dimension, et son satellite Dactyl est en orbite a une distance d’'une centaine
de kilometres). De méme en 2001, la sonde spatiale NEAR s’est satellisée autour de I'astéroide
Eros, confirmant par la la possibilité pour les astéroides d’avoir des satellites.

On trouve aussi autour de Jupiter, de Saturne et d’'Uranus, des systémes de satellites dont le:
masses sont suffisanted.(Tableau 2 pour qu’ils se perturbent entre eux, formant autour de
leur planéte des petits systémes de type planétaire. Il faut bien sdr ajouter a ces perturbations
mutuelles, les perturbations dues au Soleil qui sont propres a tout probleme de satellite. On
trouvera sur le site du Bureau des Longitudes toutes les données utiles concernant les orbites
des planétes et de leurs satellite&{:// www.imcce.fr ).

Tableau 6 “Rayon” («|r|) de la sphére d'influence des principales planétes du sys-
teme solaire. On donne aussi, pour chaque planéte, a quelle distandeun satellite
de cette planéete est perturbé par le Soleil avee @gal a : 102 [on a alorsa; =
(10™2my /mg)*/3].
Py an(l) Qg Ry |7 | ag|m | aq|m|
UA 10 km 10 km

Mercure 1,66 10~7 0,0019 0,044 0, 387 0,112 0,068
Vénus 2,45107%  0,0056 0,075 0,723 0,616 0,313

Terre 3,04107%  0,0062 0,079 1 0,929 0,467
Mars 3,2310°7  0,0025 0,050 1,52 0,576 0,336
Céres 5,9 107 0,0002 0,014 2,8 0,085 0,075
Jupiter  9,5510~% 0,0619 0,248 5,20 48,2 16,5
Saturne  2,8610~*  0,0382 0,196 9,55 54,6 20,3
Uranus  4,3710~° 0,0180 0,134 19,2 51,8 21,8
Neptune 5,1810~° 0,0193 0,138 30,1 86,9 36,0
Pluton  7,6910=° 0,0006 0,024 39,7 3,3 2,4



La constante de gravitation de l'astéroïde Ida est estimée à KM=0.003 km³/s² et tourne autour du Soleil à une distance de 2,86 ua. Calculer en km le rayon de la sphère d'influence de cet astéroïde (réponse 1500 km) et le niveau Ro des perturbations solaires sur cette sphère. On vérifie que Dactyl est bien à l'intérieur de la sphère d'influence de Ida. A la distance de 100km, que vaut le rapport R' de la perturbation solaire à l'attraction képlérienne exercée par Ida sur Dactyl. 

http://www.imcce.fr
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25 Probléme desV corps de type planétaire

Un tel probléme est caractérisé par la prépondérance de la mgsse lesn autres masses
m;, et par I'’hypothése que les points correspondant8; décrivent autour dé% des orbites
bien hiérarchisées qui restent voisines de cercles coplanaires centigés sara vu que cela
permet de traiter ces corps comme: problemes képlériens perturbés mutuellement. On sup-
posera donc désormais que fessont ordonnés selon cette hiérarchie par distances croissantes
(|rix1| > |r:])- Dans la suite, on appellera généralement Soleil le pajret planétes les autres
points, mais les résultats pourront s’appliquer également au systeme teatellitesP; d’'une
planeter,, qui se perturbent mutuellement et qui sont perturbés par le 3¢l¢ils sont éven-
tuellement perturbés aussi par la non-sphéricité de la planete, et, a un degré bien plus faible, pat
les autres planétes).

On se propose donc ici d’étudier les perturbations du mouvement képlérien héliocentrique
des planétes; nous partons pour cela des équations du mouvement ecfiiesipet (6.15)
pour les vecteurs de positidhy P, = r;, et réécrites sous la forme :

d2 ' n
—Zk S Tg +> grad, Uy, pour k=1,....n (6.40)
dt L
avec :
K(mo+my) et U i ! h 6.41
= K(mo + my e i = - f .

Le mouvement képlérien osculateur héliocentriqueRdeest défini par le premier terme de
(6.40), avec la constante d’attraction, ; ce mouvement osculateur est bien sar supposé ellip-
tique, avec un demi-grand axg et un moyen mouvemeni, vérifiant a tout instant la troisieme
loi de Kepler :

nia; = (6.42)

U,; estla fonction perturbatrice de la planéigperturbée par la planéfe. Les petites quantités
— my A i i i — _ & )

€ = . Sont appeléesiasses perturbatricest on a aussi ot~ T+ e DansUy;, on

distingue deux termes : fgerturbation directeK'm;/|r; — x| issue de la loi de Newton, et la

perturbation indirectek m;(r;-r) /| ;| qui représente la partie de I'accélération d’entrainement

de I, due aP;. Les fonctiondJ;, ayant une masse perturbatrice en facteur, sont qualifiées de

perturbations drdre 1 des masses

De nombreuses méthodes de perturbation ont été élaborées pour donner de ces équation
des solutions formelles plus ou moins approchées; aucune de ces méthodes n’est universelle
et chacune répond a un type particulier de probléme planétaire. Par exemple, pour les grosses
planetes du systeme solaire, ou les mouvements sont quasi-circulaires et quasi-coplanaires, or
utilise généralement la méthode de LeVerrier qui fournit les variations des éléments osculateurs
avec une durée de validité de plusieurs millénaires, ou des méthodes plus générales donnant un
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solution valable sur plusieurs millions d’années. Il existe aussi des méthodes (due notamment
a Hansen, a Brouwer ou a Brumberg) qui donnent directement les perturbations des coordon-
nées (cartésiennes ou sphériques) ; ces méthodes conviennent surtout au cas des petites planét
du systeme solaire, qui ont généralement des excentricités et des inclinaisons plus fortes, et
pour lesquelles on peut se contenter souvent d’'une solution limitée au premier ordre des masses
(les perturbations d’ordre supérieur sont en effet beaucoup plus difficiles a obtenir par ces mé-
thodes). D’autres méthodes enfin utilisent la formulation hamiltonienne pour déterminer avant
tout les propriétés du mouvement plus que ce mouvement lui-méme.

Dans ce qui suit, on va examiner essentiellement la méthode de LeVerrier qui donne pour
le mouvement des planetes une solution particuliere, partiellement numeérique, valable sur une
durée limitée au voisinage d’une date donnée, puis une méthode appelée “théorie générale” qui
permet de développer une solution analytique formelle, valide bien plus longtemps. On verra
d’ailleurs que la méthode générale est particulierement intéressante pour traiter le cas des per-
turbations mutuelles d’'un systeme de satellites tournant autour d’une planéte. Ces méthodes
fournissent toutes deux les mouvements planétaires sous forme de variations des éléments 0s
culateurs.

On se propose d'utiliser les éléments osculateurs ., ix, 2, @k, Li), OU ceux, plus
réguliers Gy, zx, G, L) (cf. (3.46)et (3.49). Les variations de ces éléments sont données par
les équations de Lagrange vuegBrbl)ou en(5.52)ou, pour la planété’,, on remplacé/ par
> Uy, etles élémentéa, n, e,i,Q,w, 2, (, L) par les éléments correspondant a cette planéte. Il
convient donc d’exprimer tout d’abord chadlig en fonction de ces éléments osculateurs. Les
excentricitése,, et les inclinaisong, des orbites osculatrices seront supposées suffisamment
petites pour que les planétes n’aient jamais de rapprochements serrés, et aussi pour que l'or
puisse d’abord développér,; en puissances de, et i, (ou dez; et (;), puis tronquer ces
développements a un degré relativement peu élevé (quelgues unités).

Remarque.Si le probleme concernait les satellites d’une pladgtsupposée non sphérique, il
faudrait ajouter a I'équatioft.40)le gradient e, d’une fonctionly, représentant le potentiel

de gravitation non sphérique de cette planéte ; en limitant par exemple ce potentiel au terme en
Jo, on aurait ¢f. (4.30)) :

Uk, = —Kmyg Jo —3 Py(sin ¢y) (6.43)

k

oU aq représente le rayon équatorial de la planete,da latitude deP, au dessus de son plan
équatorial. Le développement de cette fonction perturbatrice a déja été 8a2&h5 Si les
satellites ont des masses suffisantes pour se perturber mutuellement (comme les planétes entr
elles), la fonction perturbatrice précédente aurait en fadt&un, + m;) au lieu dek'm, et il

faudrait tenir compte aussi des perturbations indirectes causées par I'aplatissement de la planéte
(voir pour celd’application Mapleréalisée sur ce sujet)

(12
r
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25.1 Développement de la fonction perturbatrice

Dans cette partie, pour simplifier les notations et limiter 'usage des indices, on considére
seulement deux planétés et P’, de masses et m’; elles sont rapportées au Solél par
les vecteurs = ru etr’ = r’u/, de modules etr’; on note encoreé\ leur distance mutuelle
= |r — 7’|) et S 'angle entrer et r’; leur mouvement osculateur héliocentrique est décrit
par les éléments respectiis n, e, 1,Q, w, z,(, L) et(a’,n', ¢, i,V = 2/ (', L") ; on suppose
enfin queP est laplanéte intérieurest P’ la planete extérieurec’est-a-dire que I'on ar < »’/
eta < da’ et on note encore :
a r ra
- (<1 et p=g=0- 7 (6.44)

Réécrivons alors les équations du mouvement héliocentriquiieedd”’ dans ces notations :

o =

d*r wr U ¢ 1 rcosS

g e Usup (3o

d*r’ w' ' oU € 1 r'cosS (6.45)
e Gy e Ve (52050

U etU’ sont les fonctions perturbatrices éeet P’, qui sont donc différentes suivant que I'on
s’intéresse a une planéte intérieure perturbée par une planete extérieure ou inversement. Dan
les problémes d&’ corps, la fonctionl /A s’appelle généralemeimverse de la distancedans

les notations adoptées, elle vaut :

i = (r2 41" —2rr' cos §)"V/2 = :, (1 —2pcos S+ p?)~1/2 (6.46)

On se propose de développefA , ainsi que les parties indirectes deet U’ (dépendant de
cos S), en fonction des éléments osculateurs des deux plangtes ¢, L) et(a’, 2/, (', L"). On
utilisera aussi les variables complexes intermédialfest Y et leurs conjuguéeX etY déja
introduites en(3.148) Rappelons cependant encore leur définition en fonction des éléments
plus classiques, w, i et :

Z=eexpy-1w X=eexpy=iM =eexpv=i(L—w)=2Zzexpv=iL

C:Sin%expﬁﬁ Y:Sin%expﬁ(L—Q):g’expﬁL (6.47)

25.1.1 Développement dé/A en polyndmes de Legendre

Dans I'expressiofi6.46), on trouve en facteur d/r’, la fonction génératrice des polynbmes
de Legendred{. (4.19). Son développement converge absolument pgu 1, ce qui est bien
le casici:

[e.e] n

Z (cosS)=>" % P,(cosS)

n=0

1 1
A
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Si p est suffisamment petit (ce serait par exemple le cas d’'un satellite perturbé par le Soleil),
ce développement converge trés rapidement et, en tenant compté4leses premiers termes
s’écrivent :

S (e s () (eots =) +0w) | ey

Si p n’est pas trés petit, il vaut mieux dévelopgegr\ d’'une autre fagon (voiplus loinle dé-
veloppement en coefficients de Laplace), mais il est plus facile de mettre en évidence certaines
propriétés communes de ces développements a partir de I'expréssisin

Le développement de I'inverse de la distance revient donc pour le moment a exprimer les
quantités de la forme" /r'"*1) cos™ S en fonction des éléments osculateurs : Il suffit de faire
ce calcul pour les premieres valeursdé€positives ou nulles) et poun inférieur ou égal a
n. Il resterait ensuite & combiner ces développements suivant I'expré8si@); on pourrait
d’ailleurs étendre cette expression a des degrés plus élevésreatilisant I'expression des po-
lyndmes de Legendre correspondants, que I'on pourra trouver daablkau 4du paragraphe
4-15.4.3, ou construire par récurrence par la forngdla1)

25.1.2 Développement de” /r""**

On a vu dans la partie 3 comment obtenir les développements du mouvement képlérien
elliptique sous forme de séries entieres des varialilest X. Les développements utiles ici
sont ceux dgr/a)" expv—im(w — M), exprimés en coefficients de Hansen et en anomalie
moyenne ¢f. (3.146). Comme les excentricités sont supposées petites, on peut tronquer ces
séries a un degrédonné relativement faible (pour la plupart des planétpsut étre pris entre
2 et 7). On peut ainsi présenter le développenjenitd6)sous la forme d’un polyndme de degré
d par rapport aux variable¥ et X :

(7") expveim(w — M) = 3 O XFXF 4 O (6.49)
a 0<k+k<d

Bien sdr, ici, et dans des situations analogues ultérieéres, représente pas le conjugué de
k, mais une simple notation pour les exposants entiers.d@our obtenir ces développements,
on peut suivre la méthode expliquée dans la remarque £3€lB.§ en calculant d’abord les
développements de:/r), de(r/a) et def = expv=i(w — M) ; on les donne ici, limités par
exemple au degré 2 en excentricité :

%= 145X+ X) + 5(X7+ X + O(e)
g:1_;<X+X)—§(X2—2XX+X2)+O<63) (6.50)
f=1+ (X—X)+3(9X%—8XX — X?) +O(e?)
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Ces polynébmes permettent ensuite de construire successivement tous les développements d
(r/a)"0™ a partir den = 0 ou dem = 0, en faisant simplement des produits de polynémes (pour

m < 0, on part du conjugué d8. Bien s0r, les développements @é/r’) etc. .. s’obtiennent

en changeank et X enX’ et X'.

On en déduit aisément, pour toutun développement polynomial ¢&/r"*1, en fonction
des 4 variables(, X, X’ et X', sous la forme :

" ]_ n ! n+1 ]_ —n— I !
7/7;_‘_1 — Oén *,(f) (g/) - - Oén - Z C]Z’]g Ckl’El 10 XkaX/k X/k (651)
r a \a T @ geNi(a)

N*(d) représente ici 'ensemble des 4-uplets d’entiers positifs ou niisk:, &', k'), vérifiant
les inégalités : ) )

0<k+k+k+Ek <d
On a tronqué ici le développement au degré glahahais on pourrait bien sir adopter des
niveaux de troncature différents pour chaque excentricité.

En exprimant, grace €.47), X et X’ en fonction dez, 2’ et des longitudes moyennes, ou
en fonction des excentricités et des longitudes des périhélies, on obtient encore :

n ]. I. ! ./ — —
77“,7;“ =a" J C,Z’,g C’,;’%TI’O Rk E Y exp v (k— k)L + (K — E)L)
KeN*(d)
@ D l, C,’;",S C];r?l,o o (FHR) (K HF) o (6.52)
O kNt 7

x exp =T ((k — k) (L — @) + (K — k) (L — =)

Par exemple, en utilisai®.50) on trouve pour le terme correspondant & 2 dans(6.48)(au
degré 2 ere ete’) :

r? 7 3 < 3 < S

= (1= (0 X) 5+ X) = J(X + X)X+ X) +

- i(X2 —6XX + X%+ 2(3X’2 +2X' X'+ 3X"%) + O(e?, e*e, 66’2,6’3))
a’? 3 3 1

= —,3(1 + 562 + 56’2 —2ecos(L — w) + 3¢’ cos(L' — w') — 562 cos(2L — 2w) +
a

+ 26/2 cos(2L' —2w') + 3ee'[cos(L + L' —w — @) + cos(L+ L' — w — @)

+ 0(63,626,,66,2, 6/3))
(6.53)


Faire ce même calcul "à la main" au degré 2 en excentricités pour r^n/r'^(n+1) lorsque n reste quelconque. Vérifier avec Maple. 
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25.1.3 Développement deos S et de %

Soit Ry = Poigjoko le repére héliocentrique qui sert de référence dans la définition des
éléments osculateurs deet deP’. Sur la figure suivante, on trouve les plafgiu et Pyn'v’
des orbites osculatrices des deux planetes. Ces plans coupent le plan fond&migpslivant
les axesPyn et Pyn’, avec des inclinaisonset:’ supposées non nulles. Plus précisémeset,n’
sont les vecteurs unitaires dirigés vers les nceuds ascendants respectifs des deux orbites. L'angl
entren et n’ est alors la différence des longitudes des nceuds ascend&its £2). Les deux
bases orthogonales directBs= (n, kg A n, ky) et B’ = (n/, kg A ', ko) difféerent donc l'une de
I'autre par la rotation d’angl&?’ — €2) autour dek,. L'angle 3 entren et u représente la somme
w + w, oUw est I'argument du périhélie dB et w son anomalie vraie ; de méme, I'angié
entren’ etu’ vautw’ + w'. Alors, on peut exprimet. dansB et «’ dansB’; on obtient :

cos 3 cos (3
u= |sinfcosi u' = |sinf cosd’ (6.54)
B|sin B sini p|sin 3 sin 4’

Tenant compte de la rotatid — 2 entre les deux bases, on en déduit cette premiere ex-
pression deos S :

cosS=u-u
= cos(Q — ') [cos B cos 3’ + sin B sin 5’ cosi cos ']
+ sin(Q — Q') [cos Bsin §' cosi’ — sin B cos 3 cos ]

+ sin 8sin 3 sin i sin ¢’

(6.55)

En utilisant les relations =w+w =¢—Q et f/ = +w = —Q, oul et sont
les longitudes vraies dans I'orbite, et en exprimant sous forme complexe toutes les fonctions
trigonométriques qui ne dépendent pas des inclinaisons, on fait &ppatanscos S les 6
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termes suivants :

COSS:Re{i(l—l—COSZ—i—COSZ + cosicosi’)expv=1({ — 1)
+i(1—cosi—cosi'—i—cosicosz’)expf(ﬁ ' —2Q +2Q)
+ i(l —cosi + cosi’ — cosicosi’) expv=i(l+ ¢ —2Q) (6.56)
+§(1—|—cosz—cosz —cosicosi')expv=i(l+{ —2Q)
+%sinisini'(expﬁ(£—€/—Q+Q/)—expﬁ(ﬂ—l—é’—Q—Q’))}
@Or,ona:

1+ ecosi+ € cosi’ + €€’ cosicosi’ = (1 + ecosi)(1+ € cosi’)
et, avec ete’ égaux at1, on a aussi :
i
2

En introduisant les éléments complexgg’ et leurs conjugués et (’ on obtient alors:os S
sous cette forme particulierement condensée :

cos S = Re {(xx' +(¢)? expvi(l =) + (x{' = XC)? expv=i(C+ )} (6.57)

ou I'on a posé :

. /
7 —
X =cosg = 1-¢C et X’ —COS§ V1= (6.58)

Notons quecos S est de degré pair par rapport a 'ensemble des variables d'inclinajgon’
etl’.

Cependant, a la place des longitudes vraies, il convient d’introduire les longitudes moyennes
Letl);onal=w+w=w+ M+ (w—M)= L+ (w— M).Onintroduit ainsi 'équation
du centrew — M, qui dépend de I'excentricité et de 'anomalie moyenne, et dont on connait des
représentations diverseas.((3.133)ou (3.140); on ade mémé = L’ + (w' — M’). Reprenant
encore les notations :

) )
1+COSZ:2C082§ et 1 —cosi = 2sin® -

§=expv=i(w—M) e 0 =expv=i(w —M) (6.59)
on obtient :
cos S = Re {99'(){){’ +CC)? expv=i(L — L)+ 00 (x{' — X'¢)? expv=1(L + L')} (6.60)
Enfin, avec les variable¥” et Y’ et leurs conjuguées, on obtieniis S sous forme d’'un
polynébme ou n’intervient plus que la combinaisdn— L') :
cos S =Re{06’ {sz’z expv=T(L — L)+ 2xX'YY' + Y?*Y"?exp —v=1(L — L’)}

(6.61)
+ 00" XY expvT(L — L) = 2XXYY + Y2 exp—v=1(L — L) }


Retrouver l'expression (6.57) à partir des équations (6.54). Vérifier avec Maple. 
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Comme les inclinaisons sont supposeées petites, on peut encore déveleppezn fonction
deY,Y, Y’ etY’ puisqu’on a aussi, pour par exemple :

- S B
x:\/l—YY:1—§YY—§Y2Y2+--- (6.62)

Quant & et ¢, ils s’expriment en fonction des variablé§ X’ et de leurs conjuguéesf(
(6.50). Dans ces conditionsps S s’exprime sous forme d’'un développement en série entiere
des 8 quantitéX’, X, X', X', Y,Y,Y’, Y’ et en série de Fourier complexe de— ') ; tronqué
au degrél, on obtient le polynéme :

1 _ _ _ _
cosS= Y Y Ony XEXRXFXFYIYYTY" expyv=if(L - L) (6.63)

@ Jj=—1 MeN8(d)

M représente le 8-uplét, k, k', k', 1,1,1', 1"} rassemblant les exposants du mondmé&en. - - Y.
Ces exposants parcourent 'ensemblgd) des 8-uplets d’entiers positifs ou nuls tels que :

O0<k+Ek+K+E+I1+1+0U'+10<d

_ _ 6.64
oll L+1+0U+1 est un entier pair (6.64)

Par exemple, en utilisant I'expressi@h50)de# dans(6.61) on obtient, au degré 2 en excen-
tricités et inclinaisons :

1 _
cos S = §{A expv=i(L— L)+ B+ Aexpv=i(—L+ L")} (6.65)
ou A est le conjugué dd, avec :
A=14+X-X - X'+ X'+ XX - XX - XX+ XX+
+oXP XX — X+ IX? - XX - X+
—-YY Y'Y +V*4+Y"?
B=2YY' +2YY' - 2YY' —2YY’

A l'aide des relationg6.47), on peut transformef6.63) en une expression fonction des
variablesz, 2/, {, (' et de leurs conjuguées :

1 _ _ - -
cos S = Z Z OM,j Zkzké‘,k Z/k 51C15’l C/l eXp\/jl<pL —l—p/L/) (6.66)
)

j=—1 MeN8(d

ou les exposants vérifient les relatiqest4) et ou les entiers relatifs et p’ sont reliés g par
les expressions :

p=k—k+I1—-1+j

p/:k/_kfl+ll_il_j (667)



Retrouver l'expression (6.65) et les valeurs de A et B qui suivent à partir des équations (6.50) et (6.61). Vérifier avec Maple. 
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On peut enfin tirer d€6.66) I'expression plus classique des .S, écrite en fonction des
éléments orbitaux, ¢/, v = sin(i/2), 7' = sin(i’/2) et des longitudesy, ', Q, ¥, L et L' :

cosS = Z Z CM] (k+k) k:’+k:’) ,y(l+l) ,y/(l’H’) %
j=—1 MeN3(d) (6.68)

x expv=1 [pL+p'L' — (k—k)w — (K — k)& — (1= 1)Q - (I' = 1")Y]

ou les exposants vérifiefis.64) et (6.67) Bien sdr,cos S est une quantité réelle exprimée ici

sous forme complexe : Alors, les termes complexes peuvent toujours se regrouper avec leur
conjugué; ainsi, pour chaque terme du développertte@8) exp v=i (- - -) peut étre remplacé
par2cos(- - -) si 'argument(- - -) est non nul, et par 1 s'’il est nul.

A partir de I'expression(6.61) de cos .S, on peut aussi, par simples manipulations de po-
lynébmes, calculetos™ S sous forme de développements formellement identiquéssa) ou
(6.66)ou(6.68) sauf pour la sommation syiiqui se ferait alors d¢ = —m aj = +m. Avec les
résultats obtenus e(|6 51) on peut également en déduire, sous les mémes formes, le dévelop-

n+1 .. . .
pement de( ) ( ,) cos™ S pour les valeurs de etm qui interviennent dans les premiers

termes du developpeme(rﬁ.48)de 1/A en polynébmes de Legendre. Par exemple, pour 1,
en utilisant les développemen&50)et (6.65) on obtient jusqu’au degré 2 en excentricités et
inclinaisons :

ra® cos S = (1— %(32 %6/2 - sin2% — sin? %) cos(L — L)

- %e [cos(2L — L' — w) — 3cos(L' — @)] + 2¢' cos(L — 2L + =)

Lo ‘
+ g€ feos(L + L' — 2w) + 3cos(3L — L' — 2w))]

+ %6/2 [cos(L + L' — 2w’) + 27 cos(L — 3L' + 2w")]

+e€' [cos(2L —2L' — w4+ @') — 3cos(2L — w — w')]

2 cos(L + L' —290)

+sin® < cos(L + L' —2Q) +sin”® §

2
+ 2sin g sin & [COS(L L'—Q+ Q) —cos(L+ L' —Q— Q)]

(6.69)

Remarque 1. Les résultats précédents s’appliquent directement au calcul du développement
de la partie indirecte des fonctions perturbatricest deU’ vues en(6.45)puisque l'on a :
rcosS a /ry,a'\2 r' cosS d san2 .7’
Uind X ? = ?(a) (P) cos S et Ulnd X T = ?(;) (g) cos S
A un facteur pres, le développeméaic9)représente celui dé,,q. Evidemment on en déduirait
U! ., simplement en y permutant les rélesedet ¢/, dei eti’, dew etw’, deQ) et et delL et

ind?

L/



E
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Remarque 2. Chaque terme de la somr{&66)est le produit d’'un coefficient ré€l,, ;, d’'un
mondme des 8 variables z, 2/, 7/, (, , (' et(’, et d'une fonction trigonométrique d’argument
(pL + p'L’). Traditionnellement, dans tout développement de cette forme, une combinaison
entiere des longitudes moyennes, telle+ p'L’, est appeléiégalité; par extension on ap-
pelle aussinégalité (p, p’) 'ensemble des monémes et de leurs coefficients venant en facteur
deexp v=i(pL + p'L’); on appelle encorearactéristique de I'inégalité&t caractéristique du
mondmdes quantité€’; et C), ainsi définies pour chaque terme :

Cr=p+p e Cu=k+E+14+0)—(k+E+1+1) (6.70)

Les relationg6.67)montrent alors que chaque terme de la série représentasitvérifie :

‘C’]:p+p/:k—E+l—Z+k/—El+l/—Z/:CA1 (6.71)

Cette égalité d&’; et deC, caractérise lgropriété de d’Alemberpour les séries trigono-
métriques dépendant de plusieurs arguments; elle étend a ces séries la propriété de d’Alember
de rang) vue en83-13.5pour les développements trigonométriques a un seul argument : On a
indiqué par exemple ef8.146)que le développement de/a)"0™ en coefficients de Hansen
vérifie la propriété de d’Alembert de rafig en exprimant ce développement en fonctiorzde
z et deL, on obtient :

n +o0
(T) " = > Y (22) 2P expv=ipL (6.72)
a
p=—00

ol, pourp < 0, il faut adopter la conventionz? = /. Pour l'inégalitépL, on a bienC; =

La propriété de d’Alembert s’énonce encore en disantigterme de caractéristiqué; est
toujours de degré global au moins égal@;|, et on peut méme préciser que la différence entre
le degré global du monéme d’un terme et la caractéristique de I'inégalité correspondant a ce
terme est toujours un entier pair ; on peut écrire en effet :

degré global =k +k +1+1+k + k" +1'+ 1

T T degré global >
=Cr+2(k +1+ K +1) }:> egré global > |Cr] | (6.73)

Si deux séries vérifient chacune la propriété de d’Alemh@yt & C; pour chaque terme),
leur produit la vérifie aussi. Comme le développement d& en polyndmes de Legendre est
une somme de produits et /a™ (r/a)™(da’ /r")" cos™ S, ce développement vérifie aussi la
propriété de d’Alembert.

Remarque 3. On aurait pu chercher a exprimers S d’abord en fonction de I'inclinaison mu-
tuelle J des deux plans d’orbite, comme cela se fait souvent car I'expression obtenue est plus
simple : On pourrait montrer en effet que dans I'expres§ioni7)decos S, les quantités com-
plexes (x¢' —X'C) et (xx’+¢¢") ont pour modulesin(J/2) et cos(.J/2) respectivement. En
fait, il est plus intéressant de faire intervenir directement commieeiai, les deux inclinaisons


Exprimer cos(S) en fonction des longitudes vraies et de (J/2) où J est l'inclinaison mutuelle des deux plans d'orbite. On doit trouver une expression analogue à (6.57) où interviennent les carrés des sinus et cosinus de (J/2).
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sur un plan extérieur ; en effet les équations de Lagrange ou d’Hamilton sont exprimées de fa-
con naturelle dans des repeéres de directions fixes et donc, ne font pas intervenir les inclinaisons
mutuelles. Ce sont néammoins les inclinaisons mutuelles qui gouvernent les perturbations des
plans d’orbite. Si I'on désire une expression en inclinaison mutuelle, il suffit ici de considérer
que l'orbite deP’ est confondue avec le plan fondamental et de faire()’ = 0 eti = J.

Le fait que ce soit I'inclinaison mutuelle qui gouverne les perturbations des plans d’orbite
a quand méme une conséguence sur la structure du développement exprimé en fonction de:s
deux inclinaisons : En effet, si les deux plans d’orbite sont confondus a un instant donné et si
il N’y a pas d’autre perturbation entre les deux corps, ces plans doivent rester confondus ; alors,
d’apres les équations de Lagran@es1)ou (5.52) la fonction perturbatrice ne doit donc plus
dépendre ni de, ni ded/, ni de2, ni de?’, ou également ni dé et ni de(’. Les termes dépen-
dant des inclinaisons doivent donc disparaitre completement du développement de la fonction
perturbatrice lorsque I'on faif = ¢ et{’ = (. Tenant compte de ces deux égalités, on peut ré-
organiser le développeme(it 66)de fagcon a mettre chaque mondme en excentricités en facteur
des monbémes en inclinaisons, eux-mémes regroupés par degrés

Z Z Zkzézzkleié/ Z ( Z CM,j Cl+l’<l+l’) eXpﬁ(pL—l—p'L/)

i kK d=0,2,4, \I+I+I'+1'=d

Alors, pour chaque valeur geet dep’, pour chaque 4-uplek( k, &/, k'), et pour chaque degré

d non nul les coefficientsC),; présents dans la sommation mise entre parentheses ont une
somme identiquement nulle. Quand on effectue la troncature des développements, il convient de
respecter cette structure et de conserver tous les termes d’'un méme degré en inclinaisons, surtot
si ces inclinaisons sont fortes. Si les deux plans d’orbite sont voisins tout en étant fortement
inclinés sur le plan de référence, les inclinaispasi’ sont fortes mais voisines tandis gquest

faible : 1l convient alors de faire la troncature des développements sans dissocier les termes de
méme degré issus des quantitég’ — x’¢) et (xx’ + (') . Finalement, ce qui importe pour
pouvoir tronquer les développements, ce n'est pas que les 2 inclinaisons soient faibles, mais
bien plutbt que ce soit I'inclinaison mutuelle qui soit faible.

25.1.4 Développement dé/A en coefficients de Laplace

Si « est trop grand, le développemdnt48) en polynémes de Legendre et en puissances
de«a converge trop lentement pour étre utilisable. C’est le cas des problémes de type planétaire
ol « peut atteindre des valeurs voisines(dg. En effet, examinons ce développement, tron-
gué a un certain degré dans le cas plus simple de deux orbites circulaires et coplanaires :
On a alorsl/A = (1/a’) ¢_,a" P,(cos S); aprés avoir développé chaque polynéme de
Legendre, on peut exprimer les puissances@eS en fonction destospS, puis factoriser
chaquecos pS'; on obtient ainsi un développement analogue a une série de Fourier, de la forme
(1/a') 32_y ¢\ () cospS, oul les fonctions(? (o) sont des polyndmes de degréna. Avec
a = 0,8 etd = 60, la précision de cette représentation n’est encore que de quéliuesil
n'est pas pensable de développer en polynémes de Legendre jusqu’a des degrés aussi élevés.
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En fait, il est plus intéressant de calculer directement le développement en série de Fou-
rier del/A, soit(1/a’) 3°, ¢p(a) cospS, d'autant plus que chaqug () est alors calculable
exactementgz(;d)(a) n'est qu’une représentation tronquéedg)). Pour cela, nous verrons
d’abord le cas ou les orbites sont coplanaires, puis le cas ou l'inclinaison mutuelle des 2 orbites
est petite.

25.1.5 Réduction au probleme plan

L'angle S est alors égal @ = ¢ — ¢, différence des longitudes vraies. Poson®? =
1+ p?> —2pcost , de sorte que 'on a :
1 1 9 A\ —1/2 1
Z_PO_I_'O —2,0008(5—5)) =D

Pourp fixé, la fonctionl /D est périodique, de pério@e vis-a-vis de la variable, et paire par
rapport a cette variable. Elle admet donc un développement en série de Fourier de la forme :

(6.74)

1

1 S )
) bg%(,o) +> bgj/)Q(p) cos J1 (6.75)
=1

On a pareillement, de facon plus générale, pour tout entier positif

-n —n/2 = j .
D™= (140" =2pcosy) = > ;b0 (p) expvijy (6.76)

j=—00

Les fonctionsbfj}z(p) sont lescoefficients de Laplagpour toutj on a : bfj}Q(p) = bgj‘;(p) ).
Pour les calculer, en posant= n/2, on écrit d’abord :

S

(14 9% —2pcost) = (1— pexp =1t — pexp—v=1t + p?)

(6.77)
= (1= pexpv=i¢) " (1 — pexp —v=1¢)) "

@ puis, en notant. = exp v=1, on développe chaque facteur par la formule du binébme :

(1—pu) =1+ %Ou + (_S)g_é_DpQuQ _ <_5)(_51._21.)§—5 —2) PP 4

prs L s5p (ms)(=s—1) @ (=s)(-s—1)(-s—2) p°
A=) =112 2 2.3 7

En faisant le produit de ces 2 séries, le regroupement des termes en facté(iddmtifié a


Avec Maple, programmer le développement des coefficients de Laplace définis en (6.78). Pour n=1, développer une expression analogue à (6.75) en construisant le développement de (1/D) en polynômes de Legendre jusqu'à un degré k fixé. Comparer les coefficients polynomiaux en rho ainsi obtenus en facteur des cos(j.psi) au développements des coefficients de Laplace au voisinage de rho=0. Déterminer à quel degré k il faudrait opérer avec les polynômes de Legendre pour que, pour rho=0.5, les développements en coefficients de Laplace et en polynômes de Legendre coïncident à 0.0001 près.
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exp v—1j1) donnes bY) et on trouve, pouj > 0 :

S

1. Cs(sH+ 1) (s+g—1) o s(sH+ 1) (s+i—1)(s+]) s
5bg)(p)— 1-2---5 Pt 1-2---5(j +1) p]+1><1,0+
s(s+1)---(s+j+1) ..o s(s+1) ,

1.2 j+2 el
:s(3+1)...(34-j—1)pj><
1-2--
s(s+7) o s(s+1)(s+j)(s+75+1)
T L e RV I R
— Y Fss 00+ 13 (G>0)

(6.78)
ou F est lafonction hypergéométrique de Gausigja exprimée erf3.152)en fonction des
coefficients de Pochhammer),, définis en(3.153) Pourj < 0, on calculeb{~7)

Ainsi exprimés, les coefficients de Laplace se calculent avec toute la précision souhaitée
lorsquep est fixé numériguement. En fait, pour des orbites elliptiquegarie mais, si les
excentricités sont faibleg,reste dans un petit voisinage autour d’une valeur fixe. Plus précisé-
ment, on verra plus loin queeta’ varient en restant toujours trés voisins de valeurs constantes
ap etag; en les mettant sous la forme= a,(1 + 1) eta’ = a{(1 + 1), le rapporta = a/a’
reste voisin dey, = ay/a( et 'on peut introduire la quantit& petite comme les perturbations

netn :

N n—rn
= 1490 0= .
a = ay(l+9) ou iy (6.79)
On peut écrire ensuitep. = o aﬂ %/ =ap(1+6) L%, dou
2 9 B o (T2 sa'\2
p°=ai(1+0) avec o= (149) (g) (P) -1 (6.80)

/
Commey et % sont de l'ordre dd + O(e) oul + O(¢’), la quantités est petite, au moins

d’ordre 1 ene, ¢’ oud. On peut alors développer les fonctions hypergéométriques en séries de
Taylor au voisinage dg* = o ; en appliquant la régle de dérivation

d b
%F(a,b,c;x):%F(a+1,b+1,c+1;$) (6.81)

. [e%S) " b m 2m __m
on obtient : F(a,b,c;a2(1+ o)) = > (a)( )( Jm % (,j F(a+m,b+m,c+m;ap) et
= (O)m m!
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finalement, d€6.76), (6.78)et (6.80), on déduit le développement d& ™ :

+oo  +00

= > D '“ 0) (1+ )V (7‘>IJ‘| (a:)ljl "

j=—00om=0 a r

o m (6.82)
x ((1+5)2 (g) (%) —1> expv=1j({ — )

ou les fonctions dey sont calculables par I'une ou 'autre des formules (avec0) :

goﬁf;zn(oz ) = ((gl))i((?ll))m((l +j)) o T F(z4+m, 5 +j+m1+j+ m;ag)
o e TR - F - B

(6.83)
La deuxieme expression met a profit la formule d’Euler donnéé3etb4) qui donne une
donne une meilleure convergence du calcul des fonctions hypergéométriques logsegte
voisin de 1. N'oublions pas en effet que le développement propose ici se faithgviee
numériqguement pour chaque couple de planetes, les variations des demi-grands axes étant pri:
en compte analytiquement par I'intermédiaire de la variabieimporte donc que les fonctions
dea, soient calculables de la fagon la plus efficace possible.

Il reste a écrire exp v=1j(¢ — ¢') = 70" exp v=1j(L — L) , puis a utiliser les techniques
de développement d@/a)"0™ vues dans laemarque 2 du §3-13@our aboutir, par des mani-
pulations de polynémes, a un développement de la forme :

400 400

D=3 3 3 Gunylag) "XEXFXE X expymTj(L — L) (6.84)

j=—00 h=0 MeN4(d)

ol M désigne les 4-uplets d’entiers positifs ou n{ils &, k', k'}. Bien entendu, le dévelop-
/
pementdd /A = % (%) D~1! s'obtient de facon analogue sous la méme forme.

25.1.6 Extension aux orbites inclinées

Nous supposerons que les inclinaisons des 2 orbites sur le plan fondamental sont suffisammer
voisines pour pouvoir utiliser des développements en série entiére des vafiablesde leurs
conjuguées. Dans ce cas, le développement/deva pouvoir se déduire des calculs déja faits
jusqu’ici car, aved /D introduit en(6.74), on peut écrire :

1 1
N (14 p* —2pcosth — 2p(cos S — cosap)) /2
71 (6.85)
= D71 (1 — pW D72)71/2 avec W = 2(cos S — cos 1))
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La quantité I est de degré 2 au moins par rapport aux inclinaisons, puisqueyavet— ¢’
et les expressions des S trouvées erj6.57)et (6.61) on aimmédiatement :

W =2Re {((xx' +C¢)? = 1) exp vV=1(0 = £) + (x{' = X'Q)? exp V=1((+ )}
=2Re{00' |(X*X" — 1) exp v=T(L — L') + 2xX'YY" + YY" exp —v=1(L — L')]

+600' Y expvi(L = L) = 2XYY' + Y2xZexp —v=1(L — L) }
(6.86)
et ol manifestementx®x’? — 1) est de degré 2 au moins en inclinaisons. Cette expression de
W, ou celle deplV, se développent bien sir comme(ér63)en fonction des variables, X,
Y, Y’ et de leurs conjuguées, ou comme(ér66) en fonction des variables 2/, ¢, (' et de
leurs conjuguées.

Il ne reste alors qu'a calculer les puissances successived’die facon a développer par la
formule du bindme I'expression dg A vue en(6.85):

L1 (1)k k y—2k—1
N ,;) O (pW)* D (6.87)

Puisquél est de degré 2 au moins, pour tronquer cette série au degré dlebaxcentricités

et inclinaisons, il suffit de faire varidrde 0 aF(d/2) (partie entiére dée/2) et de tronquer le
développement d®2*~1 au degréd — 2k) en excentricités ; compte tenu de I'expression de
D~ obtenue eri6.82) le calcul pratique de I'inverse de la distance au deiguéut s’effectuer

a partir de la formule :

o Flmax  d B(d/2) <_l)k "
[E]d = > > > (= (1) @ 90211+1 m(a0) X
J==Jmax m=0 k=0 k

X (14 8t (f)””’“ej (L) g0 (6.89)

Q
=

x ((1 + 5)2(2)2 (:f)2 - 1>mW’“ exp v=1j(L — L)

Vu les résultats précédents, cette expression se raméne a un développement de la forme :

/ + Jlnax

[ } Z Z Z (I)MH] 050 77h77/h /k: /k:’CCC/l C/l expf(pLijL)

Jj=—Jmax HEN? ]\JE]\/V8

(6.89)
ou les exposantd/ = {k,k, k' k' 1,1,I',I'} vérifient les mémes relation$.64) et (6.67)
(c’est-a-dire propriété de d’Alembe€i,; = C; et développement pair en inclinaisons). La
quantités est ici développée en puissances positiveg é¢ der’, avecH = {h,h'} tel que
h+ h' < Hu. (commen etn’ sont de I'ordre des masses, il suffit souvent de prefrg,
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de l'ordre de 1 ou 2). Par ailleurs, la valeur utile flg . croit avec I'ordre de grandeur de ;

pour les grosses planetes du systeme solaire, la valeur la plus granglestevoisine de),72

(pour le couple Vénus-Terre), et pour les calculs de grande précision concernant ce couple, on
peut aller jusqu'a/,,., = 50; cependant, pout, de I'ordre de0,1, il peut suffire de prendre

Jmax = 9.

Le degréd étant fixé, une facon de construire par ordinateur le développeffigitt) a
partir de I'expressiori6.88), peut consister a calculer une fois pour toutes, d’'une part tous les
polyndmes de degréen X et X (ou enX’ et X’) représentant les fonctions du typea)"0™
présentes dan&.88), d’autre part les polyndmes de degien X, X, X/, X', Y, Y, Y’ et
Y’ représentant les quelques puissances utildd’d®©n organise ces polyndémes en tableaux
ordonnés suivant une liste adressable des exposants de chague mondme. On calcule par ailleut
toutes les fonctions de, utiles pour le systéme de planétes considéré. Par adressage de ces
tableaux, il est alors possible de reconstituer le coefficient de chaque te(@®@&8@& partir de
la donnée des exposarts, k, k, k', k' 11,1’} et des entierg etp'.

Sid est faible, on peut cependant encore tenter un développement “a la main” : Par exemple,
pour obtenir un développement au degré 2 en excentricités et inclinaisons, et au degrdé 0 en
suffit de développer les 2 premiers termes de la soiftn®):

!/ / 3 1 12 3
[%L:o..z - [% D l}dzo..z T 2 w [2 % D 3]dzo

Le premier crochet doit étre développé au degré 2 en excentricités, tandis que l'autre, en
facteur delV qui est déja de degré 2, ne doit étre développé qu’au degré 0 ; di@pseg et
puisque((g)z(ff—f)2 — 1) est de degré 1 au moins, on peut donc €crire :

a/ +Jmax T r ‘]‘ . a/ |j|—|—17 ‘ . a/
— D! = { Ui (Y g (2 p'i (|]|){ roao 1}
{7"’ L:o..z j:;mx Y10 _<a> <7“/) d:o..2+¢1’1 (a) (7”') d:l..2+
+ i _(a) (T/) L (a) <r') d:1+
roo.a 2 .
+¢(|J|) (*)2(f>2 _ 1:| } exp \/jlj(L - L/)
a r d=1
ra* 4 FJmax "
[EWD_ }d:o: Z 040903,]0 expv=ij(L — L")
jz*Jmax

En utilisant les formule$6.50) et (6.86), et en exprimant les variables complexes en fonction
des éléments osculateurs classiques, on obtient alors I'expression suivante :
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[Z/}d:O..l - ji:aox (2= &) {SO% cos j(L — L)
—el(¢) = 2j ) cos ((j + 1)L — jL' — @)
+ (] + 25 o) cos ((j — 1)L — L' + )] (6.90a)
+e[(p) + 31— 5) @) cos (L — (j — I/ — =)
+ () + 2(1+39) ) cos (GL — (j + 1)L/ + )]
o Jmax ‘
(A ucsn = 2 (2 — &) {(62 + )20 + L3+ 27) o] + Li(1 = 35) o)) cos (L — L)
+ (o) — $(1+25) ) + 552+ 5) @1) cos ((j + 2)L — jL' — 2w)
+ (@) — 11— 65) o] + £5(=8+95) o)) cos ((j — 2)L — jL' + 2w))]
+e?[( o) + 1(7T—29) V] + 2 (4 — 4 + 72) i) cos (FL — (j — 2)L' — 2w')
+ (i + 1 (T+65) o] + 5(4 + 145 + 95%) 7)) cos (L — (j + 2) L' + 2]
—ee[(2¢Y) + 23— 2) o) — 151 = j) ) cos ((j + DL — (j — VL' — w — =)
+ (2t + 53+ 67) @} + Ti(1 +34) ) cos ((j = VL — (j + DL + @ + )
+(2 905]% + %(3 +2j) 90?% - Zj(l +3j) 9093) cos((J+1)(L—-L)—w+x)
+ (2015 + 3(3+25) 911 + 131 — 5) wfla) cos ((F = V(L — L) + @ — =')]

+;m%p«—$f;—$nﬂﬂwﬂpﬁﬂL ') + cos(j + 1)(L — L')]
+sin? S [cos ((j — 1)L — (j + 1)L/ +29Q) + cos ((j + 1)L — (j — 1)L — 20Q)]
+sin? S [cos ((j — D)L — (j + 1)L +29) + cos ((j + 1)L — (j — 1)L’ — 29)]

+2sin g sin g [cos ((j — (L — L)+ Q=) —cos((j — )L — (j + )L + Q + )

+eos((j+1)(L—-L)=Q+Q)—cos((j+1)L—(j —1)L' —Q — Q’)])}

(6.90b)

ou &) est le symbole de Kronecker (égal & 1jsi 0 et & 0 sinon), et ol les coefficienqzég)n

sont les fonctions dey définies en(6.83) On pourra vérifier que cette expression vérifie la
propriété de d’Alembert.
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Remarque . L'expression(6.90a}(6.90b)permet de repérer facilement les quelques termes
qui sont indépendants deetde I’ dans le développement de'/A), et qui sont aussi, & un
facteur pres, lesermes séculairede la partie directe d&, fonction perturbatrice dé’, ou de
U’ pour P, cf. (6.45): On trouve ces termes séculaires pgur= 0 dans les T lignes de
(6.90a)et de(6.90b) et pourj = 1 dans les 9", 10" et 13" lignes de(6.90b); on en aurait
d’autres de degrés 4, 6fc. .. dans une expression plus compléte(dgA). En remarquant
qu’il N’y a pas de terme séculaire dans le développer(6d)des parties indirectes dé et
U’, on en conclut que la partie séculaifede U, ou celleU’ de U’, provient uniquement de
(1/A); elle vaut, au degré 2 :

77 € 1 0 0 0
U=p {9053+(290()+ P1) (€ + ¢

l+ea
— (4 Sﬁg,z +5 @172) ee’ cos(w — @) (6.91)
— Qg SOS()) (Sin2 % + sin? %/ — 2sin % sing cos(2 — Q/))}

Exprimée en fonction des variables:’, {, ¢’ et de leurs conjuguées, elle s’écrit :

_ € 1 0 0 .3 (0 _ _
U:Mﬁ g{¢573+(299§%+*<P§%)(22+2/Z’)
— (2 gog )43 4,95 )) (22" + z2") (6.92)

— a0l (CC+ (T = ¢ =)}

/
Bien sir, d’apré$6.45) ona: U 'Z— £ % :[ E, U
périodiques enfw — @’) ou (2 — Q) que I'on qualifierait de “termes a longue période” s
I'on distinguait, comme eB822, les variables angulaires des variables métriques : En fait, dans
les problemes de type planétaire plartie séculairel’un développement n’est pas I'ensemble
des termes indépendants des variables angulaires, mais par définition, I'ensemble des terme:
indépendants des seules longitudes moyennes. Notons encore que les coefficients de Laplac
définis en(6.78)vérifient un certain nombre de relations de récurrence que I'on pourrait établir
en dérivant6.76) fonction génératrice de ces coefficients, par rappartodu par rapport .
On peut en déduire d’autres relations de récurrence entre les fonetidp&y,) ; on montrerait
en particulier que les coefficients qui apparaissent dans les expreﬁ‘s@h)set(G 92)vérifient

la relation :

(@)

1
2% + 20 = Lag 3 (6.93)

25.1.7 Remarques sur les propriétés de d’Alembert et de parité des séries

Nous avons rencontré ces propriétés dans tous les développements construits jusqu’ici, no-
tamment ceux deé/A ou ceux des perturbations indirectesid®u U’. Ces développements


Utiliser les expressions (6.90a) et (6.90b) pour trouver le développement de l'inégalité (L-2L') dans la fonction (a'/Delta). Exprimer comme dans (6.92), le développement de cette inégalité dans la fonction perturbatrice d'une planète, en tenant compte des parties directe et indirecte. 
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peuvent tous étre organisés en séries de tefffrasla forme :
T = Ok kW R EAT T oxp v=i(pL+p'L") (6.94)

Nous avons vu ef6.71)que la propriété de d’Alembert correspond, pour chaque té&rree
I'égalité de la caractéristique du monéme et de la caractéristique de I'inégalité :

Cr=p+p =k—k+l—I+kK—FK+I-0'=Cy (6.95)

En fait, dans le cas de/ A, cette propriété est une conséquence de l'invariance des distances
r, " et A dans toute rotation du repere de référeRgautour de I'axePy k,. Pour montrer cette
invariance, il suffit de voir que dans une rotation d’angkeutour dek,, les éléments, ¢, i, M,
etw sont inchangeés et sefll est transformé ef + ¢. Donc L et w sont aussi transformés en
L + ¢ etw + ¢. Les éléements de I'autre planéte sont transformés de la méme fagon. Chaque
termeT des développements est alors transformé en :

Txexpyv=i(lp+p —(k—k+1—1l+kK -k +1"-1))¢ (6.96)

L'invariance par rotation autour dg est donc équivalente@; = C),.

De méme, nous avons vu que tous les développements construits ici sont de degré pair par
rapport aux variables d’inclinaison. En fait, ceci est également di a I'invariance des quantités
r', A, cos S, - - - lorsqu’on change le repér@, en son symétrique par rapport au plyij,. En
effet, dans une telle symétrie, les nceuds ascendants sont transformés en leurs opposés. Don
pour chaque orbite) est changé ef + w, etw enw + 7, mais 'anomalie moyenné/ est
inchangée, tout comme les variabl&set 2. Enfin L. augmentant dér est aussi inchangé,
tandis qu&” et changent de signe. Donc chaque teffhest transformé en :

(_1)(l+f+l’+f’) T (697)

Pour que ces développements soient inchangés, il faut donc que le degré total en inclinaisons
Soit pair.

Néammoins, I'intérét de la propriété de d’Alembert vient surtout ici du fait que le simple
calcul de la caractéristique d’inégalité d’un terme fournit immédiatement le degré minimum de
ce terme par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. Les termes dont la caractéristique
d’inégalité est élevée sont alors généralement négligeables ; par exemple, une inégalité telle que
15L — 40L’ a une caractéristique égale-25 et son degré global est au moins égal a 25 en
excentricités et inclinaisons !

26 Perturbations du mouvement des planetes

Les équationg6.40) et (6.41) définissent le mouvement de la plandtg; ce sont celles
d’'un mouvement képlérien osculateur perturbé, dont la fonction perturb&lriceprésente la
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somme des perturbations subies pade la part des autres planétes :

Uk

—1 (ik) ik

n €; 1
Z Ukizukzl+€k (Aik_

(6.98)

D)
T

73 COS Sik )

A;;, représente bien sir la distance@e P, et S;,. I'angle entreP, P; et Py P,.. On se propose
d’exploiter, pour chaque planete, les équations de Lagréngé)ou (5.52): Pour la planété’,,
on en y remplace simplemebtpar U, et les éléments osculaters n, e, i,Q, @, L, z, 2, ¢, ()
par(ak, Nk, €Ly Uk, Qk, Wk, Lk, Zky Zks Ck, E]f) On aura par exemple :

1 dak - 2 8Uk
Qg dt N nkai 8Lk
ag 8Uk A~ N
=2y — — race a
" fi OLy, g

(6.99)

_ 2.3
Hik = Ty Ay

Commen,.a; apparait au dénominateur dans le second membre de toutes les équations relatives
a P, on a avantage a rendig proportionnel al,fT de maniere a ce que finalement les variations
des éléments d’orbite d&, apparaissent toutes proportionnelles.aOn écrit ainsi :

k—1
225 €; ag o (TR ;N2
: =1 1 + ek Alk akl (ak> (rl) cos k +
- ) (6.100)
297 €; a; s a;
7k G (B () (% 5 )
+a’fzzk;r11+€k ak (Aikz g <ak)(m) COS Oik
Bk . min(ag, a;)
oulonaposé: ap=——"°% 6100

max(ay, a;)

On a voulu mettre en évidence, ddAsL00) les quantités analogues a celles développées dans

!/
le paragraphe précédent, c’est-a-diteA (oua’ concerne la planéte extérieurelgl) (%

)2 cos S

on a vu que ces deux quantités admettent des développements de la mémefqro] et
(6.66). Par ailleurs, en exprimant les élémentsu voisinage de valeurs fixéeg., on introduit

les nouvelles variables, :

ar = aor(1 + ) entrainant aussi :

1dak_
ap dt — 1+m, dt

L dn,

(6.102)

Lesa,, présents dan&.100)peuvent alors étre développés, comme®@ii9), en puissances
de n, et den,, au voisinage de la valeur correspondangg,. Compte tenu de tout cela, le
développement d&) peut finalement étre présenté comme une somme d'inégglités +

piLy;) :
U (ki)

PkPpi

Nkz

z;ék:

Uy =

>

1 + €k {Pk,]’z

exp v=1 (pxLi + piLi)

(6.103)
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ou les coeﬁicientﬁflgl’jﬁi sont, comme e(6.89) des fonctions de I'ensemble des éléments oscu-
lateurs deP, et deF;, a I'exclusion des longitudes moyennes :

USD = 7 Chd s minl 2z 2o afgeCpe gl (6.104)
h,K,j

Les coefﬁmentsC ; sont numériques et dependentdg; ; I'indice 1 représente les entiers
positifs ou nuls{hl, h2} tandis qug et K = {k, ..., ks} décrivent respectivement 'ensemble
des entiers relatifs et 'ensemble des exposants entiers positifs ou nuls qui satisfont a la propriété

de d’Alembert ¢f. (6.67)) :
P =ke — ki + ke —ks+J . .
avec k k k k entier pair 6.105
pi = iy — kg + by — by — ] P e TR P (6:105)

Ces relations permettent de trouver par exemple quels sont les termes qui apparaissent dan:
I'inégalité seculalredeU ’“ : lIs correspondent g, = p; = 0, soit, au degré 2 par exemple :
{]fl—kg—10Uk3—k4—10Uk5—k6—10Uk7—k8—1}pourj—O {/{1—]{4—10[1

ks = ks = 1} pourj = 1, et{ks = k3 = 1 oukg = k; = 1} pourj = —1; on pourra vérifier

que les termes correspondants sont bien ceux obten(@s%t)

De la méme maniére qu'onrga; = py, on associe a chaque demi-grand axe de référence
apr UN MOyen mouvement constany, par la relation :

n3ad, = ju (6.106)

Le moyen mouvement osculateuy varie alors dans le voisinage dg,. Appelonsy, la va-
riable correspondante, définie par :

A cause de la troisiéme loi de Kepler, les variabjgst v, ne sont pas indépendantes; elles
vérifient la relation :

”kak M = n(Q)ka?)k'
= niage (1+v)*(1 + ne)?

On en déduit notamment :
1 du, 3 1 dng 3 1 day

dot: (1+w)’A+mn)P=1 (6.108)

k2 0 - - = 6.109
ou encore, en développaiit 108)a I'ordre 1 par rapport &, et :
3
v = —= 1 + OV, 0, i) (6.110)

2

Ces relations permettent d’utiliser des équations de Lagrange, soit powyr, lIesit pour les
vk, OU méme de conserver les deux sortes de variables dans les développements et de ne ten
compte de leur liaison qu’en fin de calcul.


Expliquer pourquoi les termes qui apparaissent dans une inégalité de la forme (pL-pL') dépendent exactement des mêmes monômes que ceux de l'inégalité séculaire. Utiliser les relations de d'Alembert pour déterminer la liste des monômes présents jusqu'au degré 2 dans le développement de l'inégalité (L-2L'). Vérifier cette liste avec celle calculée avec Maple (procédure initmo.pr) 
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Pour simplifier I'écriture des équations, adoptons des notations matricielles en définissant
les variables suivantes :

m 141 21 C1 Ly
A= : V=|: X=1": Z=": L= :
M Vn Zn Cn Ly,
(6.111)
Associons aussi aux moyens mouvements les matrices coldnees/;, ainsi que les matrices
carrées diagonales et \; :

nq no1 ny ... 0 Noy - .. 0
N=|:]| M=]|: N=|1: -~ N=|
Ny, Non 0O ... n, 0 ... ng,
(6.112)

Alors, les relationg6.107)et (6.110)pourront aussi s’écrire sous forme matricielle :

N =Ny + NV ou N=NI+YV)

V= —g.A ou V= —%A (6.113)
avec/ matrice unité de rang, et I et A matrices carrées diagonales d’éléments respegtifs
etﬁk

La notion d’inégalité et de caractéristique d’'inégalité vuéaen0)peut étre généralisée pour
des combinaisons linéaires desongitudes moyennesp; Ly + - - - + p, L, avecC; = 3, p;;
en notanp = (py, ..., p,) la matrice ligne formeée des entiers relagifsune telle inégalité peut
étre représentée par le produit de matriges £) ; on la notera aussi parfoi®, ..., p,) ou
simplementp), et par exemple, ihégalité séculairgui correspond @, =p; =--- =p, =0
sera noté€0). Les équations de Lagrange 52)écrites pour chaque planéte peuvent alors se
regrouper sous forme matricielle pour donner :

dA

= AN Y ePAX Z) epvip - L) (6.114)
(p)#(0)

dX »

o= VAN [SVAX 2+ Y ePAX ) epvai(p L)) (6115)
) (p)#(0)

dZ »

= AN [STUX )+ Y PAX ) expyvi(p- L)) (6.116)
] (p)#(0)

dc »

=N + N eSIAX 2)+ Y eP(AX Z)expyi(p-L)]  (6.117)
] (p)#(0)

Dans ces équationsjndique simplement que les termes en facteur sont au moins d’ordre 1 des
masses, puisque proportionnels a I'une des masses perturbatrieesn a séparé I'inégalité
séculaire des autres. Dans la suite, on appellefane quelconque des variables matricielles
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A, X, Z ou L les matrices colonnes*” (A, X, 2Z) et Pl(%)(A, X, Z) expv=i(p- L) repré-
sentent respectivement feartie séculaire(ou indépendante des longitudes moyennes), et la
partie périodiquede I'équation relative &.

Remarque 1. Dansd.A/dt, la partie séculaire est nulle puisque, d’ap®52), % ou % est
dérivé des termes d&. qui sont fonctions explicites de la longitude moyenne de la plaRete
Les autres équations font intervenir les diverses dérivées partielles des folgtipaisrapport

aux variables de chaque planete (cependant, le calc%%dest aremplacer ici padLO %) ;les

parties séculaireSf“) proviennent directement de I'application des équati@ns2)a la partie
séculairel/ de U (on en a donné une expression limitée au degré @ei) ou (6.92). On
obtient alors finalement, pour chaque équation, un développement anal@@ue3 et ainsi,
I'élément d’indicek de ces matrices colonnes est de la forme :

es(A,X,2), = j y Uk (6.1184)
itk €k
€; i
[ PA(A X, Z)expyv=i(p-L)], =3 S VU expy T (prLi+piLi) (6.118b)

izk L€ e p10,0)
ou %(,f;’ji) est formellement identique(&.104); il va donc de soi que la dépendance indiquée de
Sl(“) et dePl(%) vis-a-vis de(A, X', Z), s’étend implicitement aux variables conjuguées ges
et (. Les développements did/dt et dedL/dt vérifient les mémes relations de d’Alembert
qu’en(6.105) mais, pourdX' /dt etdZ/dt, il y a des modifications dues au fait que dé]g§
par exemple df. (5.52)), on dériveU,, par rapport &, ou on multiplie parz, des dérivees
partielles delU;, qui ne modifient pas les exposants des monémes; ainsi, on pourra veérifier
que les développements des équations don?%nét % vérifient lapropriété de d’Alembert
modifiée :

pe=Fko — ki 4+ ke —ks+j+1 Avec ks + ke + k7 + kg pairdans%
pi=ky—ks+ks—ky—j ks + ke + k7 + kg impairdansc%
(6.119)

On en déduit notamment quepartie séculairest au moins de degré 1 ghdansd. X' /dt, et au
moins de degré 1 e dansdZ/dt ; au contraire, elle est de degré 0 au moins d&f&it [ces

termes de degré 0 proviennent de la partie séculaig%d%% dans%, cf. (5.51)ou (5.52].

Remarque 2. Pour obtenir les équatioris.114)et (6.117)relatives aux variables réelles et

Ly, on a utilisé les développemenis 103)et (6.104)de U, exprimés en variables complexes,

d’ou les expressions complexes de ces équations. Cependant on aurait pu partir d’'une expressiot
de U, en variables réelles analoguédd0a)et (6.90b) montrant notamment un développement

“en cosinus” dont les arguments sont formés de combinaisons des longitudes moyennes et des

longitudes des nceuds et des péricentres. Alors, comme d'@pfas CCZT? est proportionnel &
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ou
oL’
arguments ; de méme, celles ﬂdﬁf seraient des séries en cosinus.

les variation%?tﬁ auraient pu étre exprimées sous forme de séries en “sinus” de ces mémes

26.1 Théorie a variations séculaires : Méthode de Le Verrier

Comme pour les méthodes de perturbation vue$seh2 la méthode de Le Verriggrocede

par approximations successives, ordonnées ici suivant les puissances croissantes des masst
perturbatrices. La méthode suppose que I'on connait la valeur de ces masses perturbatrices
avec la meilleure précision possible ; si ces masses sont connues de fagon approchée, on pourr
améliorer leur détermination en développant les équations analytiquement au voisinage de ces
valeurs, puis, une fois construite leur solution, on pourra améliorer ces valeurs en ajustant cette
solution aux observations. Dans toute la suite cependant, pour simplifier, les masses seront
supposeées fixées numériqguement et on ne recherchera pas une solution analytique par rappol
aux masses.

26.1.1 Solution d’ordre 0 et développements en puissances des masses

L'approximation d’ordre 0 est une solution képlérienne pure, tous les €éléments étant constants
sauf les longitudes moyennes qui sont des fonctions linéaires du temps. Pour obtenir une telle
solution, on réduit tout simplement a zéro les seconds membres des éqatiddg (6.115)
et(6.116)puisqgu’ils sont d’ordre 1 en, ce qui donne les solutions constantes :

Pour les constante’; et Z,, on peut adopter les valeurs prises par les éléments osculateurs
correspondants a un instant doripgon peut les considérer comme les constantes d’intégration
des équationg6.115)et (6.116) Pour Ay, le choix est plus délicat car les élements qui
composent cette matrice dépendent aussi d’un choix encore ouvert des demi-grands axes de
référenceiy, (ou desng, d'apres(6.108). En fait, on fixe ce choix en liaison avec celui dg
solution d’ordre 0 de I'équatio(6.117) Celle-ci est définie par :

dLy _

— =M = Lo = No (t —to) + Loo \ (6.121)
On pourrait prendré\y, = N (¢y), valeur des moyens mouvements osculateurs a l'inggant
mais, pour que les variations des longitudes moyennes soient meilleures dés la premiére ap-
proximation, on adopte plutdt une valeur moyenne de ces moyens mouvements. Il faut alors
supposer que I'on connait au départ la valeur moyéwndu moyen mouvement de chaque pla-
néte, mais il suffit pour cela d’avoir observé leur longitude sur une durée suffisamment longue,
car on a théoriquement :

N, = lim — [ —*q (6.122)
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N, est appelé lenoyen mouvement moyest I'on prend pour, une valeur approchée dé,
obtenue par I'observation sur une dufésuffisamment longue (de I'ordre du siécle). Dans ces
conditions, il faut que la partie séculaire de I'équatiéri17)soit aussi égale &, c’est-a-dire :

No =Ny + NVo + No(I + V) e S (Ao, Xo, Z0) (6.123)

Pour écrire cette équation, on a remplacé d@n$17) N et N par la partie constante des
expression$6.113) c’est-a-dire avec des matrices et 1; ayant pour éléments des constantes
vor déterminées aved, de facon a satisfaire I'équatidf.123); tenant compte de la relation
(6.113)entreV et A, cela revient a déterminer la constantgde telle sorte qu’on ait :

S NAy + N1 — 2 40) 819 (Ao, Xo, Z9) = 0 (6.124)

ou A, est la matrice carrée diagonale ayant les mémes élémgntpie A,. Cette équation
montre qued, est au moins d’ordre 1 enj valant en premiére approximation :

Ao = 2 e817(0, %, 2o) (6.125)

Il suffit de reporter cette valeur a l'intérieur cﬂéﬁ) dans(6.124)pour en tirer une meilleure
approximation, et 'on peut éventuellement réitérer. La constafte, qu’'on en déduit pour
chaque planéte est appeléerturbation constante du demi-grand a®éotons cependant que
les coefficients qui apparaissent dans le développemaﬂﬁeont eux-mémes des fonctions
desaqy, calculés a partir des,;, par la relation6.106)

Pour développer une solution en puissances des masses au voisinage de la solution d’ordre (
gue I'on vient de définir, on décompose chaque variable en une somme de variables ordonnées
selon leur ordre explicite en On écrit ainsi, d’abord pour, et :

Vi = Vo + €1 + €9 + - - et Nk = Nok + €Nk + Mg + -+ (6.126)

Cependant, on vient de voir que ces variables sont au moins d’ordre 1, puigcete),, sont
des constantes de I'ordre de on peut donc inclure ces constantes dang et en;;, en écri-
vant @ vg, = eyf? etnor = enf,?, parties constantes respectivesetdg, et deen,;. Alors, en
développant I'équatiof6.108)en puissances deet en identifiant les termes de méme ordre,
on peut expliciter le calcul de;, a I'ordre j en fonction des);, d’ordre: < j; aux ordres 1 et
2 par exemple, on obtient : ‘

Vik = —37711@
5 5 o (6.127)
Vor = —5M2k + 5 Mk

Pour les autres variables, on écrit de méme :

2y = 2op + €2+ €2k 0 Ge=Cop+ €k + G+ Ly = Lo+ €Ly + Loy +- -
(6.128)
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Il leur correspond, en notations matricielles :

A:A0+€A1+€2A2+-” X:X0+€X1+62X2—|—---
V=V, +eV1 + Vs + - Z=ZyteZ1+ €2+ (6.129)
L= Lo+eLly +€2£2 +---

On a quand méme maintetdy et), séparés deA; et deeV; pour bien marquer le fait qu’on
développe une solution au voisinage de ces constantes.

Finalement, on reporte ces expressions dans les deux membres des édéatibfsa
(6.117); pour I'une quelconque de ces équations, on a alors :
dUu  dUy — dU, = ,dUs

- at Sa Ta

(6.130a)

et chaque terme/\/’P{?Q(A, X, Z)expv=i(p - L) du membre de droite d@d% est développé

en série de Taylor au voisinage de la solution d’ordre 0, sous la forme :

eN(I+ Vot eVi+- )P (Ag+eAi+ - Xo+eXi+ -, Zo+ €2 +---) X
xexpv=i(p-(Lo+eLy+--)) =
= e N/ P (Ao, Ao, Z0) expv=1(p - Lo) +
+e{(= 2NA+ VTN (p - £4)) P (Ao, Xo, Z0) +

(9Pl oPL) oY)
+J\6[( 9A )0A1+( - >0X1+( - )Ozl}}eXpm(p.g()H(... |
61300

ou Ny représenteVy(/ + 1;), égal aussi & (I — 24,). Notons encore que dans la derniere
ligne de(6.130b) les 3 quantités dépendant de dérivées partielles représentent symboliguement
la somme :

) (e (e (e ()
’ + ’ + — | Z1 + ’ + = 6.131
];1 K AL 9o b A L e OCM; aC, 0C1k ( )

On aurait bien sOr des expressions analogues pour le développement des parties séculaire

eNSl(”). En remplagant/ par A, X, Z et £, la méthode consiste ensuite a identifier les termes
de méme ordre endans I'expressiof6.130a)et dans le développemeftt 130b)
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26.1.2 Equations et solution d’ordre 1

En identifiant les termes d’ordre 1, on obtient les équations :

dA
cTtl =V N > PR (Av X, o) expyi(p - Lo)
(p)#(0)

dx; 1 o(X

% = -1 ]VE] {S (.A(), Xo, Z() + Z 7) -A07 Xo, ZO) exp F(p LO)}
(p)#(0)

dZ p

ditl = -1 ]VO {S{Z)(.Ao, Xp, Zo) + Z 7)1(5)) (-A07 Xo, ZO) eXijl(p : /:'0)}
(p)#(0)

ac

=NV N Y P (Ao, Ko, Z0) expvi(p - Lo)

(p)#(0)
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(6.132)
(6.133)
(6.134)

(6.135)

Dans la derniere équation, la partie séculaire a disparu, puidgue été déterminé pour
satisfaire I'équatiori6.124); il faut cependant y remplacer encove par—%Al, et les termes
correspondants déA, /dt y subiront alors une double intégration. La solution d’ordre 1 s’ob-
tient alors simplement par intégration terme a terme :

N/
> 3\[ Pl(ﬁ)<AOaXOaZO) exp v—1(p - Lo)
(p)#(0) £ 72Y0

X = Xfo) + v N SfX)(AO, Xo, Zo) t +

N/
+ > 3\/ PiY (Ao, Xo, Z0) expv=i(p - Lo)
(p)#(0) 0
Zl = Zl(O) + V-1 NJ,Sl(Z) (-’407 XO) ZO) t —+
NI
+ Z N Plp (-’407-)(0720) epr(p ﬁo)
(p)#(0) P V0

NoN/
Li=3v1 Y —2
70 (P - No)®

7)1 D ("407 XOJ ZO) exp F(p ‘CO)

— V-1 Z 7)1p("407‘)(‘072’70) expr(p L:o)
2o P NO

(6.136)

(6.137)

(6.138)

(6.139)

Dans.A;, on prend la constante d’intégration égale a zéro pour que, Gansntégration de
A; n’introduise pas de nouveau terme proportionnel@n n’ajoute pas non plus de constante
d’intégration dangC; puisque la constantg, introduite dang6.121)reste arbitraire jusqu’a
la fin du calcul, son évaluation pouvant se faire apres que la soldtainété développée a un
ordre suffisant. Au contraire, avec le choix qu’on a fait paget Z, en(6.120) les constantes
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d’intégrationXl(O) et Zl(o) doivent étre évaluées de facon a ce que les solutlgret Z; soient
nulles a I'instant,,.

On constate donc qu’a I'ordre 1 les solutiods et £, ne comportent que des termes pério-
diques, tandis qué&’; et Z; ont en plus un polynéme de degré 1ten

Les termes proportionnels au temps représentent les variationsélitdairesles variables
2, et (. ; en effet, pour les planétes, ces variations sont de l'ordrengle c’est-a-dire mille
fois plus lentes que les moyens mouvements en considérant—3 ; comme les périodes des
planetes sont de I'ordre de plusieurs années voire plusieurs décennies ou quelques siecles, le
variations linéaires de ces éléments d’orbite sont extrémement lentes, d’ou le qualificatif “sécu-
laires” qui leur a été donné. Bien sdr, correspondantaet(;, les excentricités et inclinaisons
et les longitudes des nceuds et des périhélies comportent eux aussi des variations séculaires prc
portionnelles au temps, et donc les excentricités et inclinaisons peuvent croitre au dela de toute
limite ; ce grave défaut n’est cependant pas tres génant pour les planétes, car les variations sécu
laires de leurs éléments ne dépassent pas quelques dizaines de secondes par an : On peut alc
utiliser quand méme une telle solution sur une durée de I'ordre du millénaire. Au contraire,
pour des satellites, une variation mille fois plus lente que leurs mouvements orbitaux (qui ont
généralement des périodes de I'ordre de quelques jours) entraine des variations séculaires don
les effets deviennent prohibitifs au bout de quelques dizaines d’années seulement; pour eux,
c’est plutét la théorie générale développée plus loin qu'il faut appliquer.

Quant aux termes périodiques d’ordre 1, ce sonfalestions quasi-périodiquedet, c’est-
a-dire des sommes de termes ayant chacun une période différente et dont la fréquence ré-
sulte de combinaisons entieres de plusieurs fréquences données. lIs ont la méme forme qu’er
(6.118b) avec des arguments périodiques dépendant de une ou de deux longitudes; les in-
égalités périodiques correspondanigd,o. + p;Lo;, sont les fonctions linéaires du temps :
(prnok + pings) t+ C'. Leur intégration fait alors intervenir lgiviseurpyno, + ping; (OU son
carré lorsqu’il y a double intégration), mais il faut que ce diviseur ne soit pas nul! Ce serait le

cas sil'on avait% = —%—&i. Or, on sait bien que tout nombre réel de précision limitée tel que
¥ :

Z—S}i peut étre représenté par un nombre rationnel. Les termes correspondant a un diviseur nul
sont en fait constants; ils s’'intégreraient simplement sous forme d’'un terme proportionnel au
temps. Cependant, ces termes correspondent généralement a deygetiprsuffisamment
grands pour que la somnig, + p;|, caractéristique de I'inégalité, soit elle-méme un nombre
grand; alors, d’apres la propriété de d’Alembert, le degré en excentricités et inclinaisons d’'un
tel terme est aussi trés éleve, puisque au moins égal a cette caractéristique, ce qui, en pratique
rend négligeable le terme correspondant.

Cependant, si le systéme de planétes comporte deux moyens mouvementsnmpogens
tels que, poup et ¢ entiers et petits, la quantit® no, — (p + ¢)no;)/nox SOt de I'ordre de,
les termes correspondants sont de faible degré (égadmexcentricités et inclinaisons, et sont
associés a upetit diviseurde I'ordre det ; or, avant intégration, ces termes sont déja de I'ordre
dee; leur intégration donnerait donc un terme de d’ordre @.€fn fait, & cause de la double
intégration dan<C; qui conduit & élever au carré ces petits diviseurs éventuels, il suffit méme
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que I'on ait(p nox — (p+ q)noi) /nor de I'ordre dey/e pour se retrouver dans la méme situation :

On dit qu'il y a alorscommensurabilitéles moyens mouvements oésonance orbitalePlus
précisément, I'inégalité correspondapté, — (p + ¢)L; étant de caractéristiqug on dit que

c’est unerésonance d’ordre. Ainsi, puisque l'identification des termes résonnants ne peut pas
se faire a I'ordre 1, la méthode de Le Verrier exclut les problémes de résonance ; il existe des
méthodes spécifiques a appliquer dans ce cas, mais leur développement dépasse I'objet de ¢
cours (on trouvera néanmoins quelques indications sur ce problénfie @éace chapitre

Dans le systéme des grosses planéetes du systéme solaire, de Mercure a Neptune, il n'y a pa:
vraiment de situation de résonance mais il y en a une entre Neptune et Pluton (résonance d’ordre
1 avecp = 2 etp + ¢ = 3); il en existe aussi de nombreuses entre des astéroides et Jupiter,
ou entre plusieurs satellites de Jupiter ou entre ceux de Saturne. Cependant, pour les grosse
planetes, il existe des cas de résonance approchéegoasgiecommensurabilif@ssociée a une
grande inégalitéuinégalité a longue périoddinsi, entre Jupiter et Saturne, I'inégalit&. ; —
5Lgs) est considérée généralement comme étant “la grande inégalité” du systéme solaire : Les
moyens mouvements moyeng et Ng de Jupiter et de Saturne donnés dans la partie 3 dans le
Tableau 3donnent en eff@N; —5Ng = —4”,019 par jour, correspondant a une période de 883
ans. Bien que cette inégalité soit de caractéristique 3 (donc de degré 3 au moins en excentricités
et inclinaisons), son amplitude est considérable, surtout dans la longitude moyenne de Jupiter
et de Saturne ou ce petit diviseur est élevé au carré par la double intégration, amplifiant ses
effets pour donner un terme de60” d’amplitude dans la solutioh, ; de Jupiter, et de610”
dans celleL,s de Saturne (autrement dit, & cause de cette inégalité, les longitudes moyennes
de ces planetes s’écartent d’'un mouvement uniforme respectivemegntde’ ou de+2610"
avec une période de 883 ans) ; cette “inégalité” dans le mouvement en longitude de Jupiter et de
Saturne est suffisamment grande pour avoir été détectée depuis fort longtemps, et c’est Euler at
18" siecle qui expliqua le premier son existence par la quasi-commensurabilitée leurs
moyens mouvements.

De méme, entre Uranus et Neptune, on trouve que I'inégdligé— 2L ) a une période de
4240 ans; sa caractéristique étant seulement égale a 1, il lui correspond des termes de grand
amplitude dans les longitudes moyennes de ces planetes (respectigeniérmt 2000”). Enfin
entre Vénus et la Terre, I'inégalit®,, — 13Ly) a une période de 239 ans, mais, étant de
caractéristique 5, son amplitude dans les longitudes de ces planétes est faible, ne dépassant pe
quelques secondes.

Dans les solutions d’ordre 1 des planeétes, les autres inégalités périodiques, a courte période
ont pour la plupart des amplitudes petites et celles-ci vont en décroissant lorsque la caracté-
ristique des inégalités augmente ; parmi ces inégalités, les plus importantes sont évidemment
celles de caractéristique 0, du typ€lo. — Lo;), car elles sont de degré O en excentricite et
inclinaison : Ce sont lemégalités synodiquest leurs multiples ; leurs amplitudes vont en dé-
croissant lorsque augmente car elles sont essentiellement proportionnelies; #' ol a;;
est le rapport du plus petit au plus grand des demi-grands ake€§.(01). En pratique, les
séries de termes qui représentent les perturbations des éléments d’orbite des planétes, sont tror
quées de fagcon a ne retenir que les termes dont 'amplitude dépasse une certaine valeur, pa
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exemple0”, 01. Pour donner une idée de la fagon dont se présente une solution d’ordre 1, voici
par exemple la partie périodiqaé, s de la longitude moyenne de Saturne perturbé par Jupiter;

on ne donne ici que les 5 plus gros termes, exprimés en variables réelles sous forme de sinus e
cosinus des 5 inégalités périodiques correspondantes :

eLys =408"32 cos( 2L ;— 5Lg) + 2578”82 sin( 2L ;— 5Lg)
2"02 cos( Ly— Lg)+ 536”58 sin( L;— Lg)
+ 48”74 cos( Ly— 2Ls) — 304”88 sin( L,— 2Ls) (6.140)

— 0”87 cos(2L;—2Lg) + 146”56 sin( 2L;— 2Lg)

+ 53”46 cos(2L,— 3Ls) — 37”38 sin( 2L, — 3Ls)

En plus de ces 5 termes, on dénombre encore dansune trentaine de termes périodiques
d’amplitude supérieure &', et plus d’'une centaine ayant une amplitude supérieurécd ;

tous proviennent des seules perturbations par Jupiter ; les autres planétes perturbent aussi Sc
turne, donnant d’autres séries de termes, mais plus courtes. Notons que les lordgjtaties
représentent ici respectivement les quantitgst — ty) + Los €t Ng (t — to) + Los, OUN; et

Ng sont les moyens mouvements moyens de Jupiter et de Saturnelgjeil. s sont leurs
longitudes moyennes pour I'époqgtie=J2000 ; leurs valeurs sont données dansaldeau 3

26.1.3 Solution d’ordre 2 et d’ordres supérieurs

Pour obtenir la solution drdre 2 des massea solution d’ordre 1 obtenue €6.136)a
(6.139) est maintenant reportée dans les termes d’ordre 2 du développement de Taylor des
égquations. On a vu que les solutiods et £; n'apportent que des termes périodiques, tandis
qued; et Z; contiennent, en plus, des fonctions linéaireg.ddors, si par exemple on éctit;
sous la forme’(l(o) + Xl(l) t+ >, Xiyexpv=i(p' - L), le terme ayank; en facteur dans le
développement de Taylor explicité én130b) est transformé en :

eANCE O A A axolp'eXpr P Lo

(6.141)
Si(p + p') = (0), le terme correspondant est un nouveau terme séculaire, d’ordre 2, sinon
c’est un nouveau terme périodique, d’ordre 2 également. Dans la premiére sorftirieldé il
apparait aussi une nouvelle sorte de termes.eap v~ (p-Lo), qui sont appeléermes mixtes
Notons qu’a I'ordre 1 les inégalit§®) dépendent des longitudes moyennes de 2 planéetes au
plus, tandis que les inégalités + p’) qu’'on construit a I'ordre 2 peuvent combiner jusqu’a 3
longitudes moyennes ; en effet, d’ap(ésL31) chaque terme d’ordre 2 provient de la dérivation
d’'une fonction d’ordre 1 par rapport a une variable, le résultat étant ensuite multiplié par la
solution d’ordre 1 relative a cette variable ; or, la fonction dérivée ne dépend que des variables
relatives a 2 planétes seulement, et la solution relative a I'une de ces variables dépend au moins
des variables relatives a I'une de ces deux planetes, et éventuellement des variables relatives :
une troisieme.
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Ainsi, apres avoir effectué tous ces produits dans le développement de Taylor des seconds
membres des équations, on trouve que les équations d’ordre 2 ont la forme suivante, mettant en
évidence des parties séculaires, périodiques et mixtes :

dA
TtQ =vIiN Y (Pé,é) (Ao, Xo, Z0) + ﬁpé(,ﬁ)(/lo, Xo, 2o) t) exp v=1(p - Lo)
(»)(0) (6.142)
dX.
o = VN (85 (Ao, X, Zo) + VTS (Ao, X, Zo) ) +

v NS (PS) (Ao, Xo, Zo) + VT PRy (A, Ko, Z0)t) exp v (p - Lo)
(p)(0) (6.143)

T o (S (Ao, Xy, 20) + VTSI (Ao, X, 20) ) +
VAN Y (P (o Ko, Z0) + VTP (Ao, X, 20)1) exp v (p - Lo)
(p)#(0) (6.144)
Ciff = S NAs + N (S5 (Ao, Ao, Z0) + vTSED (Ao, X, Z0) t) +
TN (PR (Ao Xo, Z0) + VTP (Ao, X, Z0)t) expyEi(p - Lo)  (6.145)
(p)#(0)

Notons que I'équatior{6.142) qui donne les variations d’ordre 2 des demi-grand axes, ne
contient pas de terme séculaire ; le méme résultat était évident a I'ordre 1; a l'ordre 2, c’est
un résultat qui pourrait se démontrer et qui est apfiledéreme de PoissoCe théoreme est
important pour justifier une certaine stabilité du systeme solaire, puisqu’il établit que jusqu’a
'ordre 2 des masses, les demi-grands axes osculateurs ne font qu’osciller autour d’'une va-
leur moyenne. Cependant cette invariance moyenne des demi-grands axes n’est plus vraie au
ordres supérieurs, mais comme leurs variations séculaires sont d’ordre 3 au moins, elles sont
aussi excessivement lentes, ne devenant sensibles qu’au bout de nombreux millénaires.

Pour obtenir la solution d’ordre 2, il suffit d’intégrer terme a terme les équations précédentes.
Les parties linéaires eéndonnent des polynémes de degré 2 des termes périodiques restent
périodiques et les termes mixtes s’integrent par parties pour donner un terme périodique et un
autre mixte :

/t expvT(p - Lo)dt = (- (ffl\;) T '}\/O)g)expﬁ(p-ﬁo) (6.146)

Ainsi, la solution.A; ne comporte que des termes périodiques et mixtes, qui peuvent étre éven-
tuellement a longue période :
]\/E)/

- Np)

]VE)/
(p 'N0)2

_\/jlj\{)’

A= a3 - 7o)

o) (P

Py + (

t+ )P expv=i(p - Lo)

(6.147)
Cette solution doit ensuite étre intégrée une deuxieme fois dans I'éqatiern) La constante
d’intégrationAgo) est alors déterminée pour qu€,/dt ne contienne pas de terme constant
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d'ordre 2 :
—INAD + NS (Ao, X, 20) = 0

Cela evite aL, de dépendre d’'un terme proportionnet,guisqu’on a déja fixé les moyens
mouvements moyens. Il reste cependant dahg dt un terme linéaire enqui, par intégration,
donnera inévitablement un terme €rdans la longitude moyenne. Notons que cette deuxiéme
intégration de I'expressiof6.147)fait intervenir, pour les termes périodiques, des diviseurs
(p - Ny) élevés a la puissance 3. Quant aux solutidhset Z,, elles comportent aussi des
polynébmes de degré 2 énauxquels s’ajoutent des termes périodiques et mixtes d’expressions
analogues a celle donnée @n147)

On pourrait montrer qu’a partir des solutions d’ordre 1 et 2 ainsi obtenues, on peut construire
les équations d’ordre 3 puis les intégrer de la méme maniere et construire ainsi de proche en
proche une solution d’ordre de plus en plus élevé. D’'une fagon générale, on trouverait que les
parties séculaires de la solution d’ordresont des polyndmes du temps de degréet que
les parties mixtes résultent du produit de termes périodiques par des polynémes du temps de
degrék — 1. Les inégalités périodiques d'ordkesont alors des combinaisons linéaires entre
k + 1 longitudes moyennes. Ces combinaisons peuvent engendrer de nouveaux petits diviseurs
auxquels correspondent de nouveaux termes a longue période qui peuvent parfois étre auss
importants que ceux trouvés a l'ordre 1. Par exemple, on trouve a l'ordre 2 que l'inégalité
(4Ly — 8Ly + 3Ly) entre les longitudes de la Terre, de Mars et de Jupiter a une période de
1760 ans; elle engendre un terme>dé8 d’amplitude dans la longitude de Mars et@{e dans
celle de la Terre (soit quatre fois 'amplitude de I'inégaligé.,, — 13L7) déja trouvée a l'ordre
1). D’ailleurs les termes mixtes qui sont significatifs dans la solution finale (c’est-a-dire donnant
une contribution non négligeables au bout de 1000 ans par exemple), sont pour la plupart relatifs
aux inégalités a longue période, tels la grande inégalité entre Jupiter et Saturne. Par exemple,
voici I'expression qu’on obtient a I'ordre 2 pour la grande inégalité dans la longitude moyenne
de Saturne :

¢*Los = (—51"50 + 0”,8221¢) cos (2L, — 5Ls)
+ (240”72 — 0", 1781t) sin (2L; — 5Lsg)

Dans la solution finale, la partie périodique de ces termes vient s’ajouter a ceux d’ordre 1 don-
nés en6.140); d’ailleurs, les solutions d’ordre supérieur a 2 apportent encore d’autres termes
analogues a ceux donnés @n148) et on constate que généralement I'expression des termes
mixtes associés aux termes a longue période converge assez lentement au fur et a mesure qu
I'ordre de la solution augmente ; par exemple, dans la longitude de Saturne, la grande inégalité
est donnée jusqu’a l'ordre 5 par I'expression :

(346" 164+1127".85T— 89”81 T? — 28" 38T + 2" 24T*) cos (2L; — 5Ls)
+(2896",37— 286”62 T— 222”58 T2 + 17",00 T + 2" 58 T*) sin (2L; — 5Lg)

(6.148)

(6.149)

On pourra juger la convergence en comparant cette expression avec celle donnée aux ordres :
et 2 [dang6.149) T est exprimé en milliers d’années juliennes a partir de J2000].

Dans la solution, la valeur moyenne des termes périodiques est nulle, mais celle des termes
mixtes ne I'est pas vraiment; les termes restant, qui sont les parties polynomiales de la solu-
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tion, représentent cependant ce qu’on appellelésments moyerdes orbites. Voici, a titre
d’exemple, les éléments moyens qu’on trouve pour les variabig relatives a Jupiter et a
Saturne et mises sous la forme = k, + v=1h,,(, = ¢, + v=1p,, 25 = ks + v=1 hs €t
Cs =qs+V=Ips:

k; = 40,046 985721 24 40,001 120 103 77 T — 0,000 109 301 26 T'2 — 0,000 004 287 48 T3

hj = +0,012003 857 48 + 0,002 171 493 60 T + 0,000 098 595 39 T2 — 0,000 005 131 09 T3

q; = —0,00206561098 — 0,000 313401 56T — 0,000 016 673 92 T2 + 0,000 000 769 26 T

p; = +0,011183 77157 — 0,000 234 27562 T + 0,000 020 867 60 72 4 0,000 000 507 21 T3
(6.150)

ks = —0,002 960 035 95 — 0,005 296 026 26 T + 0,000 309 284 05 T2 + 0,000 012 962 15 T3

hs = 40,055 429 642 54 — 0,003 755 938 87 T — 0,000 319 902 36 T2 + 0,000 015 986 33 T3

gs = —0,008 71747436 +0,000801 714 99T + 0,000 041 422 82 T2 —0,000001 96049 T

Pg = +0,019891 473 01 + 0,000 594 397 66 T' — 0,000 052 351 17 T2 —0,000001272197T3

Ces éléments moyens sont rapportés a I'écliptique et a I'équinoxe pour la date J2000, et

est compté en milliers d’années juliennes a partir de cette date. Ces expressions sont tirées de:
Variations Séculaires des Orbites Planétaires (VSOP82) obtenues au Bureau des Longitudes pa
P. Bretagnon en 1982 ; la petitesse des coefficients de ces polyndbmes montre bien la lenteur de
ces variations.

Bien que les termes séculaires et mixtes limitent la durée de validité d’'une théorie a varia-
tions séculaires, la petitesse des coefficients dans ces termes permet d'utiliser cette forme de
solution sur des durées de plusieurs millénaires : La précision de la représentation des mou-
vements se dégrade lorsqu’on s’éloigne de I'épaguenais reste acceptable si I'on pousse la
théorie assez loin en ordre de masse. Par exemple, Le Verrier a la fin du siécle dernier, a calculé
I'ensemble des termes d’ordre 1 supériew$@, et les plus gros termes de 'ordre 2 (essentiel-
lement a longues périodes). Le nombre de termes ainsi manipulés (“a la main”) atteint plusieurs
dizaines de milliers; on considére que la solution qu’il a construite est bien représentative du
mouvement réel des planétes sur plusieurs siécles, mais se dégrade rapidement au dela. Plu
récemment, son ceuvre a été reprise au Bureau des Longitudes a Paris par P. Bretagnon et J.L
Simon, et grace a des ordinateurs programmés pour manipuler des développements en séries d
Fourier a plusieurs arguments, ils ont pu construire une théorie analogue a celle de Le Verrier
mais poussée a I'ordre 6 des masses pour les 4 principales planétes, Jupiter, Saturne, Uranus ¢
Neptune. Cette solution comporte tous les termes supériglfig0a1 et des termes séculaires
jusqu’ent®. La précision est meilleure qu¥ 1 sur 1000 ans et décrit les mouvements actuels
a 0”705 pres. Depuis 1984, c’est cette théorie qui sert au calcul des éphémérides des planetes
publiées par le Bureau des Longitudes dans la Connaissance des Temps.

26.2 Théorie générale du mouvement des planétes

Ce n’est pas une théorie a variations séculaires comme celle de Le Verrier qui peut décrire
I’évolution a tres long terme du systeme solaire, puisque les polynbmeégessents dans
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les termes séculaires et mixtes font diverger les séries. En fait, c’est la méthode d’intégration
utilisée qui produit ces termes séculaires et mixtes, simplement parce qu’'on a cherché une
solution développée dans le voisinage d'un instgntOn peut étendre considérablement la
durée de validité de la solution en adoptant, a partir des mémes équétibhé)a (6.117) une
méthode qui aboutit & une solution générale ne comportant plus ni termes séculaires ni termes
mixtes, mais uniquement des termes périodiques. Cette solution va comporter, a la place des
termes séculaires, des termes bornés, quasi-periodiquext dgant des périodes trés longues,
supérieures &0 000 ans. En fait, on va voir que les polyndmes f#equi apparaissent dans

les termes séculaires des théories a variations séculaires, sont les développements limités, al
voisinage de = t,, de ces termes quasi-périodiques a trés longues périodes.

Tout d’abord, on suppose que les mouvements du systéme planétaire restent voisins de mou-
vements circulaires uniformes et coplanaires donnés. Plus précisément, les longitudes moyenne:
L, sont mises sous la forme :

L, =ngt+ qi (6.151)

ou lesng, sont les mémes moyens mouvements moyens, SUPPOSES connus, qu’on a déja in-
troduits en(6.122)dans la méthode de Le Verrier; les rayang des orbites circulaires de
référence sont donc encore définis a partir dgspar la troisieme loi de Keplei6.106) de

sorte que les relation$.107)a(6.110)entre les variables, et sont toujours valables, ainsi

que les équation$.114)a(6.117)

La relation(6.151)introduit des quantitég,, qui sont des nouvelles variables remplacant
les L, ; on va montrer qu'’il est possible de les déterminer sans introduire de nouveau terme
proportionnel & dansL,, et de fagon a ce qug reste borné dans le voisinage d’'une constante
d’intégrationq,(co). On regroupe les variableg dans une matrice colonn@, ce qui permet
d’écrire : i y

L=Nt+Q et dt:/\/oer? (6.152)

On remplace dong£ par cette expression dans les équati@énsl14)a(6.116) tandis que I'équa-
tion (6.117)est remplacée par la suivante, relativ@ a

@:]\{)V—i—N{eSl(ﬁ)(A,X,Z)Jr > ePIE(AX, Z) expyi(p-Not+p- Q)| (6.153)

dt ($70)
On a tenu compte ici, comme é6.113) deN = N, + NyV.
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26.2.1 Meéthode d'intégration : séparation des termes périodiques

On cherche une solution a ces équations, sous la forme suivante :

A=A+ A = At) +eA (A X, Z2,0,t) +EA(A X, Z,0,t) +--

V=V +V =V(t) + WA X, Z 0,1 +62172(ﬁ,2?,2,@,t) +--

X=X+X =X(t) +eX(A X, Z2,0,t) +EX(A X, Z,0,t) +- (6.154)
Z=Z+Z =Z() +eZ(AX,Z,0.t) +Z,(A X, Z,0,t) +--

Q=040 =0(t) +e01(A,X,2,0,t) +20(A, X, 2,0,1) +

ol A, X, Z et Q sont des fonctions inconnues tJel’ordre 0 ere car dépendant des constantes
d’intégration arbitraires du probléme ; on va montrer que I'on peut déterminer ces fonctions
de facon a ce quel, X, Z et Q soient des séries de termes quasi-périodique's deourtes
périodes, et dont les amplitudes soient des fonctions epr|C|te{s4dE Z, Q) ces termes
seront d’ordre 1 au moins enSiif = U + U désigne globalement I'ensemble des variables
(A, X, Z,Q), les équations du mouvement s’écrivent alors :

dfl+ (ajl du 8A1)+

T 9q T - 6.155
Ty (6.155)
VAN Y ePr(UA+eldy+---) expy=i(p - No)t
()2(0)
dX X, dU 09X B
PR R R
INeSN U+ el + ) + (6.156)
+vI N > 6771(7);)(1/74-61/71-1-"-) exp v=1(p - Np)t
(p)#(0)
dZ 02, dU 0z, B
atGg et
VI N eSS U+ elhy + ) + (6.157)
VN D 6771(53)(2/7+61:{1+-~') expv—1(p - No)t
(p)#(0)
do 09, dUu 99, B
a G et
NV + NyeS© (L7+6L71+---)+ (6.158)

+ N[Vt S ePEU A+ elly + ) expv=i(p - No)t]
(p)#(0)
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ou les quantités telles q 7 Cg%{ representenf?7 dA 8A1 ¥ 8“41 dZJréVh (T%

c'est-a-dire A —TL + aA dz ; Mdgﬁ 8A qu
t-a-dire)_;, (aﬁ,j dt 82;3 dtk 5&3 dt 8qk,1 dt)

Dans les seconds membres de ces equations, on développe en série de Taylor les fonction:
del/ au voisinage dé/ ; on écrit par exemple :

Z 673171)(1;{—{—6?:{1 + ) expv=i(p - No)t =

(p)#(0)
_ oP -
= Y [ePl,p(Z/{)Jr(e 1P -el/ll)Jr---}expﬁ(p-/\/’o)t
(n)(0) ou
) (6.159)
= Z €P1,(U) expv=1(p - No)t +
(p)#(0)
+ 28,(U) + > 2Py, (U) expv=i(p - Nyt +
(p)#(0)

ol €28, (1{) représente notamment I'ensemble des termes d’ordre 2 qui ne dépendent pas ex-
plicitement def. On peut alors separer le systeme d’équations en 2 sous-systemes : Le premier
est relatif aux variable#/ et rassemble par définition tous lkesmes séculairedes equations,
c’est-a-dire ceux qui ne dépendent pas explicitement;d&utre concerne les variabled

et s’'identifie a 'ensemble des autres termes, qui sont eux fonctions explicitestdaéme
quasi-périodiques de On obtient ainsi, jusqu’a l'ordre 2 et

dA
e 1
=0 (6.160)
B SMNAX Z)+ v 1 NESS(A X, Z) (6.161)
dﬂ_ dt = V-1 p€EO V-1 I\g€ .
dt dZ ), ~ ~ ~
s — TN eSS A X Z)+ v NEST (A X, Z) (6.162)
‘f:%9+%esl WA,X,2)+ N SSOA X, 2) (6.163)

Dans la derniére équatio®, doit encore étre remplacé par%ﬁ, et cette constante (d’'aprés
(6.160) est déterminée de facon a annuller le terme constant de I'équétib®3) Dans ces

conditions, on constate que le systéﬁ%é est au moins d’ordre 1 efyde sorte que les quantités

telles quegaa“i{1 au dans(6.155) sont au moins d’'ordre 2. Les partiesteelatives aux ordre
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1 et 2 sont alors déterminées par les systemes d’équations suivants :

oA -
e =V N Y eP)(U) expyEi(p - Mot
()#(0)
X, (X) /73
GW:\/—T% > ePr,)(U) expyv=i(p- No)t
82 (p)#(0) (6164)
ea—tl = VI N > ePE(U) expyvi(p - No)t
(p)#(0)
09 3., % (L) /77
o = TaNeAi+ N > P (U) expvIi(p - o)t
(p)#(0)
0.4, A, 5 oA, dl
Ee—==vIN > EPEV(U) expv=i(p - No)t — e—— - ==
ot w0 ou  dt
DX, - X, du
Sl =va N Y EPLU) expyEI(p - Mot — e
()#(0) ou
0z 03, dli (6.165)
2 2 2 p(2) 77 L
e—-=vIN Y &Py, (U) expv=i(p Nolt —e— - —~
ot SO ou  dt
8@2 3 i ) ¥y 8@1 db?
€2 = —INE Ay + N Y E P (U) expyvT(p - No)t — e -
ot * WA ou  dt

26.2.2 Solution a courtes périodes

Comme les constantes arbitraires de la solution générale seront introduitég, damsfit de
trouver pourl/ une solution particuliere. Ainsi, on integre les systelites64)et (6.165)terme
a terme, sans constante d’intégration et sans avoir besoin de connaitre la ddlptisgue ces
équations définissent les dérivées partielles de la solution par rappddréobtient a I'ordre
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7><“;}><L?> exp v=1(p - No)t

E./lez Z E

eX) = Z e 0 X)(Z/Al) expv=1(p - Np)t

Uy = )Z € PL3 (U) expv=(p - No)t (6.166)
(p)#(0
2
Q=21 % e(p N0> 5 PU(U) expv=i(p - No)t +
(p)#(0)
— V-1 Z Gp No (Z/Al) expv=1(p - Np)t

p)#(0)

Et on calculerait de la méme fagon la solution d’ordre 2, et éventuellement les solutions d’ordres
supérieurs. Comme dans la théorie a variations séculaires, il faut cependant supposer qu’iln’y a
pas de résonance orbitale ou de commensurabilité entre les moyens mouvements moyens, mai
il peut y avoir des grandes inégalités ou inégalités a longue période.

26.2.3 Solution du systéeme séculaire

Conformément au développement de Taylor explicitécehb9) lorsqu’on a ainsi déterminé
la solutionei{,, on peut calculer les parties séculairéS, du systeme d’équation($.160)a
(6.163); d’ailleurs, on peut voir que d’une fagon générale, la connaissance de la selfiitipn
d’ordre k permet de construire les parties séculaires d’okdrd . Notons que par construction,
les seconds membres des équati@ns60)a (6.163)ne dépendent pas du temps explicitement :
C’est par définition ursystéme autonom#déquations différentielles ; ici, on I'appelle aussi
systéme séculaire

Ayant donc construit le systeme séculaire a un ordre suffisanat ikmeste a le résoudre.
Jusqu’a l'ordre 2, en raison du théoreme de Pois%,est nul, et doncd est constant; on a

VU que sa valeur est déterminée pour que I’équa%%me possede plus de terme constant, afin

que la valeur moyenne o%% soit égale 3\;. Par ailleurs, la variabl® n’apparait pas dans
les seconds membres du systeme séculaire car ces variables sont nécessairement associées &
inégalités périodiques :

expv-i(p-L)=expv=i(p-Q+p-Q) xexpv=i(p -No)t
Les variables qui compose@ sont donc présentes uniquement dans les termes qui dépendent
explicitement du temps (si toutefois il n'y a aucune résonance entre les moyens mouvements

moyens). Dans ces conditions, I'équati@il63)pourra étre résolue par simple quadrature des
gue seront connues les solutions relativés ét Z.
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Pour trouverX et Z (Egs(6.161)et(6.162), il faut se souvenir que d’apres la propriété de

d’Alembert (cf. remarque 1 dans §6es termes séculaires d’ordre 1 edans les équations

% sont de degré 1 au moins par rapport a I'ensemble:desiables d’excentricité;, tandis

que ceux des équatior%f sont de degré 1 au moins par rapport awariables d’inclinaisons

(; ; danstous les cas, le degré global de ces termes estimpair, croissant de 2 en 2 a partir du degr
1. Cette propriété est conservée pour les termes séculaires d’ordres supérieurs. En séparant le
termes degré par degré, on peut écrire ces équations sous la forme :

—

dX ~ —

d—:ﬁ(SlXJrSg(X,Z) +--)

d% (6.167)
E—F(S’Z—{-Sl( Z)+ )

ou S; et S| sont deux matrices carrées constantes et d’ordre 1 au moinsSenn linéarise ce
systéme autonome, il se sépare en deux sous-systemes :

)

dX _ dz
8T _ 98X et = 18 2 6.168
dt tol dt (6.168)

On pourrait montrer qué; et .S sont diagonalisables : En introduisant les matrices de pas-
sageP et P’ formées de leurs vecteurs propres respectifs, et en ndtantl’ les matrices
diagonales formées de leurs valeurs propres, on a:

Pl P=A et PSP =A (6.169)
Alors, en effectuant les changements de variailes X et Z — Z définis par :
X=PX e Z=PZ (6.170)
on obtient les nouvelles équations linéaires :

dX dz
==1AX et — =yaAZ 6.171
a ! a V! (6.171)
Ces équations représentemt équations scalaires de la forméi% = V=1, 2, OU les),
sont les valeurs propres des matrices. Leur solution est immeédiate, et s’exprime en fonction de
constantes d’intégration arbitrair@g et 7, :

X = (expv=14t) Xy et 7= (expv=1d't) Zy (6.172)

ou (exp v=TAt) représente la matrice carrée diagonale dont les élémentsssont1\.t;
méme chose pour la matriegp v=1 A’t. On évalue les constantes, et Z; en fonction des
valeursX, et Z, gue prennent les variabl@s et Z & un instant initial défini par=0:

X, =P A, et Z,=P"'Zz,
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Finalement, la solution du systéme autonome linéarisé s’écrit matriciellement :

—

X = P (expv=1At) P’lzf\fg et Zz_p (exp v=1 A't) P/—lgo

Les solutions:, et(, qui composent ces matrices sont donc des sommes de mouvements circu-
laires dans le plan complexe, ou sommes vectorielles de vecteurs tournants :

=1

o (6.173)
Ck = Z bir exp v=1 (Nt + 1;)

i=1

Comme les matriceS, et S| résultent du produit dé&j par des quantités d’ordre 1 au moins
ence, leurs valeurs propres représentent des vitesses angulaires tres petites, de I'efdre de
Pour le systeme des grosses planétes du systeme solaire, ces vitesses angudaikgscor-
respondent a des périodes comprises €iiti®0 ans et 2 millions d’annéest. (6.177); ce sont
lesfréquences fondamentalds systéme séculaire. Les amplitudgsetb;, de cesnouvements
périodiques a trés longues périodasuvent étre importantes. Par exemple, le module de la va-
riable 2 relative a le Terre (représentant en quelgque sorte I'excentricité moyenne de l'orbite
de la Terre), oscille entre 0 6107 avec 4 périodes prépondérantes comprises g0tie0 et
350 000 ans; il est surtout important de remarquer que ces variationdbeamtesce qui n’était
pas le cas de la solution a variations séculaires.

Pour tenir compte des parties non linéaires des équatioh§7) on applique a ce systéme
le changement de variabl& 170)bati sur les vecteurs propres de la partie linéaire. On obtient
alors :

Ci;t( =v=1(AX + P'S3(PX,P'Z) +--)
47 / o / (6.174)
E:\ﬁ(/IZJrP SL{PX,P'Z) +---)

Il faut noter que l'application de ce changement de variables fait augmenter considérablement
le nombre de termes; par exemple, pour les 8 grosses planetes du systéeme solaire, le system
(6.174)développé a l'ordre 2 des masses et au degré 5 en excentricités et inclinaisons, comporte
plus de150 000 termes! (il faut bien développer jusqu’a cet ordre et a ce degré pour que le
systéme représente convenablement les mouvements séculaires) Pour résoudre ce systeme
facon analytique, on utilise le fait qu’il comporte un noyau intégrable (sa partie linéaire), et les
termes non linéaires sont alors considérés comme des perturbations de ce noyau.

Pour déterminer la nature de la solution, une facon simple de procéder peut consister a substi-
tuer la solution6.172)dans les termes non linéaires du systéme, et amorcer ainsi un processus
itératif de substitution; on obtient alors des termes quasi-périodiques a trés longues périodes
dont les fréquences sont des combinaisons entieres des valeurs proptes. Par exemple,

les termes séculaires de degré 3 en excentricités que I'on trouve dans les éq@%tjmt de
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la forme =, ; . Cijr x57;T1 ; Si 0N décompose la solutigs.172)composante par composante
enz; = o exp v—1 A, ces termes sont transformeés en :

Z Cijk .CL’()Z'.I‘OJ'CYI()k exXp \/—71(/\1 + )‘j — )\k)t (6175)

0,9,k
Parmi tous ces termes, ceux qui correspondent a des infiees égaux ont une fréquence
égale a\; ; alors, dans I'équation relative a l'indice dz; _ V=1\; z;+- -+, cestermes peuvent
aussi s’ecrire 3-; Cj;; To;To; 75, €t de fait, on les ajoute a la partie linéaire de cette équation,
qui devient Cil? = v=1(\i + X, Cijj 205T05) x; + - - -, donnant pour; la nouvelle fréquence
fondamentale\; +- 3=, Cj;; xo;To,. Les autres termes de degrés @t&donneraient de la méme
facon des petites modifications supplémentaires des valeurs propres du systeme linéaire. Quan
aux autres termes, qui ne viennent pas modifier les fréquences du systeme linéaire, ils peuvent
étre intégrés terme a terme, chacun d’eux étant solution particuliere d’une équation de la forme

d
d—j —voiwz = v=1C exp v=1 (3 ;piNi)t
dont une solution, nulle &= 0, peut s’écrire :
¢ ( v=i( i)t V=iwt) (6.176)
r=———"(expv-1 DA )T — expv—1w .
S P — p 2P p

Il est intéressant d’avoir ici une solution particuliére nulte-a 0, car au moins elle ne vient pas
modifier la valeur des constantes d’intégration introduites au départ dans la solution du systéme
linéarise.

Cependant, l'intégration de ces termes fait apparaitre des diviseurs d’'une nouvelle sorte,
combinaisons entiéres des fréquences fondamentales du systéme séculaire. L'intégration ser:
possible si aucune de ces combinaisons ne s’annulle ou ne soit trop petite. En réalité, il n’est
pas possible d’éviter ces diviseurs trop petits ou nuls et qui correspondentrésdesnces
séculaires C’est ici que se manifeste le fait établi par H. Poincaré au début de ce siecle, que le
probleme desV corps n’est pas intégrable : Il n’y a pas moyen de trouver une solution générale
qui soit valable sur une durée infinie. Néanmoins, pour le systeme des 4 grosses planétes du
systéme solaire (de Jupiter a Neptune), on a pu montrer que les termes résonnants sont extré
mement petits, et qu’une solution générale construite suivant cette méthode peut rester valide
pour plusieurs centaines de millions d’années. Au contraire, J. Laskar (Bureau des Longitudes)
a montré en 1990 que la solution analogue pour les 4 planetes intérieures (de Mercure a Mars),
n'est pas stable au dela de 5 millions d’années, a cause de la présence de résonances séculair
entre plusieurs des fréquences fondamentales (ces mémes résonances interviennent aussi da
les solutions relatives aux grosses planéetes, mais associées a des termes pratiguement négl|
geables). Ces derniers résultats ont été acquis, non par la construction d’'une solution analytique
puisqu’une telle solution n’existe pas, mais par l'intégration numérique du sygtemét)
avec sed50 000 termes! Comme le systeme séculaire représente seulement les variations tres
lentes des éléments d’orbite, I'intégration numérigue peut étre faite avec un pas trés grand (500
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ans par exemple pour les planétes) ; partant des conditions initiales actuelles, on peut alors re-
monter le temps sur plusieurs dizaines de millions d’années et, par analyse de Fourier de la
solution numérique ainsi trouvée, on peut déterminer les fréquences fondamentales présente:s
dans la solution ; on a alors trouvé I'impossibilité de représenter cette solution avec un ensemble
unique de fréquences fondamentales sur toute la durée de l'intégration : pour les planétes inté-
rieures, on trouve des variations importantes des fréquences en moins de 5 millions d’années,
signe du caractére chaotique de la solution, puisque cela révele I'impossibilité de construire une
solution quasi-périodique daunique sur une tres longue durée.

Voici, a titre d’exemple, les plus gros termes de la solution a trés longues périodes, relative
aux variableg et de Jupiter et de Saturne, rapportée a I'écliptique et a I'équinoxe pour la date
J2000, et pout mesuré a partir de cette date :

Z;, = 0,04413 exp v=1(Ast + ¢5) Zs =—0,04816 exp v=1 (At + ©¢)
+0,01574 exp v=1 (gt + p¢) +0, 03345 exp v=1 (A5t + ©5)
+0,00179 exp v=1 (A7t + ¢7) —0,00175 exp v=T((2X — As)t + 206 — ©5)
+0,00151 exp v=1 (A7t + ©7)
C, = 0,01377 exp v=1(0t + 5) (o= 0,01377 exp v=1(0t + 5)
+0,00314 exp v=1 (st + ) —0,00784 exp v=T (At + 1)
+0, 00058 exp v=T (A5t + 1) +0, 00056 exp v=T (A5t + 1)
+0, 00048 exp v=T (Aot + 1) +0,00039 exp v=T(M\ot +1p7)  (6.177)
aved
s = 4”248 an™! 05 = 302643 Ny = 07.000an? s = 1075576
Ao =28". 234 v = 306°496 A, =—26", 330 Ve = 306° 496
A7 = 3”069 o7 = 121°235 A, = —2" 985 Wr = 141°649
As = 0" 667 s = 729631 A, = —0"691 s = 232430

Si on développait ces expressions en puisancesadevoisinage de = 0, on retrouverait trés
sensiblement les variations séculairegkle+ =1 h,) etc.données elf6.150) De méme, les
termes périodiques de la solution a courte période explicitéé.@66)ont des amplitudes qui

sont fonctions de la solution a tres longues périodes exprimée. en3)et (6.176); le déve-
loppement de ces amplitudes en puissancesadevoisinage dé = 0 conduirait a I'expression

des termes mixtes des théories a variations séculaires. Comme dans les théories a variation:
séculaires, ce sont les inégalités périodiques a longue période (comme la grande inégalité de
Jupiter-Saturne) qui apportent les plus grosses perturbations.

Remarque 1. Comme on le voit dans la solutidf.177) le systeme relatif aux variables d'in-
clinaisons posséde une valeur propre nulle. Celle-ci s’explique par I'existence de l'intégrale
premiére du moment cinétique dans le probléme/derps : Si les mouvements planétaires

4les indices 5 a 8 correspondent aux 4 grosses planétes, les indices 1 a 4 étant alors réservés aux planétes intérieures.
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s’effectuaient rigoureusement dans un plan fixe, on devrait retrouver ce plan fixe dans les solu-
tions(, sous forme d’un terme constant arbitraire ; des mouvements non coplanaires sont alors
décrits par des variations dans le voisinage d’'un plan fixe. Le terme constant que I'on trouve,
identique, dans toutes les solutiafs caractérise ce plan fixe qu’on appetlen invariabledu
systéeme des planetes.

Remarque 2. On pourrait penser qu’une théorie générale du mouvement des planetes, avec sa
durée de validité de plusieurs millions d’années, rend caduques les théories a variations sécu-
laires. En fait, ces derniéres demeurent plus performantes (car plus faciles a construire) pour
calculer les éphémérides trés précises dont on a besoin pour prévoir les mouvements actuels
des planetes. En effet, la mise en ceuvre d’'une théorie générale nécessite de calculer et de ma
nipuler un nombre considérable de termes : On a vu qu’il y en a par exemple plas @&

dans le seul systeme séculaire des 8 planéetes, et le nombre de termes qui interviennent dans |
développement analytique des inégalités périodiques dépasserait plusieurs millions si I'on vou-

lait atteindre pour eux le méme degré de précision que dans les théories a variations séculaires
Les moyens informatiques actuels ne permettent pas encore cela; mais, avec l'intégration du
systeme séculaire défini par la théorie générale, on posséde dés maintenant beaucoup d’infor:
mations sur I'évolution moyenne et a trés long terme du systéeme solaire, et notamment sur sa
stabilité ou sur le caractere chaotique de certaines de ses variations.

Remarque 3. La méthode générale développée ici pour les planétes s’applique aussi aux sys-
temes de satellites non résonnants. C'est méme la seule méthode satisfaisante pour ces corf
a mouvement orbital tres rapide, et pour lesquels certaines des fréquences fondamentales dt
systéme séculaire sont de I'ordre de quelgues années seulement (une solution a variations séct
laires divergerait alors trop vite pour étre utilisable). Par ailleurs, il se trouve que les termes a
courte période des systémes de satellites sont beaucoup plus faibles (et donc moins nombreu
a calculer) que pour les planetes, car les perturbations mutuelles des satellites sont aussi beau
coup plus faibles. La construction d’une théorie générale pour un systeme de satellites est donc
réalisable, méme en vue de fournir des éphémérides. C’est ainsi que les satellites d’Uranus,
qui ont la particularité de ne pas étre en résonance, sont représentés depuis quelques année
par une théorie générale analogue a celle présentée ici. Cependant, les systémes de satellites c
Jupiter ou de Saturne possedent plusieurs résonances. On peut étendre la méthode de la théor
générale au cas d'une résonance orbitale d’ogdfavec toutefois; # 0) : cela correspond

a une combinaisopny; — (p + q)no; trés proche de zéro. Les termes de l'inégalite résonante
pL;—(p+q)L; et ceux de ses multiples entiér® L, — (p+¢) L;) sont appelégrmes critiques

On sépare alors les termes critiques des termes périodiques ordinaires : Les termes critiques son
regroupés, avec les termes séculaires (indépendants explicitentgrdales un systéme appelé
systeme critique. Les termes non résonnants restent dans des systemes d’équations analogut
a (6.164)et (6.165) qui s'integrent de la méme fagcon. On peut montrer que le systéme cri-
tique, qui dépend du temps et des varialgiepar I'intermédiaire des termes résonnants, peut
guand méme étre transformé en un systeme autonome, grace a un changement de variables ¢
d’autres variables’, analogues &, définies en remplacastpar(. Ce systéme différe du sys-

la forme :w; = Z;exp —v=1
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-~

téeme séculair(aG.160)&(6.163)car% n’est plus nul, mais leurs seconds membres deviennent

de nouveau indépendants@eLe probléme est alors ramené & trouver un noyau intégrable dans
ce systeme autonome, permettant ensuite de construire une solution perturbée pour le systems
critique complet.
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